Tema 1

EL TEOREMA DE PEANO

En este tema vamos a probar que bajo la hipdtesis de ser f continua en
un entorno del punto (zg,yo), se puede garantizar la existencia, aunque no
necesariamente la unicidad, de solucién local del Problema de Cauchy

(PC) { y/:fixvy)
y(zo) = vo-

La justificacién de la existencia de solucién local del (PC) la vamos a realizar
mediante la construccién de una familia de funciones continuas (las denominadas
poligonales de Euler) de las que se podra extraer una sucesién que converja
uniformemente, en un entorno de zg, a una funcién que resultard ser solucién
del Problema de Cauchy en dicho entorno.

Para poder llevar a cabo nuestro estudio, necesitamos un andlisis previo de
los conjuntos compactos en el espacio C'(I;RY) de las funciones continuas en
un intervalo cerrado y acotado I = [a,b], con valores en RY.

1 Compacidad en C(I;RY): el Teorema de Ascoli-
Arzela

Recordemos que C(I; RY) es un espacio de Banach (es decir, un espacio normado

completo), si sobre el mismo consideramos la norma del supremo definida por

llelleryy == mé}{ |o(z)], donde por | - | denotamos a una norma fijada en RY
; ot

(por ejemplo la euclidiana; recuérdese a este respecto que todas las normas en
RY son equivalentes).

Senalemos también que, como se puede comprobar de inmediato, una sucesion
de funciones {¢, }n>1 en C(I;RY) es convergente a ¢ en dicho espacio si y sélo
si la sucesién {p,, }n>1 es uniformemente convergente a ¢ en el intervalo cerrado
y acotado I, es decir, para todo € > 0 existe un n., dependiente sélamente de
g, tal que |p,(x) — p(x)| < e para todo z € I, para todo n > n..

De manera general, sea E un espacio normado. Suponemos bien conocidas
las siguientes afirmaciones:

a) Un conjunto K C F es un subconjunto compacto de F si y sélo si K es
secuencialmente compacto, es decir, de toda sucesiéon de elementos de K
se puede extraer una subsucesién convergente en E a un elemento de K.

b) Un conjunto F' C E se dice que es un subconjunto relativamente compacto
de F si su clausura F en E es un compacto de E. Se satisface que FF C F



es un subconjunto relativamente compacto de F si y sélo si F' es secuen-
cialmente relativamente compacto, es decir, de toda sucesién de elementos
de F se puede extraer una subsucesién convergente en E (a un elemento
no necesariamente de F).

¢) Si K C FE es un subconjunto compacto de F, entonces K es cerrado y
acotado en E. Sin embargo, el reciproco de esta afirmacién no es cierta,
salvo que F sea de dimensién finita (lema de Riesz).

Asf pues, si F C C(I;RY) es un compacto de de C(I;RY), entonces F es
en particular un subconjunto acotado de C(I; RV ), es decir, existe M > 0 finito
tal que

|p(z)| < M para todo = € I, para toda ¢ € F. (1)

Por razones evidentes, cuando se satisface (1), se dice también que F es uni-
formemente acotada en I.

Teniendo en cuenta la afirmacién c), y dado que C(I;RY) es un espacio
que no es de dimension finita, no todo cerrado y acotado de dicho espacio serd
un compacto del mismo. Para caracterizar los compactos de dicho espacio,
necesitamos introducir el concepto de equicontinuidad.

Definicién 1.1 Se dice que F C C(I;RY) es equicontinua en I si para todo
e > 0 existe un § > 0, que sélo depende de €, tal que si x1 y xo pertenecen a I y
satisfacen |x1 — x2| < J, entonces necesariamente |p(x1) — p(x2)| < € para toda
peF.

Observacién 1.2 Es inmediato ver que si F C C(I;RYN) estd constituida por
un numero finito de funciones, entonces es equicontinua en I.

Por otra parte, se deja como ejercicio comprobar que si F C CH(I;RN) es
tal que la familia de derivadas {¢' : ¢ € F} es un subconjunto acotado de
C(I;RN), entonces F es equicontinua en I.

Estamos ahora en condiciones de caracterizar los compactos de de C(I; RY).

Teorema 1.3 (Teorema de Ascoli-Arzeld) Una familia F C C(I;RY) es
un subconjunto relativamente compacto de C(I;RYN) si y sélo si F es uniforme-
mente acotada y equicontinua en I.

Demostracion.

Supongamos que F C C(I; RY) es un subconjunto relativamente com-
pacto de C(I;RY).

En tal caso, F, la clausura de F en C(I;RY), es un subconjunto compacto
y por tanto acotado en C(I;RY), con lo que en particular, como F C F,
obtenemos que F es también un subconjunto acotado de C(I;RY).

Demostremos que F es equicontinua en I, con lo que en particular también
lo serd F. Consideremos fijado ¢ > 0, y para cada ¢ € F denotemos por
B(p;¢/3) ala bola abierta en C(I;RY) de centro ¢ y radio £/3. Evidentemente
la familia {B(p;/3) : ¢ € F} constituye un recubrimiento de F por conjuntos
abiertos de C'(I;RY), con lo que, por ser F compacto, de este recubrimiento se
puede extraer un subrecubrimiento finito, es decir, existe una coleccién finita
{p1, ., o0} C F tal que



n
Fc | B(pise/3). (2)

i=1
Como {1, ..., on} es una familia finita, es equicontinua en I, y por tanto
existe un 0 > 0 tal que si z7 y xo pertenecen a I y satisfacen |z — x2| < 4,

entonces forzosamente |p;(x1) — w;(x2)| < €/3 para todo i = 1,...,n.

Sea ¢ una funcién cualquiera de F. Por (2), existe un j € {1,..,n} tal que
lo(x) — @j(x)] < €/3 para todo « € I. En consecuencia, si 1 y 22 pertenecen a

I y satisfacen |z — 22| < 4, se tiene

lp(z1) —p(z2)| < lp(m1) — i) + lpj(z1) — pj(@2)] + @) (z2) — P(22)]
< g

y por tanto F es equicontinua en I.

Supongamos ahora que F C C(I;RY) es uniformemente acotada y
equicontinua en I. Hemos de probar que F es un subconjunto relativamente
compacto de C(I;RY), y para ello basta demostrar que dada una sucesién
{pn}n>1 C F, podemos extraer de ella una sucesién convergente en C(I; RY).

Vamos a comenzar construyendo una subsucesién que converja en Q N 1,
el conjunto de todos los puntos racionales de I, usando para ello el principio
de seleccién diagonal de Cantor. Como @Q N I es numerable, podemos suponer
elegida una enumeracién del mismo,

Q N I = {rk}kzL

Por ser F uniformemente acotada en I, en particular la sucesion {¢y, (1) }n>1
estd acotada en RY, con lo que por el teorema de Bolzano-Weierstrass podemos
asegurar que existe una subsucesién

{0n tni>1 C{pntn>1  tal que {¢n, (11)}n,>1 es convergente en RY.

Observemos que los términos de la subsucesién conservan el orden relativo que
tenian en la sucesién de partida, es decir, 1; < 27 < 31 < ...

Por la misma razén que precedentemente, la sucesién {@,, (r2)}n,>1 estd
acotada en RY, con lo que existe una subsucesién

{Pns tno>1 C {Pny fnyi>1  tal que {pn,(r2)}n,>1 es convergente en RY.

Obsérvese que evidentemente {¢n, (r1)}n,>1 €s también convergente en RY, por
ser una subsucesién de una sucesiéon convergente.

De manera recurrente, se obtiene que para todo entero k > 1 existe una
subsucesién

{Qpnk+1}nk+121 C {@nk}nkzl tal que {Spnk+1(rj)}nk+121 es convergente en RN?

para todo j =1,....k, k+ 1.
Consideremos entonces la denominada sucesién diagonal, {¢y, }n,>1- Es
claro que por mantenerse el orden en cada subsucesién, n,, > n, y por tanto



{¢n,, tn,>1 es una verdadera subsucesién de {¢, }n>1, y ademds, como por cons-
truccién, para cada k > 1 se satisface que {¢n, }n, >k C {@ny fny>1, Obtenemos
que {pn, (k) }n,>1 es convergente en RV para todo entero k > 1, es decir,

existe lim ¢, (r) € RY, para todor € QnI. (3)

MNp—00

Vamos a probar ahora que la sucesién {¢,,, }n, >1 es de Cauchy en C(I;RY),
con lo que, teniendo en cuenta que este espacio es de Banach, habremos finali-
zado la prueba del teorema.

Sea ¢ > 0 fijado. Por ser F equicontinua en I, y en particular serlo la
sucesion {@p,, tn,>1, existe un 6 > 0 tal que si z1 y z2 pertenecen a I y satisfacen
|z1—2x9| < 6, entonces forzosamente |, (21)—pn, (z2)] < /3 para todo n,, > 1.

Fijado ese § > 0, como Q NI es denso en I, resulta evidente que

IcC U (r—294,r+9),

reQnI
y como [ es compacto, podemos afirmar que existe un entero ky > 1 tal que

ko
1c k=6, +9). (4)
k=1
Dado que por (3) sabemos que existe lim ¢, (r) para todo k =1, ..., ko,

concluimos que existe un entero ng > 1 tal que si n,,, m,, > ng, entonces
|on, (k) = @m,, (rk)| < e/3 paratodo k=1, ..., k..

Sea ahora x € I fijado. Por (4) podemos afirmar que existe un k € {1, ..., ko}
tal que |z — | < 6, y por tanto, si ny, my > ne,

[Pn, (@) = Pm,, (@) < en, (@) = ¢n, (rp)| + [n, (15) = @m., (r7)]
+|§0mm (TE) — Pmm, (z)|
< g

y en consecuencia, como x € I es arbitrario, hemos probado que la sucesion
{©n, }n,>1 es de Cauchy en C(I;RY). O

Observacién 1.4 Se dice que F es puntualmente acotada en I si sup |¢(x)| <
pEF
oo para cada x € I. En el teorema precedente se puede sustituir la hipdtesis de

ser F uniformemente acotada en I por la de ser puntualmente acotada en I.
En concreto, pruébese como ejercicio que si F es equicontinua y puntualmente
acotada en I, entonces es uniformemente acotada en I.

2 Soluciones aproximadas del Problema de Cauchy.
Teorema de Peano
Sean dados un abierto no vacio Q@ € R¥*1 una funcion f € C(;RY), y un

punto (zg,yo) € Q, y consideremos el Problema de Cauchy (PC) para estos
datos formulado al comienzo del tema.



Definicién 2.1 Sean I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado tal que xo € I,
y e > 0 un numero positivo. Una solucidn e-aprozimada de (PC) en I es
cualquier funcion . tal que

i) ve € C(I;RY),
ii) (z,¢@c(x)) € Q para todo x € I,

iii) existe una particion finita a = ag < a1 < ... < @y, = b de I, tal que
v. € CY([a;, air1];RY), para todo i =0,1,....,m — 1,

iv) si J C I es un intervalo tal que p. € C*(J;RY), entonces

[ol(2) = fa,pc(x))| <&, Vael ()

v) ©<(z0) = Yo-

Como vamos a ver ahora, toda solucién e-aproximada de (PC) en I satis-
face una estimacion que generaliza la igualdad obtenida el curso pasado en la
formulacién integral del problema (PC).

Lema 2.2 Sean I = [a,b] un intervalo cerrado y acotado tal que xzo € I, y
€ > 0 un numero positivo. Si . es una solucion e-aproximada de (PC) en I,
entonces

<elx —xzol, Vzel. (6)

906(‘@) — Y — /x f(S’(PS(S)) ds

Demostracion. Vamos a demostrar (6) suponiendo x > xo. El caso z < xq se
demuestra de manera andloga.

Consideremos por tanto fijado € I tal que x > xg. Por iii), podemos
afirmar que existe una particién finita g < ... < z, = x del intervalo [zg, 2],
con 1 <n < m,tal que p. € C*([x;,7;11]); RY), para todoi = 0,1,...,n—1, con
lo que en particular

Tit1

Ve(Tit1) — elz;) = / ¢.(s)ds paratodoi=0,1,...n—1,

T4

y en consecuencia, por la propiedad iv) de la definicién de solucién e-aproximada,

Tit1

pe(zis1) — o) — / F(5,02(s)) ds

Zi

/ " () — sy pe(s))) ds

i

IN

elzitr — xil, (7)

para todo ¢ =0,1,...,n — 1.
Pero

geta-so- [ 1000 s = S (ertase ot~ [ sl et as).

= Ti

y en consecuencia, por (7),

IN

n—1
13 Z |$i+1 — SL’Z“
=0

elz — xol,

o) —w— [ " f(sr0e(s) ds

0




como queriamos demostrar. [

A continuacién vamos a demostrar la existencia de soluciones e-aproximadas
de (PC) en un intervalo de centro z( suficientemente pequeno. La demostracién
va a ser constructiva, y las soluciones e-aproximadas que vamos a construir son
las denominadas poligonales de Fuler.

Lema 2.3 Sean f € C(;RY), y (wo,y0) € Q, dados. Ezisten mimeros § > 0,
M > 0, y un compacto K C §2, tales que para cada € > 0 existe una solucion
e-aproximada p. de (PC) en el intervalo Is := [xg — 6,z + J], tal que ademds,

(z,0:(x)) e K V€ ls, (8)
loe () — 0o (T)| < M|z —F| Va7 € Is. (9)
Demostracion. Como §2 es abierto y (o, yo) € €2, existe un ag > 0 tal que
K = [x9 — ag, To + ag] X B(yo;ag) C Q.

Evidentemente el “rectangulo” K es un subconjunto compacto de 2, y por ser
f continua, estd bien definido

M = max x,Y)|-
mix, [f(y)

Tomemos
§ := min{agp, ag/M}.

Fijado € > 0, vamos a construir la poligonal de Euler que va resultar ser soluciéon
g-aproximada de (PC) en el intervalo Is = [zg —, o+ ]. Para ello, observemos
que como f es uniformemente continua en el compacto K, fijado £ > 0, existe
un p > 0 tal que

(,9),(@,9) €K, [z =2 <p, ly—7l <p = |f(z,y) - f(@ 9] <e (10)
Tomemos ese p > 0, y denotemos
o :=min{p, p/M}.
Evidentemente, existe una particién finita de I, de la forma
Tg—0=0 pn <T_(p_1) <. <T_1 <o <7 < ... <Typ1 <Tp =0+,

tal que
|zit1 — x| <a Vie{-n,—(n—-1),...,n—1} (11)

Una vez fijados estos puntos, se define por recurrencia la poligonal de Euler
e (a partir de ahora, en lo que resta de demostracién, omitimos por comodidad
el subindice €) como

Yo si x = xo,
@(‘T) = Qa(xl) + (Z‘ - xl)f(xlagp(xl)> siz e (‘riaxi-‘rl]v 1= 0) 17 sy — 17
o) +(x—z_)f(x_i,p(x_y)) siz€lr_iq1),2-4),i=0,1,..,n—1

(12)



Como se puede apreciar, cuando N = 1, la funcién ¢ es una poligonal construida
a partir del punto (zg,yo0), y adoptando como pendiente en cada tramo el valor
que f tenga en el punto a partir del que se construye dicho tramo.

Vamos a comprobar en primer lugar que los puntos (x;, ¢(z;)), i € {—(n —
1),—(n —2),...,n — 1}, que se van construyendo de manera recursiva por (12),
pertenecen todos a K, con lo que en particular pertenecen todos a €2, y la
definicién (12) tiene sentido. Lo vamos a ver razonando a la derecha de zg,
siendo similar el razonamiento a la izquierda de xg.

Desde luego, (zg, ¢(z)) = (z0, yo) € K. Supongamos que (o, (o)), (z1, (1)),
ey (T4, 0(x1)), con 0 < i < n — 2, pertenecen todos a K. Vamos a probar que
entonces también (41, p(2;41)) pertenece a K. Por un lado observemos que
Tiv1 —xo < § < ag, y por otro que

lp(@it1) —yol < p(mit1) — @) + le(:) — p(zim1)| + . + |p(z1) — Yol
|f(zis p(@i)l|zivr — il + .. + [ f (0, yo)|lz1 — 2o
M(|ziv1 — x| + |z — zi—1| + ... + |21 — 20])

= M(xi41 —x0) < M < ap.

IN

En consecuencia, (x;y1,9(x;41)) € K.

Para terminar, probemos que la poligonal de Euler definida por (12) es
solucién e-aproximada de (PC) en Is. Para ello, por simplicidad, vamos a
seguir razonando a la derecha de xg.

Las propiedades i) y v) de la definicién de solucién e-aproximada de (PC')
en Is se tienen por construccién. Lo mismo sucede con la propiedad iii), ya que
en cada intervalo [z;, z;11], la derivada viene dada por ¢'(z) = f(z;, ¢(x;)), que
es un vector constante.

Teniendo en cuenta que los puntos (x;, ¢(x;)) pertenecen todos a K, y que
este conjunto es convexo, de la férmula (12) se deduce inmediatamente (8), y
en particular que ¢ satisface la propiedad ii).

Para ver que ¢ también satisface la propiedad iv), observemos que si z €
[, 2i11], entonces

(@) = [, () = flai (i) — [z, o(x).

Pero como |z —z;| <a<p,y

lo(x) — (@) = (@ — i) f (@i, p(2:))| < Ma < p,

de (10) deducimos que
¢ (@) = fl@, (@) = |f (@i, o(:)) = flz, p(x))] <e.

Finalmente, se deja como ejercicio comprobar que ¢ satisface (9). O

Estamos ahora en condiciones de demostrar el Teorema de Peano sobre exis-
tencia de solucién local del Problema de Cauchy para un sistema diferencial
ordinario de primer orden en forma explicita.

Teorema 2.4 (Teorema de Peano) Dados un abierto no vacio Q C RN*+L
una funcion f € C(;RY), y un punto (xo,y0) € Q, existe un § > 0 tal que
en el intervalo Is = [xg — 8,29 + O] existe al menos una solucién del problema
(PC).



Demostracion. Tomemos como § > 0 el del Lema 2.3, y consideremos una
sucesién de numeros €, > 0, n > 1, tal que lim ¢, = 0.

n—oo

Para cada ¢, denotemos ¢,, = ¢, la solucién €,-aproximada satisfaciendo
(8) v (9), cuya existencia estd garantizada por el Lema 2.3. Evidentemente,
obtenemos asi una sucesion {¢y, tn>1 C C(Is; RY) tal que

e {¢,}n>1 es uniformemente acotada en Is, ya que por (9) y ser ¢, (2o) = Yo,

lon ()] < lyol + M|z — 20| < |yo| + MJ, Vaels, Vn=>1,

e {¢n}n>1 €s equicontinua en Is, ya que por (8), dado ¢ > 0,sizy T
pertenecen a Is y satisfacen |x — Z| < e/M, entonces

(on(@) = (@] < Mz —7 <e, Vn> L.

En consecuencia, por el Teorema de Ascoli-Arzeld, existen una subsucesién
{Onptne>1 C {@ntn>1 vy una funcién ¢ € C(I5;RY) tales que ¢,, — ¢ en
C(I5;RY) cuando ny — oo.

Para terminar, vamos a comprobar que ¢ es solucién de (PC) en Ij.

Ya sabemos que ¢ € C(I5;RY), y como por (8) (z,¢n, (z)) € K para todo
x € Iy y todo ni > 1, obtenemos que

(x,p(z)) = lm (z,0n,(z)) e KCQ, Vzels.
Nng—00
Por este hecho, por ser f uniformemente continua en K, y por la convergencia
uniforme de ¢, a ¢ en Is, se tiene que

x

l{m f(s,0n,(8))ds = /x f(s,p(s))ds, Vaxels.

—
nE—00 foo

Por tanto, teniendo en cuenta el Lema 2.2, para todo x € I se satisface

= lim

ngx— o0

%mmlyamm@

wmmfmf/ﬂwwﬂm@

< lim e, |z — 20| =0,

T np—oo

y por tanto ¢ satisface la formulacién integral de (PC) en Is, con lo que el
teorema queda demostrado. [J

Observacion 2.5 Resulta sencillo obtener la version del teorema 2.4 en el caso
de una edo de orden n en forma explicita.

Teorema 2.6 Sean Q C R"! un abierto no vacio, g € C(Q), y (zo, Yo, Y, ...7y(()n71) €

Q dados. Entonces existe un 6 > 0 tal que en el intervalo Is = [xg — d, 2 + 0]
eziste al menos una solucion del Problema de Cauchy

{ Yy =g,y syt 1
y(20) = Y0,y (20) = Yy sy o) = 4"



Observacion 2.7 Bajo las condiciones del Teorema de Peano, no estd garan-
tizada la unicidad de solucion. Asi por ejemplo, si consideramos el caso en que
Q = R?, la funcién f viene dada por f(z,y) = y*/® para todo (z,y) € R?, y
el dato inicial es (xg,y0) = (0,0), estamos en las condiciones del Teorema de
Peano, pero dado § > 0 todas las funciones de la forma

3
(x;a) stz €[4, ),

Pap(r) = 0 six € [a, 0],

(“”‘6)3 size (8,0,

3

con —0 < a < 3 < 6§ son soluciones en [—0, 9] del correspondiente (PC').

De hecho puede demostrarse que, bajo las condiciones del Teorema de Peano,
st para un dato inicial existen mds de una solucidn del correspondiente (PC),
entonces existen infinitas. A este respecto, para mds detalles, se puede consultar
en [2] o en [3] el Teorema de Peano-Kneser.
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