Tema 2

OTROS RESULTADOS SOBRE
EL PROBLEMA DE CAUCHY

1 Ecuaciones diferenciales ordinarias implicitas.
Soluciones singulares

En esta seccién consideramos algunas cuestiones que estan fuera del marco de la
teoria general que se ha estudiado hasta ahora. Estas cuestiones estdan ligadas
a la no unicidad de soluciones y a las edo dadas en forma implicita.

a) Para empezar, consideremos el Problema de Cauchy

r_ .,2/3
PC y - y 9
( )1 { y(l‘o) = Yo,

que ya ha sido considerado en el tema 1 en el caso zg = yo = 0.

En este caso f(z,y) = y2/3 es continua en todo R2, y el Problema de Cauchy
puede plantearse en cualquier punto (xg,yo) € R?, y en particular y'(zo, yo), es
decir, f(xo,y0), estd siempre bien determinado de manera univoca.

Ahora bien, si yg # 0, el problema (PC); se encuentra en las hip6tesis del
Teorema de Picard, y por tanto el problema presenta existencia y unicidad de
solucién local; mientras que si yo = 0 sélo hay existencia de soluciones locales,
pero no unicidad.

Si se resuelve la edo y' = y?/% por métodos elementales, se obtiene como
“solucién general” la expresiéon y = (xr — ¢)3/27, y como solucién del (PC); la
funcién y = (z — zo + 3y3/3)3/27.

Obsérvese que en la “solucién general” no estd contemplada la solucién y = 0
que contiene a todos los puntos de no unicidad para (PC);. Ademds, existen
muchas otras soluciones de la edo ¥/ = 3%/ que no estén incluidas en la “solucién
general”, por ejemplo todas las funciones ¢,z de la observacién 2.7 del tema 1.

Observemos finalmente que la solucién y = 0 es la envolvente de la familia de
curvas planas definidas por la “solucién general”. Recordemos a este respecto
que dada una familia de curvas planas ®(z,y, c) = 0, se denomina envolvente de
dicha familia a una curva (si existe) tal que que por cada uno de sus puntos pasa
una curva de la familia y es tangente a ella en dicho punto. Asi por ejemplo,
las rectas de ecuacién y = 1 son envolventes de la familia de circunferencias
dada por (z — ¢)? +y? = 1; y toda circunferencia es envolvente de la familia



formada por sus rectas tangentes. Bajo condiciones suficientes de regularidad, la
envolvente de una familia de curvas planas dadas por ®(z,y,c) = 0 se encuentra
entre las soluciones de

®(z,y,c) =0,
oP

%(%%C) =0.

Volviendo sobre (PC);, sefialemos finalmente que todos los puntos de R?
tienen una propiedad de regularidad, y ésta es que en un entorno de cada punto
la determinacién de y’ a partir de (z,y) existe y es univoca, viniendo dada por
la férmula expicita que proporciona la edo y' = y2/3.

b) Consideremos ahora el Problema de Cauchy

;o y + /$2 _ yQ
(PC)2 Y T ?
y(z0) = Yo.

La edo que aparece en (PC')y es homogénea, y tiene por “solucién general”

:y_|_ /$2_y2
T

funcién real, y es continua, en el conjunto Q = {(z,y) € R? : = # 0 22—y > 0},
pero este conjunto no es abierto. Si tomamos el punto (zg,yo) en el interior de
Q, es decir, si tomamos zg # 0y #3 — y3 > 0, entonces f es C* en un entorno
de dicho punto, en el citado entorno el problema (PC)y se encuentra en las
condiciones del teorema de Picard, y tenemos garantizada existencia y unicidad
de solucién local a (PC)2 en este caso.

Por los puntos de la forma (xg,£z0) # (0,0), que no estédn en el interior
de 2, pasan las soluciones y = +x, con x # 0. En dichos puntos deja de ser
cierta la condicién de regularidad que poseian los puntos del interior de 2. Mas
exactamente, en cualquier entorno de (zg, +xg) hay puntos donde no es posible
determinar ¢’ de manera tnica (en este caso, ni siquiera determinar y’).

Las soluciones y = 4z, con  # 0, que estan formadas por puntos que no
poseen la propiedad de regularidad citada, se denominan soluciones singulares.
Puede observarse que estas soluciones singulares estan constituidas por los ter-
minales de las soluciones maximales de (PC)s definidas en el interior de .
Asimismo, se puede comprobar que dichas soluciones singulares son envolventes
de la familia y = x sen(log |Cx|)..

y = xsen(log |Cz|). La funcién f(x,y) estd bien definida como

c¢) Consideremos seguidamente el caso del Problema de Cauchy para una edo
en forma implicita,

, F(x,y,y') =0,
(PC)irmp { y(wo) = Yo,

donde por simplicidad suponemos que F € C'(0O), siendo O C R? un conjunto
abierto.

Dado un punto (z,y) € R?, diremos que dicho punto soporta la pendiente
p € R (respecto de la edo F(z,y,y") =0) si (z,y,p) € Oy F(x,y,p) =0, y en



tal caso diremos que (z,y,p) es un elemento integral de la edo. Denotaremos
por € al conjunto de todos los puntos de R? que soportan alguna pendiente, es
decir,

Q= {(x,y) € R? : existe p € R tal que (z,y,p) € Oy F(zx,y,p) = 0}.

Al conjunto € lo denominaremos el conjunto soporte para la edo F(x,y,y’) = 0.

En principio, el problema (PC);,, tiene sentido para cualquier dato inicial
(z0,y0) € 2 (obsérvese que Q) no es en general abierto). De todas formas, el
problema (PC);ym,, presenta una ambigliedad. En concreto, dado (zo,yo) € R2?,
denotemos

P(x0,y0) :={po € R: (x0,y0) soporta a py.}

Para cada py € P(xo,yo), si existe solucién de (PC);nm, satisfaciendo ademas
y'(x0) = po, obtenemos una curva solucién con pendiente py en xy. En conse-
cuencia, si se pretende obtener unicidad en (PC);y,, es necesario fijar el valor
de y'(x0), es decir, una pendiente py € P(xg,yo)-

Cuando se fija py € P(x0,yo), se pueden dar dos situaciones bien diferentes.

Dado (z0, Y0, po) € O, se dice que (xg, Yo, Po) es un elemento integral regular
(e.ir.) si F(zo,Y0,p0) = 0 y existe un o > 0 tal que existe una tnica funcién
p € C(B((xo,y0);)) satisfaciendo F(x,y,p(z,y)) = 0 para todo (x,y) €
B((xo,y0); ). En tal caso, (xg,yo) pertenece al interior de Q, y localmente
(PC)imp es equivalente al Problema de Cauchy

{ y' = p(z,y),

y(l"o) = Yo,

para el que, por el Teorema de Peano, tenemos garantizada la existencia de
solucion local.

OF
Evidentemente, si (xg, yo, po) es un elemento integral tal que 8—(1‘0, Yo,P0) #
P

0, entonces el teorema de la funcién implicita nos garantiza que (zo, yo,po) €8
un elemento integral regular. No obstante, puede ocurrir que (xg,yo,po) sea

F .
a—p(m‘o,yo,po) = 0. Asf sucede, por
ejemplo, para la edo F(z,y,y') = (v')* —4?> = 0 y la terna (0,0,0).

Diremos que (zg, Yo, po) € O es un elemento integral singular si F'(zq, yo, po) =
0 y no es un elemento integral regular.

Diremos que (g, o) € R? es un punto singular si soporta alguna pendiente
po tal que (zo,yo,po) sea un elemento integral singular. Por ejemplo, para la
edo (y')? — 2% = 0, el punto (0,0) es singular. Diremos que (z9,%) € © es un
punto regular si no es un punto singular.

Por definicién, una solucién singular de la edo F(z,y,y’) = 0 es una solucién
(I, ) tal que (z,p(z),¢’'(z)) es un elemento integral singular para todo z € I.

un elemento integral regular y sin embargo

F
Al conjunto de puntos (z,y,p) € O tales que F(z,y,p) =0y %(m, y,p) =0
/4

se le denomina variedad discriminante de la edo. Segun queda claro de la dis-
cusion precedente, los elementos integrales singulares de la edo son necesaria-
mente puntos de la variedad discriminante, pero que (zg, Yo, po) pertenezca a
dicha variedad no implica necesariamente que sea un elemento integral singular.

Obsérvese finalmente que si (zg, yo) € 98 entonces para todo py € P(xo, yo),
el punto (xo, Yo, po) es un elemento integral singular.



Como ejemplo de lo que hemos expuesto consideremos el Problema de Cauchy

x(y')? —2yy’ — 4y = 0,
(PO): { y(0) = vo.

En este caso, F(x,y,p) = xp? —2yp —4y, y el conjunto soporte §2 viene dado
por
Q= {(z,y) € R?: y? +4day > 0}.
Como se puede observar, €2 es cerrado, siendo su frontera
0N ={(x,0): x e R}U{(x,—4x): =z € R}.

Por otra parte, resulta facil ver que la variedad discriminante en este caso
viene dada por el subconjunto D de R3 dado por

D ={(2,0,0): z € R}U{(0,0,p): pe R}U{(x, —4z,—-4): = € R}.

Asi pues, los puntos del interior de €2 son regulares, y los puntos de la forma
(2,0) y (z,—4x) son singulares, ya que pertenecen a la frontera de Q. Por otra
parte, las funciones ;(x) = 0 y ¢2(z) = —4x son soluciones de la edo, como
se comprueba de inmediato, y en consecuencia, de acuerdo con lo que precede,
son soluciones singulares de la edo z(y')? — 2yy’ — 4y = 0.

Vamos a estudiar méas explicitamente lo que sucede en este ejemplo. Si se
despeja 3’ en la edo, se obtiene
F_YEVY +day
Yy = - .
integrando esta ecuaciéon homogénea, es sencillo ver que que la familia de fun-
ciones

(x —c)?
y=""L cer\{oh (1)
es solucién general de nuestra edo de partida.
Si (zo,yo) pertenece al interior de €2, y es por tanto un punto regular, se
pueden presentar dos casos. O bien xy # 0, y entonces pasan por dicho punto
dos soluciones de la familia (1) correspondientes a los valores de ¢ dados por

. 2x0 + Yo = /yo(yo + 4o)
— 5 7

o bien xy = 0, en cuyo caso pasa por (0,yg) una Unica solucién de la familia (1),
correspondiente al valor de ¢ dado por ¢ = yj.

Por los puntos singulares, es decir por los de la frontera de €2, pasan, como
ya se ha dicho, las soluciones singulares p(z) = 0 y ¢(x) = —4z, que como
se comprueba facilmente resultan ser envolventes de la familia de pardbolas
definidas por (1). En consecuencia, por los puntos singulares pasan de hecho
infinitas soluciones. Asi por ejemplo, por uno de la forma (xg,0) con z¢ > 0
pasan todas las soluciones de la forma y = ¢, 3(x), siendo

@ six € (—o0,a),
Yap(z) = 0 stz € o, 0],
2
@ i @ € (8, +00),

con 0 < a<zy<f<4oo.



d) Terminamos esta seccién con algunas consideraciones sobre resolucién ele-
mental de las edo en forma implicita, y muy particularmente de las ecuaciones
denominadas de Lagrange y de Clairaut.

Evidentemente, si en la edo F(z,y,y') = 0 es posible despejar de una o
varias maneras 7, se hace y se intenta resolver la o las edos en forma explicita
que se obtengan. Si ello no es posible, existen algunos casos en que es posible
efectuar algunas manipulaciones para resolver la edo implicita.

e Si F' no depende de z, y se puede despejar y, obteniéndose una edo de la
forma y = p(y').
En este caso, se toma y' = p, con lo que y = ¢(p). Por otra parte, de
dy

T p podemos despejar, obteniendo
T

d
dw = 2. (2)
p
Ahora bien, de y = ¢(p), se tiene dy = ¢'(p)dp, y llevando esta expresién
a (2) obtenemos
'"(p)d
de = PPV
p
y en consecuencia se tiene, al menos desde un punto de vista tedrico, la
expresion en paramétricas de una familia de curvas solucién de la edo:

/
d
m:c+/so(p)pdp7
p

y = ¢(p).

. . . , ’
Como ejercicio, resuélvase la edo y — (y')%e¥ = 0.

e Si F' no depende de y, y se puede despejar z, obteniéndose una edo de la
forma z = ¢(y').

Este caso es similar al anterior. Se toma y’ = p, con lo que = ¢(p). Por

d
otra parte, de d—y = p podemos despejar, obteniendo
x

dy = pdzx. (3)

Ahora bien, de x = ¢(p), se tiene dx = ¢'(p)dp, y llevando esta expresién
a (2) obtenemos

dy = p¢'(p)dp,

y en consecuencia se tiene, nuevamente desde un punto de vista tedrico,
la expresion en paramétricas de una familia de curvas solucién de la edo:

x = o(p),
y=c+ /W’(p)dp-

Como ejercicio, resuélvase la edo x = 3y’ + seny/’.



e Las ecuaciones de Lagrange y de Clairaut

Son dos edos de interés histérico, que aparecen en problemas de origen
geométrico. La edo de Lagrange es de la forma

y=zpy) + ),

y la edo de Clairaut, que es un caso particular de la de Lagrange, es de la
forma

y=azy +0(y).

De manera general, para resolver la edo de Lagrange se toma nuevamente
y' = p, con lo

y = zp(p) + ¥ (p)- (4)

Por otra parte, de y’ = p tenemos dy = pdx, con lo que de (4) se obtiene

pdz = p(p)dz + ¢’ (p)dp + ¥’ (p)dp,

y de aqui

d / /

de ') . W)

dp  p—e(p)  p—e)
Esta ultima es una edo lineal de primer orden en la incégnita x, que
resuelta produce una solucién general

x = ®(p,c). (5)

De las igualdades (4) y (5) es obtiene esta vez la expresién en paramétricas
de una familia de curvas solucién de la edo de Lagrange. Ademas de estas
curvas, conviene prestar atencion, y analizar por separado, a los valores
po € R para los que pg — ¢(po) = 0.

Por ejemplo, para la edo

1
_ N2

si se sigue el procedimiento descrito, se obtiene

d,
pdx = dy = p*dx + 2pxdp + p—lz),

es decir,

dp
(p— pz)da? = 2pxdp + p—2 (6)

Si miramos a los valores que anulan p — p?, obtenemos p = 0y p = 1.
Para p = 0 tenemos 3’ = 0, que no vale como solucién. En cambio, para
p = 1 tenemos y' = 1, que proporciona y = x + ¢, y si sustituimos esta



expresion en nuestra edo, obtenemos x + ¢ =z — 1, y por tanto la funcién
y =« — 1 es una solucién de la edo. El resto se obtienen integrando (6),
es decir, resolviendo la edo lineal

dx 2p n 1
ar. _ . 7
dp  p—p*  p2(p—p?)

que tiene por solucién general (hdgase como ejercicio)

B ep?> +2p—1

2P (1-p?)]
con lo que obtenemos finalmente la expresién en paramétricas de una
familia de curvas solucién de nuestra edo, dada por

7cp2+2p71

21 -p?)]

CepP+2p—1 1
21-p%) p

En el caso particular de la edo de Clairaut, siguiendo el procedimiento
antes descrito, obtenemos

y =xp+Y(p), (7)

pdx = pdz + xdp + ' (p)dp,

es decir,
(z +¢'(p))dp = 0.

Si se toma dp = 0 en esta tultima ecuacién, se obtiene p = ¢, es decir,
y = cx +b, que sustituida en la edo de Clairaut nos da cx +b = cz + 1 (c),
con lo que

y=cr+v(c), ceR

constituye una familia de rectas soluciones de la edo de Clairaut.

Por otra parte, otras posible soluciones se obtienen eliminando p en el

sistema
z+9'(p) =0,
y = xp+(p).

Como un ejemplo de aplicacién, se propone como ejercicio que se estudie
el problema de encontrar una curva del plano que no sea una recta, tal
que la tangente a la curva en cada punto de la misma forme con los ejes
de coordenadas cartesianas un tridngulo de area constante igual a 2.



2 Soluciones analiticas. Método de la mayorante

Para nosotros, toda solucién del Problema de Cauchy para un SDO es por
definicién una funcién de clase C' en su intervalo de definicién. También sabe-
mos (ver la asignatura Fcuaciones Diferenciales Ordinarias) que si f es una
funcién maés regular, entonces la solucién del Problema de Cauchy aumenta en
una unidad la regularidad de f. Mas exactamente, sabemos que se satisface el
resultado siguiente:

Teorema 2.1 Sean @ C RN*! abierto y f € C™(Q;RY) con m > 1. En tal
caso, para todo (xo,yo) € N la solucion mazimal p(-; xo,Y0) del correspondiente
Problema de Cauchy satisface

o(-320,90) € C"H(I(wo, yo); RY).

En consecuencia, si f es C° entonces las soluciones del correspondiente
Problema de Cauchy seran C°*° también. Cabe preguntarse qué sucede si f es
analitica. Para responder a esta pregunta, necesitamos primero algunas conside-
raciones sobre funciones analiticas de varias variables ( para las demostraciones
ver [1]).

Denotemos por Z, al conjunto de los ntimeros enteros mayores o igual a
cero.

Partimos de las dos consideraciones siguientes:

a) Si {cptn>0 es una sucesién de ntmeros reales tal que la serie que define
oo
sea absolutamente convergente, es decir tal que E |en| < oo, entonces la

n=0
suma de la serie no varia si se efectia una permutacion cualquiera de los

subindices, es decir,
(oo} oo
>_en =2 leml;
n=0 n=0

para toda biyeccién j : Zy «— Z.

b) El producto cartesiano Z’j_ de Z consigo mismo un numero finito £ > 1
de veces es un conjunto numerable, y por tanto existe una biyeccién

Ji 28— 7y
Teniendo en cuenta a) y b), tiene sentido la nocién que sigue.

Definicién 2.2 Sea {cpop,..on Fpopr . pn)e
o0
Diremos que la serie g Cpop1...pn €5 absolutamente convergente si lo es

zN+1 una coleccion de nimeros reales.
+

P0,P15---,PN=0

oo
la serie E Cret (ny Y €N tal caso, se define
n=0

o0 o0
E Cpop1..pN = E :CJg,frl(n)' (8)
P0sP15---PN=0 n=0



Podemos ahora definir el concepto de funcién analitica de varias variables.

Definicién 2.3 Sean Q € RN un conjunto abierto y f : Q — R dada. Di-
remos que f es analitica en un punto (xo,yo0) € Q si existe un p > 0 y una

coleccion de numeros reales {apopl,,,pN}(popl.upN)erH tales que

o0

(i) laserie > apgpr.py (@ = 20)" (Y1 — Yo, )" - (yn — yox )PV €5 ab-
P0,P1;--,PN=0
solutamente convergente para todo (z,y) € RNTL tal que |v — 20| < p y

ly — yol < p;

(ii) i (x,y) € RN*L es tal que |x — xo| < p y |y — yo| < p, entonces forzosa-
mente (x,y) € Q, satisfaciéndose

o

f(xvy) = Z Apopy...pN (x_xo)po (yl — Yo, )pl"'(yN _yoN)pN' (9)

P0,P15---,PN=0

En el caso de una funcién con valores en RM | diremos que es analitica en
(20,Y0) st lo es cada una de de las componentes de dicha funcion.

De manera general, diremos que f : Q — RM es analitica en Q, si lo es en
cada punto de dicho conjunto.

De manera similar al caso de una variable, se satisface que si f es analitica
en un punto (xg,y0) € €, entonces f es de clase C™ en el conjunto de los
puntos tales que |z — zo| < py |y — yo| < p, y cualquier derivada parcial de f se
obtiene derivando término a término los elementos de la serie. En particular, los
coeficientes app,..py €n (9) estdn univocamente determinados por f, viniendo
dados por

opotpit...tpN
dzPody* ..OYRY

Resefiemos también dos propiedades de las funciones analiticas de las que
haremos uso.

(xﬂayO) :po!p1!~~pN!ap0p1...pN~ (10)

e Si f y g son dos funciones reales definidas sobre €2, y ambas son analiticas
en un punto (zg,yo) € €, entonces la funcién producto fg es también
analitica en el punto (zo,y0) € €, y su desarrollo en serie se obtiene
multiplicando término a término los elementos de los desarrollos en serie

de fyg.

o (teorema de sustitucién) Si f : © — R es analitica en (zo,y0) € Q y
Y1 (vg—e,z0+€) — RY es una funcién analitica en xq tal que 1 (zo) = yo,
entonces la funcién compuesta f(z,1(z)) es analitica en (zg, yo).

Podemos ahora demostrar el resultado siguiente.

Teorema 2.4 Sean Q C RNT! un conjunto abierto, y f € C(Q; RN)NLipjoc(y, Q)
una funcion analitica en un punto (xg,yo) € Q. En estas condiciones la solucidén
mazimal ¢(+; 20, yo) del correspondiente Problema de Cauchy es analitica en xg.



Demostracion. Vamos a suponer, sin pérdida de generalidad que (zg,yo) =
(0,0). Asimismo, por simplicidad de notacién, vamos a efectuar la demostracién
suponiendo que N = 1.

Con estas hipétesis simplificadoras, estamos por tanto suponiendo que (0,0) €
Q) C R? y existe un p > 0 tal que si |z| < p y |y| < p, entonces (z,y) € Ly se
satisfacen

D apops |27y < oo, (11)

po,p1=0
o0
f(xvy) = Z apoplzpoypla (12)
po,p1=0
siendo ey
0 1

Qo = —— 0 (0,0), (13)

po'p1! OzPodypr

Para demostrar el teorema, hemos de probar que si denotamos p(z) =
©(x;0,0), existe un r > 0 tal que (—r,7) C 1(0,0), y se satisfacen

> lenllz[" <00 Va e (—rr), (14)
n=0
o(z) = chx" Yz e (—rr), (15)
n=0
siendo 10
¥
= — . 16
“n n! daxm 0) (16)

Ahora bien, como ¢'(z) = f(z,p(x)) para todo x € I(0,0), de (16) resulta
evidente que

1d" f(x, ()

=¢0)=0 "y e = n! dxn—1

Escribiendo de manera més explicita (17), se tiene:

co=0,  c1=f(0,9(0)) = f(0,0) = ao,

1 df(z,¢(2))

2' d.’,E x=0
1 af of ’
= 3 [Z00+ % 0.000)]

1
= g(aw + ap1a00),

donde en la ultima igualdad se ha usado que ¢’(0) = ¢;.
Anélogamente,

10



o — L Pf( ()
3 o 3 dl’2 x=0
- s { L+ Levap}]
_ Sl [g 97 0,0) +2a(9 gy (0,0)¢'(0) + %(0 0)(¢'(0))* + %(an)wﬁ(o)
1
3

a [2lago + 2a11a00 + 2lag2ady + ao1(a10 + ao1aoo)]

donde en la tltima igualdad se ha usado que ¢”(0) = 2le,.

Procediendo de manera reiterada, resulta facil ver que los coeficientes ¢,
estan determinados de manera univoca mediante expresiones polinémicas de las
variables app, s

=0, y cp= Qn(apopl;pO +p1 < ’I’L), Vn > 1. (18)

siendo los coeficientes de los polinomios ),, no negativos e independientes de la
funcién f.
Supongamos que existe un r; > 0 tal que

oo

Z len]z]™ < oo Va e (—ry,r). (19)
n=0

En tal caso, podemos definir una funcién v : (—ry,71) — R por

oo
= chx" Va e (—ry,r).
n=0

La funcién ¢ € C*°(—ry,r1), siendo

d"y Ld" ' f(x,p(z)) d"p
= = = — | [ G SR N —
w(o) €o O SO(O) dx” ( ) n:Cp n' dxnfl —0 dx” (O)
para todo n > 1, con lo que
d"y L d" ! f(z, ()
= _ 7 > 1.
dx"( )= n! dxn—1 0 Vnz1 (20)

Teniendo en cuenta que por construccién 1, y por tanto su derivada ¢’ y la
funcién f(z,1(x)), son analiticas en zp = 0, de (20) obtenemos que existe un
r € (0,7r] tal que (—r,r) C I(0,0) y ¥'(z) = f(z,9(x)) para todo = € (—r,r).
Como (0) = 0, por la unicidad de solucién al Problema de Cauchy podemos
afirmar que ¥ (z) = ¢(z) para todo x € (—r,7), y en consecuencia ¢ es analitica
en g = 0.

Asi pues, para acabar de demostrar el teorema, nos queda probar que existe
un r; > 0 para el que se satisface (19). Esto lo vamos a comprobar usando el
denominado método de la mayorante de Cauchy.
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Se denomina mayorante de f en el punto (0, 0) a cualquier funcién F : Qp —

R, donde € es un entorno abierto del punto (0,0), que sea analitica en (0,0) y
satisfaga

Opotp1 opotp1 |

’ / Y (po,p1) € Zi (21)

OxPo QyP1 ©, 0)’ < OxPo QyP1 (0,0)

Sea F' una mayorante de f en el punto (0,0), y consideremos el Problema
de Cauchy (que se denomina mayorante del (PC) de partida)

!
y'=F(z,y)
PC),
(PC) { y(0) = 0.
Supongamos que (PC), posee una solucién ® que es analitica en o = 0. En
tal caso, podemos afirmar que existe un r; > 0 tal que (—ry,71) estd contenido
en el intervalo de definicién de @, y se satisfacen

Z |Crllz]® <00 Va e (—r,r), (22)
n=0
O(x) = Z Cpa™ Yz € (—ri,r), (23)
n=0
siendo 1 &d
=222, 24
C n! dz" (0) (24)

Pero en tal caso, tengamos en cuenta que por (18) y la independencia de los
polinomios @,, de f, también Cy =0y

Cn:Qn(Apopl;pO +p1 <n)a Vnz 17

siendo los coeficientes de @), no negativos, donde hemos denotado A, ,, =
opotri

W(O’ 0). En consecuencia, por (18) y (21) resulta evidente que Cp, > 0y
zPo JyP1

len| < Cn V>0,

y en tal caso, de (22) se obtiene (19).

Para terminar, lo que hemos de hacer es hallar una mayorante de f en (0, 0)
tal que la solucién del correspondiente (PC), sea analitica en xg = 0. Para ello,
observemos que por (11), si tomamos A = p/2, podemos afirmar que existe una
constante M > 1 tal que

|ap0p1‘)‘po+pl S M v(p()apl) € Zi:

y en consecuencia

Opotp1 f
axpo 8yp1

(070)’ = po!P1!|apop, | < Mpolp! A= 4P (pg, pr) € Z2. (25)

Consideremos la funcion
M

F(z,y) = T
R I

Vx| <\ Yyl < A

12



Es bien conocido que F) es analitica en (0,0), con desarrollo

Fa(m,y) = Y MM Worpgroypt izl < A\ V]y| < A,

Po,p1=0

y en consecuencia, por (25), F es mayorante de f en (0,0).
Resolvamos el Problema de Cauchy

(PC)A{ y/y:(()l;)\:(%.y)

Para ello, suponiendo |z| < A, vemos que la edo 3y’ = F)(x,y) se escribe

i
A

e integrando obtenemos como solucién general

%(1—%)2:M)\10g (1—%) i)

con C' constante arbitraria. \
Si exigimos que y(0) = 0, obtenemos C' = —, con lo que la expresién que

define implicitamente la solucién ®y de (PC)y es
(1 9)2 = 2Mlog (1-5) +1
PV A VA

y por tanto, despejando y teniendo nuevamente en cuenta que ha de ser y(0) = 0,

obtenemos
T
Oy () = A (1 - \/2Mlog (1 - X) + 1> .

Para comprobar que la funcién ®) asi definida es analitica en xg = 0, al ser
composicién de funciones analiticas, basta con ver que existe un entorno abierto
del 0 formado por puntos x tales que

|z <Ay ’2M10g(1—§)‘ <1,
par de relaciones que es equivalente, como se ve facilmente, a
lz] <Ay )\(l—eﬁ><x<)\(1—efz+w>. (26)
Teniendo en cuenta que M > 1, es sencillo comprobar que (26) equivale a
A(l—eﬁ)<x<)\(1—e*ﬁ), (27)
relacién que evidentemente define un entorno abierto del 0. O

Observacion 2.5 FEl teorema 2.4 se puede extender sin dificultad al caso de
una edo de orden n > 1.
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Como un ejemplo simple, consideremos el Problema de Cauchy

y' =y +2y,
y(0) =0, ¢'(0)=1.

De este problema sabemos que posee una tnica solucién (), y que ésta es
analitica en xg = 0. Vamos a encontrarla procediendo por desarrollo en serie.
Para ello, pongamos

oo
o(z) = Z cnx™.
n=0
Para identificar los ¢,, observemos que las condiciones iniciales implican
co=¢0)=0, ca=¢(0)=1

Por otra parte, teniendo en cuenta que

(o)
o' (z) = Z nepx™
n=1

y
" (z) = Z n(n —1)c,2" 2% = Z(n +2)(n+ 1)cpi22™,
n=2 n=0

sustituyendo en la edo 4" = xy’+2y, y teniendo en cuenta que ¢y = 0, obtenemos

Z(n +2)(n+ 1)cpqoz™ = Z(n + 2)epa”,
n=0 n=0

e identificando coeficientes, la relacién recursiva que define los ¢, ;

1
Cn4+2 = mcn vn > 0. (28)
Como ¢y = 0, de (28) obtenemos que ¢z, = 0 para todo k > 0. Mientras que
la relacién

1
Cokt1 = 5 C2k—1 VE>1

lleva a
1

T Bk —1))..2

que junto a ¢; = 1 nos da

C1 VkZl,

1
Cok+1 = BYIAl Vk>0.

En consecuencia, la solucion es
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