Tema 3

COMPLEMENTOS SOBRE
PROBLEMAS DE CONTORNO
PARA EDO LINEALES

1 Problemas de contorno lineales. Teorema de
alternativa

En todo el tema suponemos fijado un intervalo cerrado I = [a, ] C R. Un
problema de contorno lineal en el intervalo I es un problema de la forma

y = A(e)y +b(x) en I,
(P C"){ By(a) + Cy(B) = h,

con A€ C(I;LRN)), be C(I;RY), B,C € LIRY) y h € RV dados.

Definicién 1.1 Una solucién de (PCo) es cualquier funcion ¢ € CH(I;RY),
tal que

o ' (z) = A(x)p(x) + b(x) para todo x € I,
e Bola)+Colf) = h.

Se denomina problema de contorno homogéneo asociado a (PCo) al proble-
ma

y = A(z)y enl,
(PCoo { By(a) + Cy(B) = 0.

Evidentemente, (PCo0)q tiene siempre por solucién la funcién ¢ = 0, que
denominaremos la solucién trivial de (PC0)g, pero puede tener de hecho infinitas
soluciones.

Proposicién 1.2 El conjunto Vi de todas las soluciones de (PCo)g es un subes-
pacio vectorial de C*(I;RYN), de dimension menor o igual que N, y mds exac-
tamente, si F' es una matriz fundamental en I del sdo y' = A(z)y, entonces

dim Vy = N — rango (BF(a) + CF(f3)). (1)



Demostracion. Denotemos por V' al espacio vectorial de todas las soluciones
en I del sdoy’ = A(x)y. Sabemos que V es un subespacio vectorial de C*(I; RY),
de dimension igual a N, y resulta inmediato comprobar que V| es un subespacio
vectorial de V.

Ademds, si F' es una matriz fundamental en I del sdo 3y’ = A(z)y, sabemos
que V ={p=Fa: a€ R}, conlo que es sencillo ver que

Vo={p=Fa: acRY, BF(a)a+ CF(f)a =0},

es decir

Vo={¢=Fa: a€ker (BF(a)+CF(())}.

En consecuencia, teniendo en cuenta que las columnas de F' constituyen una
base de V', y por tanto son linealmente independientes, obtenemos

dim Vy = dimker(BF () + CF(3)) = N — rango (BF(«) + CF(3)),
como queriamos. [J

Observacion 1.3 Observemos que como consecuencia de la proposicion prece-
dente,

o ¢l rango de BF (a)+ CF(f) es independiente de la matriz fundamental en
I del sdo y' = A(x)y que se elija;

e (PCo)g tiene por unica solucion la trivial, es decir, Vy = {0} si y sdlo si
rango (BF (a) + CF(8)) = N.

A diferencia del problema homogéneo, (PCo) puede no tener solucién. En
concreto, se tiene el resultado siguiente.

Teorema 1.4 Para el problema (PCo) se satisfacen las tres afirmaciones sigui-
entes:

a) (PCo) posee solucion si y sdlo si

rango (BF (o) + CF(5)) (2)
B
= rango (BF(a)+ CF(B); h— CF(pB) / F~1(s)b(s) ds),

[e3

donde F es una matriz fundamental en I del sdo y' = A(x)y;

b) si (PCo)g tiene por tunica solucion la trivial, entonces para cada b €
C(L;RY) y h € RN dados eziste una y sélo una solucién de (PCo);

¢) si (PCo)g tiene soluciones distintas de la trivial, entonces para un par
be C(I;RY) y h € RN dados el problema (PCo) puede tener o no tener
solucion, pero si tiene una, entonces tiene infinitas.

Demostracion. Sea F una matriz fundamental en I del sdo 3y’ = A(z)y.
a) Sabemos que la solucién general del sdo y' = A(x)y + b(z) viene dada por

x

o(z) = F(x)a + F(x)/ F~1(s)b(s)ds, acRY,

[e3



y por tanto (PCo) posee solucién si y sélo si existe un vector a € RY, tal que

B
(BF(a)+ CF(8))a=h—CF(p) / F~1(5)b(s) ds. (3)
Basta aplicar el teorema de Rouché-Frobenius al sistema de ecuaciones li-
neales (3), para concluir que (PCo) posee solucién si y sélo si se satisface (2).

b) Si (PCo)y tiene por tnica solucién la trivial, entonces la dimensién de
Vo es = 0, y por (1) tenemos que el rango de BF(a) + CF(f) es igual a N,
con lo que basta aplicar nuevamente el teorema de Rouché-Frobenius al sistema,
de ecuaciones lineales (3), para obtener que para cada b € C(I;RY) y h € RN
dados existe una y sélo una solucién de (PCo).

c) Si (PCo)y tiene soluciones distintas de la trivial, entonces razonado como
en b) obtenemos que el rango de BF (a) + CF () es estrictamente menor que
N, y nuevamente por el teorema de Rouché-Frobenius aplicado al sistema de
ecuaciones lineales (3), podemos afirmar que para un par b € C(I; RN) yheRN
dados, si el problema (PCo) tiene solucién, entonces tiene infinitas. [

Ejercicio.- Como ejemplo, consideremos el problema de contorno

y' = (;x ?) y+ (;) en [0,1],
(1 D)o} )=

Se pide encontrar los vectores h € R? para los que (PCo), posee solucién, y
calcular las soluciones cuando h tiene la primera componente h; = 0.

(PCo),

2 El operador de Green. Nucleo de Green

Con las notaciones e hipétesis de la seccién precedente, supongamos que se
satisface ademds la condicién

(H) Vp = {0}, es decir, la tnica solucién de (PCo)g es la trivial.

En tal caso, para cada b € C(I;RY) dada existe una y sélo una solucién del

problema
y = A(z)y+b(z) enl,
Peon{ ¥ e e =

Denotemos
X :={p e CYL;RY) : By(a)+ Cp(B) = 0}.

Resulta inmediato comprobar que X es un subespacio vectorial de C1(I;RY).
Sobre X consideramos la norma

— Z 7 /
el = rgg;clsﬂ(x)\ + r;lg;(lw (z)].



Es sencillo comprobar (hdgase como ejercicio) que || - ||; efectivamente define
una norma sobre X, y que de hecho X dotado de esta norma es un espacio de
Banach.

Definicién 2.1 Supongamos que se satisface (H). Se denomina operador de
Green asociado al problema (PCo)1 a la aplicacion

G:be C(LRY) = ¢, € X,
donde por ¢y denotamos a la correspondiente solucion de (PCo);.
Para el operador de Green se tiene el resultado siguiente.

Proposicién 2.2 Supongamos que se satisface (H). El operador de Green G
es una aplicacion lineal y biyectiva de C(I;RYN) sobre X, tal que la aplicacion
inversa G~ es lineal y continua de X sobre C(I;RY).

Demostracion. Es inmediato ver que G es lineal. Por otra parte, el caracter
inyectivo de este operador es consecuencia facil de (H).

Dada ¢ € X, la funcién b, := ¢’ — A(z)p pertenece a C(I;RY), y es claro
que Gb, = ¢, con lo que el operador G es suprayectivo.

Finalmente, G~ es lineal por serlo G, v teniendo en cuenta que

Glo=b,=¢ —Ax)p VyeX,

obtenemos
167 el < mix (L 4@ e ) el Vo € X.

y por tanto, al ser lineal, G~' es continua. [

A continuacién vamos a obtener un resultado que, en particular, nos va a
indicar que también G es un operador continuo de C(I; RY) sobre X (este hecho
en realidad es una consecuencia inmediata de la proposicién 2.2 y del Teorema
del inverso de Banach, que serd estudiado en la asignatura troncal Andlisis
Funcional de cuarto curso).

Definicién 2.3 Sea F una matriz fundamental en I del sdo y' = A(z)y, y
denotemos

J(s) := —(BF(a)+ CF(B))"'CF(B)F~(s) Vse€[a,pf]

Se define la funcion de Green (también denominado nicleo de Green) aso-
ciada al problema (PCo)1, como la aplicacion G : I x I — L(RN) dada por

Glas) = F(z)J(s) sia<z<s<p,
’ F(x)(J(s)+ F71(s)) sia<s<x<p.

Se observa que G estd bien definida, y es continua salvo en los puntos en
que r = s. Adem4s, teniendo en cuenta que si F' es otra matriz fundamental en
I del sdo y' = A(x)y, entonces existe una matriz D € L(R") con determinante
no nulo, tal que F = FD, es sencillo comprobar (hdgase como ejercicio) que
la funcién de Green G es independiente de la matriz fundamental en I del sdo
y' = A(z)y que se tome.

Se tiene el siguiente resultado que justifica que también se denomine a G

nucleo de Green.



Teorema 2.4 Supongamos que se satisface (H), y sea G la funcidn de Green
asociada al problema (PCo);. Entonces para toda funcion b € C(I;RY) se
satisface,

B
(Gb)(x) = / G(z,s)b(s)ds Vzel. (4)
Demostracion. Sea b € C(I;RYV) fijada, y denotemos
B
o(x) :/ G(z,s)b(s)ds Vaxel.
Teniendo en cuenta que para x € I fijado la funcién G(z, s)b(s) es continua en

I salvo en el punto s = x, es inmediato que ¢ estd bien definida, y de hecho
para todo x € I se satisface

o(x)

x B
/ G(x7s)b(s)ds+/ G(z,s)b(s) ds
F(x) /w(J(s)—i—F*l(s))b(s)ds—l—F(x)/ J(s)b(s) ds,

con lo que es claro que ¢ € C1(I;RY), con derivada

) = P [ 6+ F M b+ F) [ a6 ds
+F(x)(J(x) + Fﬁl(:c))b(x) — F(x)J(x)b(x)
= A@FG@) [+ FEM b+ AFE) [ I ds + )
= A(z)p(z)+b(z) paratodox € I.

Ademas, teniendo en cuenta la definicién de J(s),
B B
Bo(a) + Cp(B8) = BF(a) / J(s)b(s)ds + CF(B) / (J(s) + F~*(s))b(s)ds

B ’ B
= (BF(a)—FCF(ﬁ))/ J(s)b(s)ds—l—/ CF(B)F~(s)b(s)ds
= 0.

Por tanto (4) queda demostrada. O
La demostracion del siguiente resultado es una consecuencia sencilla del teo-
rema precedente, y queda como ejercicio.

Corolario 2.5 G es un operador continuo de C(I;RYN) sobre X.

3 El problema de contorno para una edo lineal
de segundo orden

Consideremos el problema de contorno
{ (p(2)y') + a(z)y =b(z) enl,

cry(e) + diy' (o) = 0, ()
c2y(B) + d2y'(8) = 0,



donde p € C(I) tal que p(z) > 0 para todo z € I, ¢,b € C(I) y ¢;,d; € R,
i =1,2, estan dados, y se supone ademads que

G4+d#£0, i=1,2. (6)
Una solucién de (5) es cualquier funcién ¢ € C%(I) tal que

(p(2)¢'(2))" + q(z)p(z) = b(z) Vael,

y satisfaga las dos condiciones de contorno, es decir,

cap(a) +dig’(a) =0 y cop(B) +day'(B) = 0.

Observacién 3.1 Toda edo lineal de sequndo orden de la forma y" = ay(x)y' +
az(z)y + as(xz), con las a; € C(I), i = 1,2,3, puede ser transformada en
una de la forma (p(x)y’'(z)) + q(z)p(x) = b(z), forma que se denomina au-
toadjunta. Basta para ello multiplicar la edo de partida por e=*1(*) siendo
Ai(x) := [ ay(s)ds para todo x € I (compruébese como ejercicio).

Se denomina problema de contorno homogéneo asociado al problema (5)
al que se obtiene tomando b = 0 en este ultimo. Evidentemente, la funcién
idénticamente nula en I es solucion del problema de contorno homogéneo aso-
ciado al problema (5). A partir de ahora suponemos que la tnica solucién
del problema de contorno homogéneo asociado al problema 5) es la funcién
idénticamente nula en I.

El problema (5) puede ser analizado escribiéndolo como un problema de
contorno para un sdo lineal en dimensiéon N = 2, y aplicandole los resultados de
las secciones precedentes. No obstante, en vez de hacer eso, vamos a proceder
a un andlisis directo de (5), sacando provecho de la forma especial de la edo
presente en el problema.

Proposicién 3.2 Supongamos (6) y que la inica solucidn del problema de con-
torno homogéneo asociado al problema (5) es la funcidn idénticamente nula en I.
En estas condiciones, existen dos soluciones o1 y @o de la edo (p(z)y’) +q(x)y =
0 en I, tales que

i) crpi(a) +digi(a) =0,
ii) cap2(B) + d2p(8) =0,
iii) p(x)(p1(2)ph(z) — @i (x)pa(z) =1 Va el
Demostracion. Si dy # 0, sea 11 la solucién del Problema de Cauchy
(pla)04) +a(a)is =0 en.
Yi(e) =1, Yi(a) = —c1/dy.
Si dy =0, sea 11 la solucién del Problema de Cauchy
(p@)¥1) +q(@)Y1 =0 enl,
Y1(a) =0, ¥i(a) =

De esta manera, en ambos casos obtenemos una solucién 1; de la edo
(p(x)y") + q(x)y = 0 en I, que satisface i)



Razonando de manera similar, cambiando ¢; por ca, di por do v « por (3, se
obtiene una solucién 15 de la edo (p(x)y’) + q(x)y = 0 en I, que satisface ii).
Observemos que para todo x € I,

L bl (a (#0h(2) — Y4 () a(o))]

= (p(@)¥5(2) Y1 (x) + pla)Ps(x)vy () — (p(2)Y1 () Ya(@) — () ()5 (2)
—q(x)2(2)¢1(z) + q(2)Y1(2)h2(z)
= 0,

y por tanto existe r € R tal que

p(a) (1 (2 () — ¥ (2)iha(x)) =7 Ve el (7)

Téngase en cuenta que p(x) > 0 en todo z € I, y si para algin = € I se
anulase la expresion 1 (z))(z) —] (x)2(x) entonces, por ser ambas soluciones
de la edo lineal de segundo orden (p(z)y')’ + g¢(z)y = 0 en I, la funcién v, serfa
un multiplo de v, y por tanto 5 seria una solucién no nula del problema
de contorno homogéneo asociado al problema (5), en contra de la hipfesis de
partida.

En consecuencia, r # 0, y teniendo en cuenta la construccién de las v; y (7),
basta tomar ¢ = ¥1 y @9 = 19 /r para obtener i), ii) y iii). O

Observacién 3.3 Obsérvese que el par {p1,p2} de la proposicion precedente
constituye un sistema fundamental de soluciones de la edo (p(z)y') +q(z)y =0
en 1.

Podemos ahora construir el nicleo de Green para el problema (5).

Teorema 3.4 Supongamos las hipotesis de la Proposicion 3.2, y sean ©1 Y @2

funciones satisfaciendo las condiciones de dicha Proposicion. Consideremos la

funcion g : I x I — R, que denominaremos nicleo de Green para el problema
(5), definida por

M%@{muwx@ siae<s<p,

v1(8)pa(zr) sia<s<x<p.

Entonces, para cada b € C(I), existe una y sélo una solucion py, de (5), que
viene dada por

B
wp(x) :/ g(z,s)b(s)ds Vxel. (8)

Demostracion. Seab € C(I) fijada. La unicidad de solucién de (5) es consecuen-
cia evidente de que estamos suponiendo que el problema homogéneo asociado
tan sélo posee la solucién idénticamente nula.

Sea @y la funcién definida por (8). Evidentemente,

€T

B
wp(x) = wg(x)/ ©1(8)b(s) ds + 1 (x)/ wa2(s)b(s)ds Yxzel, (9)

«

con lo que



z B
@) = o) / o1(8)b(s) ds + ¢, (2) / o2(s)b(s) ds
a1 (2)b(x) — o1 (2)pa(a)b(a)
z B
= @) [ e ds+ i) [ palsibe)ds Yo, (10)

y analogamente

z B8
) = i) / o1(5)b(s) ds + & / pals
Hih (@)1 (2) — & (@) pa(@)b(z) Ve, (1)

con lo que en particular o, € C%(I).

Ademds, multiplicando (9) por ¢(z), (10) por p’(z), (11) por p(x), sumando
las expresiones asf obtenidas, y teniendo en cuenta que 1 y @2 satisfacen la edo
(p(x)y") + q(z)y = 0 en I, asi como la propiedad iii) de la proposicién 3.2, se
obtiene facilmente que

(@) (2))" + a(z)ps(x) = b(z) Vel
Por otra parte, de (9) y (10), y teniendo en cuenta las propiedades i) y ii)

de la proposicién 3.2, se tiene,

B
c1o4(@) + digh(@) = [erp1 (@) + didh ()] / pa(s)b(s)ds =0 Vael,

[e3%

163
ex00(8) + dag}(B) = [eap2(B) + daghy(B)] / or(s)b(s)ds =0 Vel

O

Como ejercicio se propone que se encuentre el nicleo de Green para el pro-
blema de contorno
"o
y" =b(z) en0,1],
y(0) = y(1) =0,

y que se escriba la expresién de la solucién ¢, de dicho problema

4 El problema de Sturm-Liouville

Se denomina problema de Sturm-Liouville al consistente en hallar los valores
A € R, para los que exista solucién no nula del problema de contorno

(p(2)y") + (9(z) + Ny =0 en I,
ay(a) +diy' (@) =0, (12)
c2y(P) + d2y'(8) = 0,



donde p € C(I) tal que p(z) > 0 para todo z € I, ¢,b € C(I) y ¢;,d; € R,
i = 1,2, satisfaciendo (6), estdn dados.

Un autovalor del problema de Sturm-Liouville es cualquier A € R, para los
que exista solucién no nula ¢y del problema (12), y en tal caso a v, se la
denomina una autofuncién asociada al autovalor .

Por ejemplo, es sencillo comprobar (hdgase como ejercicio) que en el proble-
ma

y(0) = y(m) =0,

los autovalores son los nimeros A\, = k2, k = 1,2, ..., vy que como autofuncién
asociada al autovalor k% valen todas las de la forma ¢x(z) = az sen(kz), con
ap € R, ap # 0.

{y” +Ay=0 en[0,n],

Proposicién 4.1 Si se satisface (6) y A es un autovalor de (12), el conjunto
de todas las soluciones de (12) para ese valor de A es un subespacio vectorial de
C?(I) de dimension uno.

Demostracion.Sea A un autovalor de (12). Es inmediato comprobar que el con-
junto de todas las soluciones de (12) para ese valor de A es un subespacio vec-
torial no trivial del espacio vectorial de todas las soluciones en I de la edo
(p(z)y") + (¢(z) + )y = 0, y por tanto es un subsespacio vectorial de dimension
102 de C%(I).

Si la dimensién fuese 2, entonces todas las soluciones en I de la edo (p(z)y')'+
(g(x) + Ay = 0 serian soluciones de (12) para ese valor de A, y en particular lo
serian las soluciones de los Problemas de Cauchy

{(p(x)y/)’ +(g(x) + Ny =0, enl,
y@)=1 y'(a)=0,

(p(z)y') + (q(z) + N)y =0, en,
y(a) =0 y'(a)=1,

lo que implicarfa ¢; = d; = 0, en contradiccién con la hipétesis (6). O

La propiedad puesta de manifiesto en la proposicién precedente, se expresa
también diciendo que los autovalores del problema de Sturm-Liouville (12) son
simples, es decir, que si A es un autovalor de (12) y 1 v 2 son dos autofunciones
asociadas al autovalor )\, entonces ¢, y 2 son linealmente dependientes.

Otra propiedad interesante de las autofunciones la proporciona el resultado
siguiente.

Proposicién 4.2 Si se satisface (6) y A1 # Ao son dos autovalores de (12),
las autofunciones asociadas a A1 y las asociadas a Ao son ortogonales entre
si respecto del producto escalar en L?(I), es decir, si p1 es una autofuncion
asociada a A1 Yy pa es una autofuncion asociada a Ay, entonces

B
/ v1(x)p2(x)dz = 0. (13)



Demostracion. En efecto, multiplicando por ¢, la edo que satisface @1, y
restandole al resultado el producto de la edo que satisface o multiplicada por
(1, se obtiene

(p(2)¢1(2)) p2(2) — (p(2)p2(x)) P1(x) = (A2 — A)pr(z)p2(z) Yo €T,
o lo que es lo mismo,

% (@) (1 (x)p2(x) — Ph(x)e1 ()] = (A2 = A)pr(z)p2(x) V€L

Integrando esta tultima igualdad entre o y 3, se tiene

B
(2 — A1) / o1 (2)p2(x) di (14)
= §(B)L(B)p2(8) — £h(B)er(8)) — pla) (P (@) pa(a) — P (a1).

Ahora bien, como

crpi(a) + digy (@) =0,
crpa(a) + digh(a) =0,

y (c1,d1) # (0,0), forzosamente el determinante de la matriz (apl(
2

es nulo, es decir,
e1(a)pa(a) — ph(a)pr(ar) = 0.

Analogamente se obtiene

21(B)p2(8) — ¢2(B)e1(B) = 0,
y por tanto, de (14) y el hecho de que A1 # Ao, se obtiene (13). O

Si A es un autovalor de (12), se denomina autofuncién normalizada asociada
a A, y se la denota ¢,, a la tnica autofuncién asociada a A que tiene norma 1
en L2(I), es decir, que satisface

B
/ O3 (x)dr = 1.

Si denotamos por A al conjunto de los autovalores de (12), es evidente de
los resultados anteriores que el conjunto de autofunciones normalizadas {¢) :
A € A} es una familia ortonormal en el espacio de Hilbert L?(I). De hecho, se
puede demostrar el siguiente resultado, consecuencia del denominado Teorema
de Hilbert-Schmidt, que sera probado en la asignatura troncal de cuarto curso
Ecuaciones en Derivadas Parciales y Andlisis Funcional.

Teorema 4.3 Si se satisface (6), el conjunto A de los autovalores de (12) es
infinito numerable y de hecho puede ser escrito como una sucesion estrictamente
creciente de numéros A = {A,}n>1, M < A2 < .. < Ay < Apg1 < ..., tal que

lim \,, = +o0.
n—oo

10



Ademds, el correspondiente conjunto de autofunciones normalizadas {p, =
©x, Jn>1 €s una base de Hilbert de L*(I), es decir, es una familia ortonormal
en el espacio de Hilbert L*(I), tal que

u = Z(u,gpn)Lz(I)gon, Vue L2(I),
n=1
siendo la serie convergente en L?(I), donde hemos denotado

B
(uﬂon) = / U(l‘)(ﬂ($) dx.

Observacién 4.4 Supongamos que A = 0 no es un autovalor de (12). En tal
caso, tomando el nicleo de Green g(x,s) construido en la seccion anterior, es
sencillo comprobar (hdgase como ejercicio) que el problema (12) es equivalente
al problema consistente en hallar los valores A € R para los que existe 1) € L*(I),
1 # 0, solucidn de la ecuacion

B
P(z) + )\/ g(x,8)YP(s)ds=0 Vzxel. (15)

A la ecuacion (15) se la denomina una ecuacion integral de tipo Fredholm. El
estudio de este tipo de ecuaciones se puede consultar por ejemplo en [3].

El problema de Sturm-Liouville juega un papel importante en el estudio
mediante el denominado método de separacién de variables, de ecuaciones en
derivadas parciales clasicas de la Fisica, tales como las ecuaciones del calor y de
ondas unidimensionales.

El método de separacion de variables se estudia también en la asignatura de
cuarto curso Ecuaciones en Derivadas Parciales y Andlisis Funcional ya men-
cionada.
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