Tema 4

INTRODUCCION A LA TEORIA
DE LA ESTABILIDAD

1 Preliminares sobre el Problema de Cauchy

El objetivo de este apartado es exponer los resultados sobre el (PC) que serdn
necesarios para el correcto entendimiento del contenido del curso. Utilizaremos
la misma notacién que en la asignatura de EDO, con la salvedad de que usaremos
t, en vez de x, para designar a la variable independiente.

1.1 Definicién de solucién de un (PC)

Consideremos el siguiente problema de Cauchy o de valores iniciales

y/ = f(tvy)
(PC) { y(to) = 1o

con f:Q Cc RV*! — RN una funcién dada, siendo N > 1 entero, y donde
(to,yo) € Q estd fijado.

Dado I C R intervalo de interior no vacio tal que ¢ty € I, una solucién del
problema (PC) en el intervalo I, es cualquier funcién ¢ : I — RY, tal que :

(i) Existe el vector derivada (componente a componente) ¢’ (t) en todo punto
t € I, donde si t es un extremo de I, ¢'(t) denota a la correspondiente
derivada lateral,

(i) (t,¢(t)) € Q, para todo t € I,
(iil) ' (t) = f(t,(t)), para todo t € I,
(iv) ©(to) = yo-

Se suele decir también que (I, ¢) es una solucién local del (PC).

1.2 Existencia y unicidad local de soluciones

Se verifica el siguiente resultado.



Teorema 1.1 (Teorema de Picard) Sean Q C RNt un conjunto abierto no
vacio, y f : Q@ — RN tal que

f S C(Q, RN) N Liploc(ya Q)

Con estas condiciones, para cada (to,yo) € Q, existe un 6 > 0, tal que si deno-
tamos
Ié = [tO - §at0 +6}>

existe una y sélo una solucidn del problema (PC) en Is.

Observacién 1.2 Si f € C(;RY), con Q € RV un conjunto abierto, pero
f & Lipioc(y, Q), es posible todavia demostrar, para cada (to,yo) € Q dado, la
ezistencia de un 6 > 0 tal que existe solucion en I del correspondiente Problema
de Cauchy (esta afirmacion quedard justificada cuando se demuestre el Teorema
de existencia de Peano).

1.3 Solucién maximal del Problema de Cauchy

En primer lugar recordemos un resultado sobre unicidad global de solucién del

(PC).

Teorema 1.3 (de unicidad global) Sean Q@ C RNT! un abierto no vacio,
f:Q—= RN tal que
f € C(RY) N Lipioc(y, Q),

y (to, yo) € Q2.
En estas condiciones, si (I1,01) e (Iz,¢2) son dos soluciones del problema de
Cauchy
y' = f(ty)
PC ,
0 { Y o
entonces

o1(t) = p2(t), Vte L NlI.

Podemos enunciar ya un resultado que asegura existencia y unicidad de
solucién maximal del (PC).
Supongamos dados  C RN¥*! abierto no vacio, f: Q — RY tal que

f € C(ORY) N Lipioc(y, ),

y consideremos el Problema de Cauchy

y/ = f(tay)
(PC) {mm:m

Para cada punto (to,y0) € €2, denotaremos
S(to,y0) = {(I,p); ¢ es solucién de (PC) en el intervalo I}

Teniendo en cuenta el Teorema de Picard, sabemos que, bajo las condiciones
precedentes,

S(to,yo) # 0.



Definicién 1.4 Sean (to,y0) € Q, e (I, ) € S(to, o), fijados.

a) Diremos que (I,p) es prolongable por la derecha, si existe una solucién
(J,4) € S(to,yo), tal que sup I pertenece al interior del intervalo J, e
IcCJ

b) Diremos que (I, ) es prolongable por la izquierda, si existe una solucion
(J,) € S(to,yo), tal que infI pertenece al interior del intervalo J, e
ICJ.

¢) Diremos que (I,p) es prolongable, si es prolongable por la derecha o por
la izquierda (o ambas cosas a la vez).

d) Diremos que (I,p) es una solucidn mazimal, o una solucion global, del
problema (PC), si no es prolongable.

Observacién 1.5 Si (I,¢) € S(to,yo) es prolongable por la derecha, y (J,¢) €
S(to,yo) es tal que sup I pertenece al interior del intervalo J, e I C J, es claro
que, como consecuencia del teorema de unicidad global,  y 1 son iguales en I,
siendo por tanto ¥ una prolongacion de ¢ por el extremo derecho del intervalo
I. Cabe hacer una observacidn similar si (I, p) es prolongable por la izquierda.

Teorema 1.6 (de existencia y unicidad de solucion global) Sean Q@ un
abierto no vacio de RN*L y f: Q — RN tal que

f € C(URY) N Lipoc(y, Q).

En estas condiciones, para cada (to, yo) €  dado, existe una y sélo una solucidn
maximal o global del Problema de Cauchy

yl = f(t,y)
(PC) { u(to) = vo

que denotaremos (I(to,yo), (- t0,0))-
Ademds, el intervalo I(to,yo) de definicion de la solucion global es abierto.

Definicién 1.7 En las condiciones del Teorema de existencia y unicidad de
solucion global, para cada (tg,yo) € 2, denotemos por (I(to,y0), ¢(-;to,y0)) a la
solucion mazimal del problema (PC). Se definen el conjunto

0= {(tvt()vy()) S RN+2; (t07y0) € Q7 te I(t()ayO)}a
y la funcion
@ : (t,to,y0) € © — @(t;to,y0) € RY.

A la funcion ¢ : © — RN asi definida se la denomina la solucién (mawimal) del
problema (PC) expresada en funcidn de los datos iniciales.

Se verifica el siguiente resultado sobre dependencia continua de la solucién
maximal respecto de los datos iniciales.

Teorema 1.8 (Dependencia continua respecto de los datos iniciales)
Bajo las condiciones del Teorema de existencia y unicidad de solucion global,
el conjunto © definido precendentemente es un subconjunto abierto de RN12, y
la funcion ¢ : © — RN solucion (mazimal) del problema (PC) expresada en
funcidn de los datos iniciales, es continua, es decir,

€ C(0;RM).



Observacion 1.9 Existen también resultados sobre derivabilidad de la solucion
mazimal respecto de los datos iniciales que sern comentados en el tema 4.

2 Motivacion del estudio de la estabilidad

Supongamos que estamos analizando un fenémeno fisico, biolégico, etc... que
evoluciona con el paso del tiempo, y cuyo comportamiento se rige por un sistema
diferencial ordinario, o por concretar un poco mas, por una e.d.o. de primer
orden, junto con unas determinadas condiciones iniciales (pensemos por ejemplo
en el movimiento de una masa puntual que se mueve en una linea recta). De
este modo, la posicion que ocupa en el instante t la particula que partié del
punto yo en el instante ¢y vendré dada por el valor de la solucién ¢(¢;tg, yo) del
siguiente problema de Cauchy:

y = f(t,y)
(PC) {y(to):yo :

Ahora bien, dado que las condiciones iniciales son irrepetibles, ademds de que
se suelen cometer errores al estimar la posicién inicial (errores humanos, de los
aparatos de medida, etc), lo que en realidad conocemos no es la posicién exacta
de partida yg sino un valor aproximado ¥,. De este modo, lo que verdaderamente
estamos tomando como posicién real de la particula es ¢(t;t0,7,) en lugar del
verdadero valor ¢(¢;to,yo)-

Resulta fundamental conocer si cuando se comete un error pequeno al aproxi-
mar yo por g, las correspondientes soluciones ¢(t; to, yo) y ¢(t; to, Jy) se mantienen
préximas. Cuando el tiempo ¢ recorre un intervalo acotado, el resultado queda
garantizado por el Teorema de dependencia continua respecto de los datos ini-
ciales.

En efecto, si suponemos que f € C(;RY)N Lipyoe(y; Q), entonces ¢(+;-,-) €
C(6;RY). Sea K = [tg,T] x {to} x B(yo;€) C © para cualquier T' > ¢;. De la
continuidad uniforme de f en el compacto K, se deduce que dadoe > 0,3 a > 0
tal que

lp(t0,90) —¢(tto, yo)| <&, VY (&t0,7o), (tto,v0) € K t.q. [t=t] < a, |yo—To| < a.
En particular, para |yo — 7y| < a se tendra que

lo(t; to,To) — w(t;to, yo)| < e, Vt e [to, T].

No obstante, que esto se siga cumpliendo o no cuando el tiempo se hace
suficientemente grande (i.e. cuando t — +00) serd el objeto del presente capitulo
y nos conducird al estudio de la estabilidad del sistema.

En sus origenes, la estabilidad aparecié en los problemas de la mecéanica al
estudiar la naturaleza de los estados de reposo o equilibrio. Asi, por ejemplo, el
péndulo simple posee dos estados de equilibrio (posicién A, cuando el péndulo
estd en reposo y el centro de gravedad de la masa puntual estd lo més cerca
posible del suelo, y posicién B, cuando la masa se encuentra en la posiciéon mas
alejada del suelo). En este modelo, la posicién de equilibrio A es estable, pues
si se produce una desviacién de la posicién de equilibrio, el movimiento de la
masa serd oscilatorio alrededor de dicha posiciéon, mientras que la posicion B



resulta ser inestable pues una pequena desviacion de dicha posicion hace que la
particula se acerque a la posicién de equilibrio A.

Al objeto de ilustrar lo que decimos con un ejemplo analitico pero modelado
por una edo de primer orden (recordemos que el movimiento del péndulo se rige
por una de segundo orden), consideremos el movimiento de una particula en la
recta real y cuya posicion venga dada por la solucién de

Y =y—y
Es obvio que existen tres soluciones constantes (tres puntos de equilibrio o
de reposo): yo = 0,y1 = 1,y—_1 = —1 (se tiene por tanto que p(¢;t0;0) =
0,p(t;t0; 1) = 1,p(t;to; —1) = —1, Vt € R). Para analizar cémo es el com-

portamiento de cualquier otra solucién, basta calcular la solucién que pasa por
(to,yo), y por fijar ideas, nos ocuparemos sélo de la que pasa por (0, yo) (més ade-
lante justificaremos que, por tratarse de un sistema auténomo, esto no supone
ninguna restriccién). Asi, como la edo es de variables separadas (o también de
Bernouilli) se puede comprobar ficilmente que

1 1
©(t;0,90) = i\/lﬂj’ donde c¢c=1— % .

En consecuencia, se observa que

e ©(t;0,y0) — —1 cuando t — 400, si el dato inicial verifica yo < 0.

e ©(t;0,y0) — 1 cuando t — o0, si el dato inicial verifica yo > 0.

De este modo, todas las posibles soluciones (i.e. todos las posibles trayecto-
rias del punto) o bien son uno de los tres estados de reposo, o bien se acercan a
los equilibrio y_1 = —1, y; = 1. Esto se interpreta como que dichos estados de
reposo son estables, mientras que el yy = 0 es inestable.

3 Definiciones de estabilidad

Como quedard justificado méas adelante, al ser el estudio de la estabilidad un
problema local, nos podemos restringir a considerar que el abierto ) tiene la

forma
Q=1xB,,

donde 0 < p < +00, —00 < 7 < 400, I = (1,40) y B, = B(0;p) C RV.
Ahora consideramos el sistema diferencial

y' = f(ty) (1)

con f € C(Q;RN) N Lipjoe(y; Q) y satisfaciendo f(t,0) = 0, para todo t € I.
Observemos que esto implica que la funcién nula ¢q definida por po(t) =0,
para todo ¢ € I, es solucién de (1), més precisamente

QD()(t) = (p(t;tmO), Vt,to el, y ademas I(to,O) =1, Vigel.

Se dice en ese caso que g es un punto critico del sdo (1), o un equilibrio.



Observacion 3.1 Aunque las definiciones las vamos a establecer para la solucidn
nula g, esto mo supone ninguna pérdida de gemeralidad, pues si @ es una
solucion no nula de un sistema diferencial y' = g(t,y), donde g € C(;RN) N
Lipioc(y,Q), entonces realizando el cambio de variables z =y — ¢ el sistema se
transforma en el siguiente

d=y -7
=g(t,y) —g(t.p)
=gtz +¢)—g(t, o)
= G(t, 2),

y ahora G satisface las mismas condiciones que f en (1), y ademds zg = 0 es
un punto critico para este sistema que se corresponde con @ mediante el cambio
de variables.

Definicién 3.2 (Estabilidad en sentido de Liapunov) Se dice que @q es
estable en el sentido de Liapunov (o simplemente que @q es un equilibrio estable)
para el sdo (1) si

Vtoe I, Ve>0, 36=06d(o,e) e (0,p) talque (2)
i) 1(to,yo) D [to, +00)
|y0|§5:>{ i) lp(t;to, yo)| <&, Vi >to.

Observacién 3.3 (Definicion equivalente de estabilidad) Es inmediato
comprobar que @ es estable para el sistema diferencial (1) si y sélo si

Vtpe I, Vee(0,p), 3Id=0d(to,e) € (0,p) tal que (3)
|y0| < 0= “p(t;t07y0)| < g, Vte I(t07y0) N [to,-i-OO)

Que (2)=>(3) es obvio. Para demostrar la implicacion (8)=>(2), basta obser-
var que al ser e < p la solucidn ¢(-;to,y0) no puede ni explotar ni llegar a la
frontera de ), y por tanto estd definida para todo t > t.

Definicién 3.4 (Inestabilidad) Se dice que po es inestable cuando no sea
estable segun la Definicion 3.2 (o equivalentemente, segin la definicion dada en
la Observacion precedente), en otras palabras, si

Jto el y 3e>0, tal que V5 (0,p) Tyo €RYN  con |yo| <8 tal que

I(to, o) 2 [to, +00)
o
lo(t;to, vo)| > €, para algin t > tg.

(o equivalentemente, |o(t;t0,yo)| > &, para algin t € I(tg,yo) N [to, +00)).

Definicién 3.5 (Estabilidad uniforme) Se dice que ¢o es uniformemente
estable cuando el § de la Definicion 3.2 no depende de tq, es decir, si

Ve>0, 35=0d(e) € (0,p) tal que (4)

i) I(to,yo) D [to, +0c0)

) <
SMOGIQWO—ézﬁ{iUgwﬁmmﬂga,Vtzm.



Definicién 3.6 (Equilibrio atractivo) Se dice que g es (un equilibrio) atrac-
tivo si

VitgelI, Fy=~(to) € (0,p) tal quesi |yo| <~ entonces

Z) I(thyO) D) [t0,+00),
w) dim [e(tito, yo)| = 0.

Observacion 3.7 Los conceptos de estabilidad y atractividad son distintos en
general, es decir, existen ejemplos que ponen de manifiesto que

estabilidad % atractividad

Y
atractividad # estabilidad

Definicién 3.8 (Atractividad uniforme) Se dice que py es (un equilibrio)
uniformemente atractivo si

Iy € (0,p) tqg. YtoeI, Yyo €RN con |yo| <7, I(to,yo) D [to, +00),
y ademds
Ve>0, It >0 tq |p(t;ito,y0)| <e, Vip € IVt >ty+t,Vyo con |yo| <.

Definicién 3.9 (Estabilidad asintdtica) Se dice que g es asintdticamente
estable si es estable y atractivo.

Definicién 3.10 (Estabilidad asintdtica uniforme) Se dice que po es uni-
formemente asintdticamente estable si es uniformemente estable y uniforme-
mente atractivo.

Todavia se puede establecer al menos otra definicién de estabilidad, en con-
creto la de estabilidad exponencial, pero preferimos incluirla méas adelante.

Observaciéon 3.11 FEs importante observar los siguientes puntos.
a) Para una ecuacidon diferencial ordinaria de orden n

gty 9y ey (5)

verificando que ¢(t,0,0,0,...,0) = 0 para todo t € I, los definiciones de carac-
ter estable, atractivo, etc... se refieren a los correspondientes conceptos para la
solucion nula del sistema diferencial ordinario equivalente asociado a la ecuacion
(5).

b) En el caso de sistemas diferenciales ordinarios auténomos, es decir, cuando
ft,y) = f(y), todos los conceptos de estabilidad y atractividad son uniformes.
En otras palabras, se verifica que @o es estable (resp. atractivo, asintdticamente
estable) si y sélo si pg es uniformemente estable (resp. uniformemente atrac-
tivo, uniformemente asintdticamente estable). En efecto, esto es consecuencia
de los hechos siguientes. Si D C RN es un abierto no vacio y f € C(D;RYN) N
Lipioc(D), entonces con la notacidn que venimos usando para el sistema difer-
encial (1), tendremos que Q@ = R x D y para cada (to,yo) € 2, la solucion
mazimal o(t;to, yo) del problema de Cauchy

y = f(y)
(PC) { y(to) = vo, (6)

(n _

Y



satisface:

i) I(to, yo) = to + 1(0, o)

i) ¢(t;to, yo) = (t —t0;0,90), V t € I(to,y0)-

Para demostrar esta afirmacién, consideremos la funcion ¢ : J = to+1(0,y0) —
RY definida como (t) = o(t — t0;0,10), para t € J. Obviamente, esta funcion
1 estd bien definida y es derivable en todo su dominio de definicion. Es in-
mediato comprobar que (J,1) es solucion del problema (6). Por tanto, como
(I(to,y0), (-;to,yo)) es la solucidn mazimal de dicho problema, entonces I(to,yo) D
to + I(0,y0), y ambas funciones coinciden en el intervalo J = to + I(0,y0).
Reciprocamente, definamos ahora p : J = I(to,y0) —to — RN como pu(t) =
o(t+to; to, yo), parat € J. Razonando de modo similar, se comprueba fdcilmente
que (j, 1) es solucidn del siguiente problema

{ v = f(y)
y(0) = vo,

con lo que se verificard que 1(0,y0) D I(to,y0) — to, y p coincide con ¢(+;0, o)
en el intervalo J = I(to,y0) — to. A la luz de estos resultados, es inmediato
observar que se verifican i) y ii).

¢) A titulo informativo, vamos a enunciar cdmo se traducirian las definiciones
de estabilidad dadas en el caso en que nos estemos refiriendo a otra solucion
cualquiera del sistema diferencial y no precisamente a la solucion nula. Por
supuesto, siempre se puede hacer el cambio de variables y llevarla a la solucion
trivial, pero en algunas ocasiones puede resultar util no hacerlo. Asi, por ejem-
plo, si @ es una solucidn del sdo (1), se verificard que ¢ es una solucidn estable
(andlogamente se procederia con las otras definiciones) cuando

Vtgpe I, Ve>0, 3§=46(to,e) < (0,p) tal que

 ~ Z) I(t()vyo) ) [t07—|—00)
o = @)l Séé{ ii) |t to, yo) — B0 <&, Vt > to.

4 Estabilidad de los sistemas lineales

El estudio de la estabilidad de los sistemas lineales resulta muy interesante, pues
se van a poder caracterizar los distintos tipos de estabilidad simplemente con el
conocimiento del comportamiento de una matriz fundamental asociada a dicho
sistema. Como de nuevo nos ocuparemos de la estabilidad de la solucién nula,
necesariamente el sistema habra de ser homogéneo.

Consideremos pues el sistema diferencial lineal homogéneo

y' = A(t)y, (7)

donde A € C(I; LRYN) y I =(7,+00), —00 < T < +00. Se verifica el siguiente
resultado.

Teorema 4.1 Sea F(t) una matriz fundamental para el sistema (7). Se verifi-
can:
1) o es un equilibrio estable si y sélo si para cada ty € I, se cumple que

sup |F(t)] < +oo.
t€(to,+o0)



it) @o es asintoticamente estable si y solo si

lim |F(t)| = 0.

t—Fo0
iii) o es uniformemente estable si y sdlo si
IM >0 tal que |F(t)F(tg) <M, Yitgel, Vt>tg.
) po es uniformemente asintéticamente estable si y sélo si
3C>0,a>0 tales que |F(t)F(to)™ < Ce @t%) V1o eI, Vit >t.

Observacion 4.2 Observemos que en los sistemas lineales se verifica que el
cardcter atractivo implica el estable, lo que mo ocurre en general para sistemas
no lineales.

Demostracion.

Es bien conocido que la solucién maximal del sistema (7) correspondiente
al dato inicial (to,y0) viene dada por ¢(t;to,y0) = F(t)F(to) lyo, para t €
I(to,yo) = I. Demostremos ya los apartados del Teorema.

i) Hay que demostrar que dados tg € I,e > 0, 3 6 = §(tp,e) > 0 tal
que si |yo| < § entonces |o(t;to,yo)| < &, V ¢t > tg. Mencionemos en primer
lugar que la norma de matriz que estamos utilizando es subordinada a la de
RY, por tanto, para t > g,

lo(tsto, yo)| < [F()||F (to) ™ |yol
< sup [F()||F (o) " lyol
t>to

< M| F(to)™"|
9

<eg, sitomamos |y <d=———.
S T

Como ¢ es estable, entonces fijados tg € I y & =1, existird un § > 0
tal que si |yo| < & entonces |p(t;to,yo)| < 1, V ¢ > to. Tomemos ahora un

yo € RM\{0} cualquiera, entonces zy = |y—y00| satisface que |zg| < §, por lo que
podemos asegurar que
1) 1)
oltito, IS 1,V 1 2 to 4= [F()F(t0) ™ <|y°|> <1 YE>t
Yo Yo

> |F(t)F(to) ‘o] < @, Vt>to, VyoeRY.

Basta observar ahora que la matriz fundamental F'(¢) tiene la forma

F(t) = [p(t:to, yo)| - lo(tito, yg )]

para ciertos 43, ..., yd¥ € R, y que podemos usar la norma columna como norma
equivalente. Asi, es claro que

1 N
|F(t)| < max {lg), s y§|} , Vit > .



ii) Si suponemos que tli+moo |F'(t)| = 0, entonces para cada ty € I se

verifica que  sup |F(t)| < +oo, con lo que pq es estable. Veamos ahora que
tE[to,+o0)
es atractivo. Para ello tenemos que demostrar que dado ¢y € I, existe y(typ) > 0

tal que si |yo| < y(to) entonces tlig_n |o(t; to, yo)| = 0. En efecto,
0 < [eltt0.0)| = [F()F (1) w0l < [P()1F (1) w0l ,— 0

Reciprocamente, si g es atractivo, entonces fijado tg € I existe ~(tg) >

0 tal que si |yo| < v(tp) entonces tligl lo(t; to, yo)| = 0. Tomemos ahora
— 400
cualquier 3o € RV\{0}. Como % < v, entonces
Yo
. YYo . ~17Yo
1 titg, — )| =0 1 F(t)F(t —| =0
L le(Eto, 7l Jm [FOF (o)™ T
= lim |F(t)F(to) 'yo| =0 <= lim |p(t;to,y0)| =0, ¥V yo € R.
t——+o00 t——+o00

Teniendo en cuenta de nuevo que la matriz fundamental F'(¢) tiene por columnas
N vectores de la forma ¢(;t0,y), i = 1, ..., N, es obvio que tlir+n |F'(t)| = 0.
— T 00

iii) Aunque la demostracién de este apartado es similar a la del apartado 1),
preferimos incluirla por afan de completitud.

Hay que demostrar que dadoe >0, 3§ = d(¢) > 0 tal que si |yo| < I
entonces |p(t;to,y0)| <&, Vitg €I,V t>tg. Observemos que, Vg € I,V t > to,

[0t to, y0)| < [F(#)F (to) ™ ||yol
S M|y0|7
< M6

. €
< g, si tomamos |yp| < § = U

Como ¢q es uniformemente estable, entonces fijado € = 1, existird un
0 >0 tal que si |yo| < § entonces |p(t;to,yo)] < 1, Vitg € I,V t > tp.

Tomemos ahora un yo € RV\{0} cualquiera, entonces zy = % satisface que
Yo
|z0| < 0, por lo que podemos asegurar que

0 /6
lo(t; to, ﬁ)l <1, Vit>ty <= |F(t)F(ty)™" (1/0

Yol

F(t)F(ty)~* 1
[E@®)F(to)” ol |;o°|) Yol <5 Yt >tg, Vyo € RV\{0}.
Teniendo en cuenta ahora que
FOF(G) = sup  EOFG w0l 1y,
Yo ERN\ {0} |yol )

iv) Supongamos que existe C' > 0, a > 0 tal que |F(t)F(to)~ ! <
Ce=o(t=t) Yty e I, ¥ t>ty Tenemos que demostrar ahora que g es uni-
formemente estable y uniformemente atractivo. Que es uniformemente estable
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es obvio puesto que la condicién en iv) implica la condicién en iii). Para de-
mostrar que es uniformemente atractivo tenemos que comprobar que 3 > 0
tal que Vtg € I, Vyo € RY con |yo| <7, I(to,y0) D [to,+c) (lo que es
evidente que ya se verifica), y ademds tenemos que demostrar que dado & > 0,
It >0 t.q. |e(t;to,yo)| <e,Vitg € I,Vt>tg+t,Vyo con |y <. Podemos
suponer, sin pérdida de generalidad, que ¢ < C. Entonces

lp(tito, yo)| = [F(t)F(to) yo| < Ce™ (1) |yo|  [tomando, por ejemplo, v = 1]
< Ce—alt—to)

1 C
<e Vityg, Vt>tg+t., cont. =—log—.
« €

Supongamos que ¢ es uniformemente asintéticamente estable. De un
lado, por ser uniformemente estable, gracias al apartado iii), 3 M > 0 tal que

|F(O)F(to) | <M, Yitge I, Vit>to.

Por otra parte, por la atractividad uniforme, 3 v > 0 tal que Ve > 0, 3
te >0 tal que |p(t;to,y0)| < &, para todo yo € RY tal que |yo| <, V to € I,
Yt >t + te.

Tomando en particular € = %, tendremos que

, Vol <, Vig€IVt>tota.

37 >0, 3al=t,2) >0 ta. lp(tite,yo) < 3

Ahora bien, para todo yy # 0 se tiene

YYo
)
ol
Yo
oy,
50

|F(t)F(to) yo)]

IN

‘(p(tto, VtoeIVt>to+a

IN

|(p(t to, T , Vtpe LVt>ty+a,

IA
I\D\H | = l\D\

, v \y0| =1, Vitge LVit>ty+a,
de donde se deduce facilmente que

|F(t)F<t0)_| , VigeI,Vt>ty+a.

1\9\»—*

Tomemos ya un ty € I fijo y sea t > tg, entonces existe n € N tal que t €
[to + na,to + (n + 1)a), por tanto,

|E(8)F (to) ™|
= |F(t)F(to +na) ' F(ty + na)F(to + (n — 1)a) ' F(to + (n — 1)a)...F(to + a)F(to) |
|F(t)F(to +na) " |F(to + na)F(to + (n — 1)a) " '|...|F(to + a)F(to) !
1
u(z)

pero como to+na <t <ty+ (n+1)a se deduce ficilmente que

IN

IN

—_

> (t—ty) — 1,
a( 0)
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de donde se sigue

n Lt—tg)—1 Lt—t9)
1 1 a a
M| = <M| = =2M 1
2 2 2

— oM~ (1/@)log2(t—to)
lo que nos lleva a
|F(t)F(to) "t < 2Me™@t=0) Vi I, V>t
donde o = %log 2. O

Observaciéon 4.3 En el caso de los sistemas lineales, se verifica que pg es
estable (resp. wuniformente estable, atractivo, etc) si y sdlo si cualquier otra
solucidn del sistema @ es también estable (resp. uniformente estable, atractivo,
ete).

En efecto, haciendo el cambio de variables z =y — ¢ se deduce que

d=y ¢ = Alt)y — At)p = A(t),

con lo que la solucidn © se corresponde con la solucién nula del mismo sistema
y, por tanto, gozard de las mismas propiedades de estabilidad. Por esta razon,
se suele hablar de que el sistema lineal es estable, asintdticamente estable, etc.
en lugar de hablar sélo de la solucion nula.

Concluiremos con la definicién de estabilidad asintdtica exponencial para un
sistema diferencial general (no lineal en general) y comprobaremos que en los
sistemas lineales la estabilidad asintética uniforme es equivalente a la estabilidad
asintética exponencial.

Definicién 4.4 Se dice que pg es exponencialmente asintdticamente estable
como solucion del sistema (1) si

3C>0,aa>0,7€(0,p) tales que

I(t07 yO) ) [to, +OO)

<
ol —725{ | (t; to, yo)| < Clyole =), VeI, ¥t>to.

Observacién 4.5 FEs inmediato demostrar que si pg es exponencialmente asin-
tdticamente estable como solucion de (1) entonces es uniformemente asintdticamente
estable. Fsto pone de manifiesto que el concepto de estabilidad exponencial es
mds fuerte en general que el de cardcter asintoticamente estable. Sin embargo,
en el caso particular de los sistemas lineales, ambos conceptos son equivalentes.

4.1 El caso particular de los sistemas lineales con coefi-
cientes constantes

Consideremos ahora el sistema lineal auténomo

y = Ay, (8)

donde A € L(RY). Por tratarse de un sistema auténomo, todos los conceptos
de estabilidad seran uniformes. En este caso se verifica el siguiente resultado:
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Teorema 4.6 Se verifican:

i) po es uniformemente asintdticamente estable si y sélo si todos los autovalores
de A tienen parte real estrictamente negativa.

i1) si algin autovalor tiene parte real positiva, entonces pg es inestable.

1) po es uniformemente estable si y sdlo si todos los autovalores de A tienen
parte real menor o igual que cero, y para aquellos que tienen parte real nula
se tiene que las cajas de Jordan asociadas son de dimension uno (o lo que es
equivalente, cada autovalor con parte real nula posee un niumero de autovectores
asociados linealmente independientes igual a su multiplicidad).

Demostracion. Denotemos por J la forma canénica real de la matriz A.
Entonces, es conocido que existe P € L(RY) con det(P) # 0 tal que A =
PJP~, con lo que una matriz fundamental para (8) vendrd dada por

F(t) = e = Pet! P~1 = ((pi; (t)e™h))

donde p;;(t) son polinomios y A;; son los autovalores de A. El resultado se
sigue sin mas que razonar adecuadamente. [J

De forma anéloga se puede razonar en el caso de una edo lineal auténoma
de orden superior a uno. Se verifica el siguiente resultado:

Teorema 4.7 Consideremos la edo
yn) 4 aly”—l) +tan_1y Fapy =0.

a) La solucidn nula es exponencialmente asintdticamente estable si y sdlo si
todas las raices caracteristicas tienen parte real estrictamente negativa.

b) La solucion nula es uniformemente estable si todas las raices caracteristicas
poseen parte real negativa o nula y las que sean imaginarias puras son simples.
¢) La solucion nula es inestable si algin autovalor posee parte real positiva o es
imaginario puro pero no simple.

4.2 Estabilidad en primera aproximacién

Un hecho fundamental en todo estudio matematico es la reduccién de un pro-
blema concreto a uno mas simple y facil de analizar, que pueda proporcionar
la informacién deseada sobre el problema complejo. En esa linea es hacia la
que vamos a dirigir nuestro andlisis de la estabilidad de las soluciones del sdo
(1). Para fijar ideas supongamos que estamos en el caso N = 1 (es decir,
estamos trabajando con una ecuacién diferencial ordinaria). Una forma natural
de aproximar la funcién f(¢,y) es, sin duda alguna, utilizar su desarrollo de
Taylor. Asi, si f es suficientemente regular (por ejemplo, f € C*(£2)) entonces

7] 7]
Flt) = 10.0)+ 0,000+ 20,0+ Ti0,y)
N—— Yy N——
=0 térm. compl.

De esta forma, parece sensato analizar la estabilidad de la ecuacién lineal

0 0
v = 0.0+ 20,0 )
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y obtener resultados que garanticen que cuando el término complementario es
pequerio (en algin sentido que precisaremos més adelante), las propiedades de
estabilidad de la ecuacién lineal (9) se transfieren a la ecuacién no lineal de
partida. Desde otro punto de vista, se puede interpretar este tipo de problemas
como uno de perturbacién, es decir si tenemos un sistema diferencial que tenga
la forma
y' = Alt)y+g(t.y),

jse verificard que este sistema posee las mismas propiedades de estabilidad que
el lineal y' = A(t)y si la perturbacién g es pequena?

Daremos respuesta afirmativa a este tipo de problemas en lo que resta de esta
seccion. La situacién en la que vamos a realizar nuestro estudio es la siguiente.
Sea el sdo

y' =A(t)y +g(ty) (10)
donde A € C(Q; L(RN), y g € C(RN)N Lipjoe(y; Q) satisface que g(t,0) = 0.
De esta forma, ¢( es solucién tanto del sistema lineal

y' = Alt)y (11)
como del sistema perturbado (10).

Teorema 4.8 (Teorema de estabilidad en primera aproximacion)

a) Supongamos que o es uniformemente asintéticamente estable (o equivalen-
temente, exponencialmente asintdticamente estable) como solucion del sistema
lineal (11) y que

o 9yl
lwl=0 |yl
(iie. YVe>0 35>0 tqg |y <o=|g(t,y)| <ely|, Vtel).

=0, uniformemente ent el

Entonces ¢q es exponencialmente asintéticamente estable como solucion del sis-
tema perturbado (10).

b) Si o es uniformemente estable como solucion del sistema lineal (11) y existe
una funcidn continua o € C(I) tal que

+oo
/ a(t) dt < o0

gt y)l <a@®lyl, v (ty) €9,
entonces o es uniformemente estable como solucion de (10).

Demostracion. So6lo haremos la demostracién del apartado a) y dejamos
como ejercicio la del apartado b).

Sea F(t) una matriz fundamental para el sistema lineal y' = A(t)y. Como
o es uniformemente asintéticamente estable como solucién de (11), entonces
existen C' > 0, « > 0 tales que

|[F(t)F(tg) "t < Ce =) tg e I, Vit >t
Lo que tenemos que demostrar es que

1) I(toayO) o [to,—l—OO)

3 C a ~ : <~ ~ ~
C>0a>05€0.0):lwl <7= { i) |o(: to: yo)| < Clyole=0—10), o € I,t > to,
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donde ¢(+;t0; yo) denota la solucién maximal del sistema diferencial (10) expre-
sada en funcién de los datos iniciales.

Sabemos que dado € > 0 (mds adelante diremos cémo nos interesa tomarlo)
existe p € (0,p) tal quesi |yo| < p se tiene que

lgt, )l <elyl, viel
Observemos que para tg € I e |yg| <7 dados (donde 7 lo determinaremos més
adelante) se verifica
t
¢ (t;to, yo) = F(1)F(to) " yo +/ F(t)F(s)""g(s,(s;to, y0))ds Vt € I(to,yo)-
to

Denotemos u(t) = |p(t;to, yo)| parat € I(tg,yo) N [to, +00).
Observemos que, en primer lugar, se verifica

u(to) = |yo| <7 < pu siempre que escojamos .
Veamos que en ese caso, se tiene que cumplir que
u(t) < p paratodo t € I(to,yo) N [to, +00).

En efecto, si no fuese asf (es decir, razonando por reduccién al absurdo), existiria
un valor t > ¢o con t € I(tg,y0) tal que wu(t) > p y por la continuidad de la
funcién u es inmediato deducir que

At* € I(to,yo), t">to tal que u(t) <p Vi€ [to,t") v ult™) = p.

Ahora, para t € [tg,t*) se tiene

t
u(t) < Ce o Wyo| 4 € [ eI g(s,u(s)]ds
to
[como u(s) < p para s € [to,t") entonces |g(s,u(s))| < elu(s)]]

t
< Ce(t=t0) |y | 4 C’s/ e =)y (s)ds,

to

de donde se sigue

¢
etu(t) < Ce™|yo| + Cs/ e“u(s)ds, YVt e to,t"],
to

y gracias al Lema de Gronwall
e*tu(t) < Cet™|yole“=t10) v ¢ € [ty, t*],
y, consiguientemente,

u(t) < ClyolelCe 1) v ¢ € [tg, t].

Tomando ahora | e = %, resulta
u(t) < Clyole™ /2= v ¢ € [to, 7], (12)

15



y, en particular, para t* tendremos

u(t*) < Clyole™ (/D 1) < CFe= (/D =t0) < ) §j escogemos |7 < £

Q

lo que estaria en contradiccién con la eleccién de t*. Por tanto, se verificara que

lo(tsto,yo)| < pu<p Vtel(to,yo)N [to, +00),

lo que conlleva que I(to,yo) D [to,+00) y que ademés la desigualdad (12) es
vélida en [tg,t*] para todo t* > 1.
Por tanto, todo el desarrollo es correcto siempre que se escoja

C= C, u el correspondiente a tomar & = @ ,
N 1 o 2C O

< 1 — a = —

y<min{p, 5} ¥y a=3

Observacion 4.9 Sobre este ultimo resultado volveremos mds adelante cuando
hablemos del decaimiento de las soluciones y obtendremos una extension del
mismo asi como una demostracion mucho mds fdcil.

5 El Segundo Método (Directo) de Liapunov

5.1 Algunas consideraciones previas

El método que vamos a exponer en esta seccion tiene sus origenes en la mecanica
clésica (Teorema de Lagrange-Dirichlet). En pocas palabras, se trata de obtener
resultados sobre la estabilidad del sistema haciendo uso de unas funciones aux-
iliares (las funciones de Liapunov) sin necesidad de resolver los sistemas difer-
enciales (de ahi el nombre de Método Directo). El mayor inconveniente que
presenta este método radica en la necesidad de disponer de dichas funciones
auxiliares. Aunque no existen férmulas ni recetas generales para construir dichas
funciones, en muchos sistemas diferenciales con origen fisico, éstas suelen estar
relacionadas con la energia del sistema. De este modo, parece logico que si la
energia del sistema decrece entonces la evolucién del mismo conduzca a posi-
ciones de equilibrio estables, o inestable en caso de que la energia no decrezca.
Estas ideas fueron formalizadas por Liapunov y los generalizé al caso de sistemas
diferenciales ordinarios generales.

Nuestro objetivo en este apartado es ofrecer una brevisima introduccién al
tema. Nos restringiremos al caso de los sistemas auténomos por dos razones
principalmente. Por un lado, muchos de los sistemas diferenciales de impor-
tancia en la Ciencia suelen ser auténomos. Por otro, la mayor parte de los
resultados que obtendremos se pueden generalizar de un modo natural al caso
no auténomo aunque con cierta complicaciéon de notacién. Al final de esta
seccién expondremos cémo quedaran dichos resultados.

El marco en el que vamos a trabajar a partir de ahora es el siguiente. Con-
sideraremos el sistemad diferencial auténomo

Y = f(y), (13)
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donde f : D ¢ RN — RM es una funcién localmente lipschitziana (lo que
implica automdticamente que es continua) en el abierto D ¢ RN, 0 € D y
f(0)=0.

Por ser D abierto y verificarse que 0 € D, entonces existird p > 0 tal que
B, = B(0;p) C D, y podemos hablar de los diferentes conceptos de estabilidad
para la solucién nula ¢y = 0 (que ahora serdn todos uniformes) en el abierto
Q=RxD.

Definicién 5.1 Sea p € (0,+00) fijado.

a) Se dice que a : [0,p] — R es una funcion de clase K en [0, p], y lo repre-
sentaremos por a € K, si se verifican:

i) a € C([0, p]),

i1) a(0) =0,

i11) a es estrictamente creciente en [0, p] (brevemente, a 11 en [0, p]).

b) Sea V : B, — R. Se dice que V es definida positiva en B, (brevemente, def.
+) si:

i) V(0) =0,

i) Jack, tal que V(y) >a(lyl), Yye€ B,.

c) Se dice que V : B, — R es definida negativa (def. —) si =V es def. +.

N
Ejemplo 5.2 La funcién V(y) = > y? es def. + en B, C RY  para todo

i=1
p > 0. (En efecto, basta tomar como funcion a(r) = r?).

Ejemplo 5.3 La funcion V(y1,y2,y3) = ¥3 +y2 NO es def. + en ninguna
bola de la forma B, C R3.

1
Ejemplo 5.4 La funcidn V(y1,y2) = §y§+1fcos y1 no es def. + en Byy C R?

pero si lo es en Baor_. para todo € > 0. En efecto, si V' fuese def. + en Bor,
entonces existiria a € Kor tal que

1
53/% +1—cosy; >a <\/ y3 +?J%> » YV (y1,92) € Bax.

Tomemos, para cada n € N, el punto (2m — %,0) € Bs,. Entonces habrad de

cumplirse
1 1
1—cos<27r—> 2a<27r—>, ¥V néeN.
n n

Tomando limite cuando n — +o00, tendriamos por la continuidad de la funciones
cos Y a
0=1-cos2r > a(2m) > 0,

lo que es una contradiccion. Sin embargo, si que es def. + en cualquier Boy_.
7 )
y esto se deducird como inmediata consecuencia del lema siguiente.

Lema 5.5 Sean p € (0,+00) y V € C(B,) tal que V(0) =0 y V(y) >0
para todo y € B, \ {0}. Entonces, V' es def. + en B,.
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Observemos que usando este resultado se sigue inmediatamente que V (y1, y2) =

1
iyg 4+ 1 —cosy; esdef. + en By, .. En efecto, es claro que

2
N >0
>0

1
V(yi,y2) = =ys + L —cosyr ¥ (y1,92) € Bor_-.
————

De otro lado, si V(y1,y2) = 0, entonces necesariamente habré de ser

lo que sélo se cumplird si y = 0 e y; = 2nm, con lo que la dnica posibilidad
de que esto ocurra en Ba,_. es que (y1,y2) = (0,0).
Demostracion. Consideremos la funcién
a:[0,p] = R

r—a(r) = Sup V(y).
TXYISP

Es inmediato comprobar que @ estd bien definida, a(0) = 0,a(r) > 0 para
r>0,a € C([0,p]), @ es creciente en [0, p] pero no necesariamente estrictamente
creciente, y V(y) > a(]y|) para todo y € B,. Luego sélo resta probar que
es estrictamente creciente o construir otra a(-) a partir de @ que cumpla las
anteriores condiciones y que ademads sea estrictamente creciente.

Definamos para ello

a(r) = — /OT a(s)ds, para r € [0,p].

Entonces, se verifica que a € C1([0, p]), a(0) = 0 y es estrictamente creciente ya
que

1.
a(r)==a(r) >0, Vr>0.
P
Ademas a(r) > a(r) ¥r >0 pues
~ _ < ri(r) < o
/0 a(s)ds oy ra(e,) <ra(r) < pa(r), Vre]0,p],
0<c-<r

con lo que termina la demostracién. [

5.2 Condiciones suficientes de estabilidad (Liapunov)

Comenzaremos con la definicién de funcién de Liapunov para un s.d.o. auténomo.

Definicién 5.6 Sea V : B, — R tal que V € C'(B,). Se llama derivada de V
respecto del sistema (13) y' = f(y) a la funcion V : B, — R definida como

V) =30 5 ). e B,
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Observacién 5.7 Observemos que si ¢(-) es una solucion del s.d.o. (13) y tal
que ¢(t) € B, para todo t € I C R, entonces

N N
iV ) = 30 5 A0 = 3 G AR = V(o). pom te 1

Definicién 5.8 Se dice que V € CY(B,) es una funcién de Liapunov en B,
para el s.d.o. (13) si se verifican

i) V es def. + en B,.

i) V(y) <0 Vye B,.

Teorema 5.9 (Condiciones suficientes de estabilidad de Liapunov) Sea V €
C*(B,) una funcién de Liapunov para el s.d.o. (13). Entonces se verifican:

a) El equilibrio @q es uniformemente estable.

b) Si ademds V es def. -, entonces ¢y es uniformemente asintéticamente
estable.

Demostracion. Como el sistema diferencial es auténomo basta demostrar
el resultado para ty = 0. Por tanto, necesitaremos demostrar que

V0 < (< p), 38() € (0,p), .. lyol 8= lo(t:0,50)| <&, ¥t € 1(0,50)N[0, +00).

Como V es una funcién de Liapunov, entonces sera def. 4+ y ademads V <0en
B,. Entonces, Ja € K, tal que V(y) > a(|y|), Vy € B,.

De la continuidad de V se deduce que, tomando a(e) > 0, 3d(e) > 0, t.q.
ly— 0] €6 = |V(y) — V(0)] < ale). ,

Tomemos ya |yo| < d(¢). Como sabemos que V' < 0 en B,, a la luz de la
Observacion 5.7, se deduce que

D1V (o(0:0.0)] = V((1:0.30)) < 0. Vi € 1(0,30) 1[0, +00),
de donde se deduce que la aplicacién
t € 1(0,50) N[0, +00) = V(p(# 0, 90))
es decreciente, y por tanto,
V(e(t;:0,50)) < V(e(0;0,50)) = V(o) < ale), Vi€ 1(0,90) N[0, +00).
Asi,
a(l(t;:0,30)]) < V((t;0,50)) < ale), ¥t € 1(0,50) N[0, +00),
y como a es T,
lo(t;0,90)| <&, Vt € 1(0,y0) N[0, +00).

La demostracién de este apartado queda finalizada. No obstante, conviene
aclarar un punto que ha sido pasado por alto. Nosotros hemos usado la no-
tacion ¢(-;0,yp) para denotar la solucién maximal del problema

{ Y = f(y)
y(O) = Yo
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en Rx B,, cuando en realidad dicha notacién se refiere a la solucién maximal del
mismo problema de Cauchy pero en todo el abierto R x D. No hay ningtin prob-
lema en dicho punto. En efecto, al haber demostrado nosotros que comenzando
en un punto inicial yo con |yo| < §, la solucién maximal del problema de Cauchy
en R x B, siempre verifica que no se sale de la bola B(0;¢) C B,, entonces dicha
solucién estd siempre definida en el futuro y coincide con la solucién maximal
del mismo problema pero planteado en R x D.

Ahora tendremos que demostrar que bajo esta hipdtesis adicional, la

solucién g es ademéds uniformemente atractiva.
Por ser V' def. —, tendremos que b € K, tal que

~V(y) > b(|yl), Yy € B,.

De momento, gracias al apartado a), ya sabemos que es uniformemente es-
table. Entonces dado € = £, existird v = 6(%) € (0, p) tal que

ol <7 = lp(t:0,90)] < £, vt € [0,400).
Nos resta por comprobar que
lyol < v == lim_[p(t0,y0)| = 0.
t——4o0
Como por el apartado a) se verifica que la aplicacién
es decreciente, entonces es claro que
3 lim V(e(t0,y0)) = a > 0.
t——+oo

Demostraremos que o = 0. Razonando por reduccién al absurdo, si fuese o > 0,
como V(0) =0 y V es continua, entonces de la definicién de continuidad en
0 se deduce que

@
e 0p) ta lylsp="Vy <3,
y como
. o
tl}—&-moo V(@(ta 0790)) =a> 57
entonces 3t, > 0 tal que
V((p(t70ay0)) > %a vt Z tou

y por tanto
\go(t,(),yo)| Z w > 07 vt Z ta

(pues, en caso contrario, tendriamos que si para algin t > t, |©(t;0,90)| < 1,
entonces V' ((t;0,90)) < §, lo que no es posible).
En consecuencia, para t > t, tendremos que

V(e(t;0,90))

=b(|¢(t;0,50)[) [como bes 7]
—b(n)

SV ((5:0,30))

VANRVARRVA
e
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Integrando entre t, y ft,

V(e(t;0,90)) — V(e(ta;0,90)) < —b(p)(t — ta)

y asi

0<V(p(t;0,50)) < V(e(ta;0,y0)) —b(p)(t —ta) , YVt > ta,
1

cuando t—-4oo

lo que es claramente una contradiccién.
Por tanto, o = 0. Es decir,

lim V(¢(t;0,90)) =0,

t——+o0

y como
V(e(t;:0,50)) = alle(t;0,30)]) = 0,
entonces
Jlim_a((t:0,90)]) = 0.

Por ser a 1] continua y a(0) = 0, se tendrd que existe a=! 1] y es continua.
Aplicando a~! a la igualdad anterior se deduce inmediatamente que

Jim e(t:0,90)[ = 0. O
Ejemplo 5.10 a) El péndulo simple. Consideremos el sistema que modela el
movimiento del péndulo simple

Sea la funcion V(y1,y2) = 3y3 + 1 — cosys que es def. + en Br. Como

V(y1,y2) = yesen y; — yasen y; = 0,

entonces V' es una funcion de Liapunov y podemos asequrar que la solucion
nula es uniformemente estable. Observemos que al no ser 1% def. — no pode-
mos asegurar que @y sea uniformemente asintoticamente estable, pero podria
ocurrir que fuésemos capaces de encontrar otra funcion de Liapunov W tal que
W si sea def. -, y entonces podriamos asequrar que o no solo es estable sino
uniformemente asintdticamente estable.

b) El péndulo con rozamiento. Consideremos ahora un modelo de péndulo
con rozamiento regido por la e.d.o.

y' +ay +seny=0, a>0,

que es equivalente al s.d.o.
Y1 =2
yh = —sen Yy — ays.
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Si consideramos de nuevo la funcién V(y1,y2) = %y% + 1 —cosy; en By, se

verifica que )
V(yye2) = —ay; <0,

y por tanto pg es al menos uniformemente estable. Mds adelante comprobare-
mos, haciendo uso del Teorema de La Salle, que con la misma funcion de Lia-
punov y un pequeno andlisis adicional es posible concluir que @y es uniforme-
mente asintoticamente estable.

Observacion 5.11 No obstante, un gran inconveniente de este método es que
no existen procedimientos generales para construir funciones de Liapunov. Si el
sistema bajo estudio se corresponde con algin modelo fisico, entonces se puede
ensayar con funciones que representen la energia total del sistema. En cualquier
otro caso, aparte del método “a ojo de buen cubero”, se puede comenzar probando
con la funcion

N
Vy)=>_ f).
i=1
Por ejemplo, si consideramos el s.d.o.

{ yﬂz—yl—m—y?
Yo =y1 — Y2 — Vs,

2 2
se observa que V(y1,y2) = (—y1 — Yo — y‘;’) + (y1 — Yy — yg’) es def. + (pues
sdlo se anula en y1 = yo2 = 0, y en el resto de puntos es positiva) y es inmediato
comprobar que

V(yh y?) = 72V(y17 yQ)v

luego V es def. —y podemos concluir que pg es uniformemente asintdéticamente
estable.

Conviene mencionar que usando el resultado de estabilidad en primera aproz-
imacion se puede demostrar que la solucion nula es exponencialmente asintdticamente
estable.

5.3 Una condicion suficiente de inestabilidad. El Teorema
de Chetaev.

Estableceremos ahora una condicién suficiente que garantiza la inestabilidad de
$0-

Teorema 5.12 Supongamos que existe p > 0 tal que B, C D y existe V €
CY(B,) tal que

1. V(0) =0,
2.V es def. + en B,
3. Vo€ (0,p) Ty, € B, tal que V(y,) > 0.

Entonces, ¢ es inestable.
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Demostracion. Procedemos por reduccién al absurdo. Si g es estable,

entonces dado € = § existe §(5) >0 tal que

1(0,y0) D [0,400)

<) =
lvol < { o (t;0,90)| < £.

Como V es continua y Eg es un compacto, entonces existe M > 0 tal que
V(e(t;0,50)) < M, Vt=0.

De la condicion 3. se deduce la existencia de ys € Bsz) tal que V(ys) > 0.

De otra parte, como V es def. + existird a € K, tal que V(y) > a(|y|),
para todo y € B,,.
En consecuencia, como |ys| < 6(5) < p entonces

% (V(p(t;0,95))) = V(‘P(t§ 0,ys5)) > a(|e(t;0,ys5)|) > 0 para todo t > 0.

Esto implica que la aplicacién t € [0,+00) — V(p(t;0,ys)) es creciente y por
tanto
V(p(t:0,y5)) = V(ys) > 0.

Ahora afirmamos® que
Ja >0, ta. [p(t0,y5)>a, VE>0.

Por tanto,

% (V((t:0,95))) = V((t:0,55)) = al|p(t;0,95)]) = ala) >0, Vt >0,

e integrando entre 0 y t resulta
V(p(t:0,y5)) = Viys) +a(a)t
N———/—™—™

!
+00

t——+oo

lo que contradice que V esté acotada por M. [
Ejemplo 5.13 Consideremos el s.d.o.

{ Y=Y+ Y12
yh = —y2 + yi.

La funcién V (y1,y2) = y? —y32 satisface las condiciones del Teorema de Chetaev
y por tanto la solucion ¢q es inestable.

1Si no, entonces para cadan € N 3t, > n tal que

1
lo(tn;0,ys)] < —,
n

y por tanto
0<V(ys) <V (e(tn;0,y5)) — V(0)=0,

n—-+oo

lo que es imposible.
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6 Orbitas de los sistemas auténomos. Los Teo-
rema de La Salle y de Poincaré-Bedixson

Analizaremos con cierto detalle cudl es el comportamiento asintético de las
soluciones de un sistema auténomo y realizaremos también un estudio global
de las drbitas del sistema. Conviene mencionar que en el caso de los sistemas
planos (es decir, para N = 2) vamos a poder aportar mucha més informacién
sobre la evolucién del sistema que en dimensién N > 3, donde la evolucién
puede llegar a ser muy compleja, y conduce al interesante problema del analisis
de los sistemas (aparentemente) caéticos.

6.1 EIl concepto de 6rbita de un sistema auténomo

Consideremos el s.d.o. (13)
v =r)

donde f: D C RN — RY es una funcién localmente lipschitziana en el abierto
D C R¥. Recordemos que podemos interpretar que el sistema (13) representa el
movimiento de una masa puntual en el espacio de fases D. Recordemos también
que en este caso auténomo se verifican

° I(to, y()) =ty + I(O,y0)7 V(to,yo) € RxD.
o o(t;sto,yo) = p(t —t0:0,90), Vt e I(to,yo)-
En consecuencia,

{o(t —t0;0,90) : t €to+1(0,90)}
{o(t —t0;0,y0) : t —to € 1(0,70)}
{o(7;0,90) : 7 € 1(0,90) }-

Esto nos conduce a la definicién de d6rbita asociada a cada punto yo € D.

{e(t;to, yo) = t € I(to,y0)}

Observacion 6.1 En adelante, denotaremos

I(yo) = I1(0,y0), para yo € D.

Definicién 6.2 Se llama drbita (o también caracteristica) del sistema (18) aso-
ciada a (o que pasa por) yo € D al subconjunto v(yo) C D definido por

(o) = {o(t;0,90) : t € I(yo)}
= {¢(t;to,yo0) : t € I(to,yo)}

Observacion 6.3 Conviene diferenciar entre el concepto de orbita que pasa por
un punto y el de trayectoria asociada a una solucion de un problema de Cauchy
para el sistema diferencial.

Definicién 6.4 Se dice que yo € D es un punto critico o estacionario para el
sistema (13) si f(yo) =0, en cuyo caso se verifica que

Y(yo) = {yo}-
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6.2 Orbitas de un sistema auténomo plano lineal

En este caso, las propiedades de estabilidad de la solucién nula, es decir, del
Unico punto critico que tiene el sistema lineal homogéneo (i.e. el cero), es de-
terminante para la configuracién de las érbitas del sistema. Puede consultarse
el texto de J.C. Robinson (2003) para un estudio detallado de dichas configura-
ciones.

No obstante, lo que si conviene resaltar aqui es que cuando el sistema plano
es no lineal, entonces no sélo el punto critico es el determinante de la evolucion
del sistema sino que aparecen otras érbitas (ciclicas) que van a influir en la
representacién del mismo. Por ejemplo, consideremos el sistema

v =v2 + (1 =97 —u3) 5
en ) =R x R”. 14
{ yh = —11 +y2(1 — yi — 43) (14)

Es inmediato comprobar que el iinico punto critico del sistema es el origen, i.e.
(0,0). Efectuando el cambio a coordenadas polares

{ y1 = p(t) cos O(t)
y2 = p(t) sen 0(t)

el problema se escribe como

pr=p(l—p?
0 =—1.

Integrando este sistema se obtiene

1
V1 + ke—2t

lo que implica que las soluciones de nuestro sistema son

p(t) =

0(t) =—t+c,

(y1 (1), y2(t)) = <Cos(t+c) sen (t+c)>

V1+ke 2t 1+ ke 2t
Es facil comprobar ahora que las érbitas del sistema son:
1. el punto critico {(0,0)},
2. la circunferencia unidad,

3. espirales que vienen del punto critico y se acercan a la circunferencia
unidad, o que vienen desde fuera de ésta y acercandose a ella.

En consecuencia, el referente para el comportamiento de las érbitas no es
precisamente el punto critico como ocurria en el caso lineal sino la circunferencia
unidad. En este caso se suele decir que esta circunferencia es un ciclo limite hacia
el que se acercan todas las érbitas salvo la trivial. Es lo que se suele denominar
un conjunto limite atractivo. Volveremos a este asunto méas adelante.

25



6.3 Orbitas ciclicas y conjuntos limites. Propiedades.

Consideremos de nuevo el sdo auténomo (13), y vamos a demostrar una serie
de propiedades que nos seran de utilidad posteriormente.

Proposicién 6.5 Sea yg € D dado. Se verifican:

a) Sitg e R, t1 € I(to,yo) e y1 = @(ti;to,Y0), entonces I(to,yo) = I(t1,91)
Y @(athyO) = ‘P(tathyl) vt € I(t()ayo)'

b) Sit1 € I(yo) e y1 = @(t1;0,40), entonces I(yo) = t1+1(y1) y @(t;0,41) =
@t +11;0,90), Vt € I(y1).

Demostracion. El apartado a) es consecuencia directa de la unicidad de
solucion maximal del problema de Cauchy.

Para demostrar el apartado b), notemos que de las primeras propiedades de
los sistemas auténomos se deduce que

I(ty,y1) = t1 + I(y1)

y por el apartado a) habrd de cumplirse que

t1+ 1(y1) = I(yo)-

Ademds, es inmediato comprobar que, si denotamos por ¢1(t) = ¢(¢;0,41) v
pa2(t) = p(t +t1;0,y0), ambas funciones son soluciones de

{ y' = fy)
y(O) =4

en I(y1). La unicidad de solucién maximal permite asegurar que entonces @1 =
P2. O

Observacién 6.6 Observemos que si y1 = (t1;0,y0) para t1 € 1(yp), en-
tonces

{o(t;0,y1) : t € I(y1)}

{o(t +11;0,90) s t € I(y1)}

={p(t +t1;0,y0) : t +t1 €t1 + I(y1)}
{o(t+1150,90) : t +t1 € I(yo)}
{e(750,90) : 7 € I(yo)}
Y

Por lo tanto, como consecuencia directa de esta observacién se deduce:
Proposicién 6.7 Sean yy,y1 € D. Se verifican:

a) y1 € 7(yo) <= 7(vo) = 7(y1)

b) v(yo) N v(y1) # 0 <> ~v(yo) = v(y1) (en otras palabras: dos drbitas o
coinciden o no se cortan).
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Observaciéon 6.8 Asi pues, dado un punto yo € D, existe una unica orbita
que pasa por yo. Dicha drbita se puede descomponer en dos semidrbitas v (yo)
(positiva) y v~ (yo) (negativa) dadas por

7 (o) = {(t:0,90) : t € I(yo) N[0, +00)}
7" (o) = {#(t:0,90) = t € I(yo) N (—00,0}.

Es inmediato demostrar que se verifica la siguiente proposicién.
Proposicién 6.9 Sean yo € D e y1 = p(t1;0,y0) € v(yo). Se verifican:
a) Sity = 0= 7"(yo) =" (y1) N {p(t;0,90) : t € [0,21)}.

b) Sity <0=7"(y1) =7 (yo) N {e(t:0,50) : t € [t1,0]}.

Definicién 6.10 Se dice que la drbita v(yo) es ciclica o cerrada si I(yg) = R
y ademds 3T > 0 tal que

o(t+T;0,50) = ¢(t;0,50), Vt€R.
En tal caso se dice que T es un periodo de la orbita.
Observacién 6.11 .

1. Resulta inmediato comprobar que las drbitas ciclicas del sdo (13) se cor-
responden con las soluciones periddicas de dicho sistema. En el caso en
que yo € D sea un punto critico, entonces se tendrd que vy(yo) = {yo} v
en este caso se dice que ¥(yo) es una Jrbita ciclica degenerada.

2. 8i y(yo) es ciclica, entonces v(yo) = v (y0) = v~ (yo). Ademds, si y; €
7(%o) = 7" (v0) = 7" (31)

Proposicién 6.12 Sea yg € D. Si la drbita y(yo) se corta a si misma, es decir,
si existen t1,ta € I(yo),t1 # to, tales que ¢(t1;0,90) = @(t2;0,90), entonces
Y(yo) es ciclica.

Demostracion. Sea y1 = p(t1;0,y0) = ©(t2;0,yo). Entonces,

I(ti,y1) =t1 + I(y1)
I(ta,y1) =ta + I(y1).

Por la Proposicién 6.5 tendremos que

ty+1(y1) =t2+ I(y1)

lo cual es unicamente posible si I(y1) = I(y2) = R (en caso contrario se llegaria
a contradiccién con el hecho de que I(y1) e I(y2) son abiertos y maximales).

Por otra parte, si suponemos por fijar ideas que to > t1, tomando T = t5—11,
resulta que las funciones p1(t) = ©(t;0,y0) vy 2(t) = @(t + T;0,y0) son
soluciones del sistema diferencial (13) en RxD y verifican ademds ¢1(t1) =
©a(t1), con lo que habran de ser idénticas en todo R. [

Ahora introduciremos otro concepto importante como es el de conjunto in-
variante.
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Definicién 6.13 Sea I' C D. Se dice que T es

a) invariante si y(yo) C T para todo yy € T,

b) positivamente invariante si v (yo) C T para todo yo € T,
c) negativamente invariante si v~ (yo) CT' para todo yo € T.
Observacion 6.14 Es inmediato comprobar que

1. Toda orbita es un conjunto invariante.
2. T' C D es invariante <= T = U Y(yo)-
yo€l’

3. T C D es positivamente (resp. mnegativamente) invariante <= T' =

Ut o) (resp. T= v o))

yo€l yo T

Finalmente definimos el concepto de conjunto limite que jugarda un papel
primordial en el andlisis de las drbitas.

Definicién 6.15 Sea p € RYN. Se dice que p es un punto limite positivo (resp.
negativo) asociado a yo € D si IH{t,} C I(yo) tal que

1.ty — supl(yo) (resp. tn — inflI(yo)),

oo
2. lim ¢(t,;0,y0) = p.
n—oo
Definicién 6.16 Dado yo € D se llama conjunto limite positivo (resp. mega-
tivo) asociado a yo al conjunto
At(y)=1{pe RN : p es un punto limite positivo asociado a Yo}
(resp. A (yo) = {p €RYN : p es un punto limite negativo asociado a yo}).

Si A C D, se define
A=(A) = ([ A (wo).
YoE€EA

Observacion 6.17 Observemos ahora lo siguiente.
1. Los conjuntos limites son subconjuntos (eventualmente vacios) de D.

2. 81 y(yo) es ciclica, entonces AT (yo) = A~ (yo) = Ayo). En efecto, pro-
cedamos con AT (yo). Como ~y(yo) es ciclica, entonces existird T > 0 tal
que

V(o) = {(t:0,50) : £ € [0,T7}
que es un compacto (cerrado y acotado por tanto). Sea ahora p € AT (yo),
entonces IHt,} C I(yo) con tn, — supI(yo) tal que

p = lim o(tn;0,90) € ¥(y0) = 7(%0)-

Luego AT (yo) C v(yo). Para demostrar la inclusion contraria observemos
que si p € Y(yo) entonces It; € [0,T] tal que p = ©(t1;0,y0) = @(t1 +
nT;0,y0) para todo n € N. De esta forma se tendrd que

p= lim ot +nT;0,50) € A*(yo).
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3. En el ejemplo correspondiente al sistema (14) considerado anteriormente
se verifica que:

. . 0 St |y0| <1
At (yo) = { Cef. unidad 5t 40 70, , A (yo) =< Ccf. unidad si |yo| =1
0 sty0 =0 0 si Jyo| > 1.

4. Denotemos por (a, 8) = I(yo). St B < 400 entonces se puede comprobar
que

T;r(-;07yo) = {8} x A" (yo).
Andlogamente, si —oo < «a entonces

T o = {0 X A~ (o).

A continuaciéon demostraremos una serie de propiedades de los conjuntos
limites que nos seran de utilidad.

Proposicién 6.18 Sea yo € D. Se verifican:

1. At (yo) = AT (v(yo)) = AT (v (yo)) = AT (v (0))-

2. v (yo) =7 (yo) UAT (yo).

3 A (o) = () 7).

y1€7(yo)

Demostracion. Observemos en primer lugar que y; € v(yo) <
Yo € v(y1). En consecuencia, basta con demostrar que si y; € v(yo) entonces

AT (y1) € A (yo).
Sea pues y; € v(yo), entonces It; € I(yo) tal que y1 = p(t1;0,y0). Sea

ahora p € At (y1), entonces 3{t,} C I(y1) con ¢, — supI(y;) tal que

p= lim @(t;0,91).
Por la Proposicién 6.5 sabemos que I(yg) =t1 + I(y1) y que

e(t:0,51) = p(t1 +1;0,50) VE € I(y1).

Denotando por t, = t; + t,, tendremos que t, — sup I(yo) y

p= nh_{fgo SD(t:L; 0,%0),
luego p € AT (yo)-

La inclusién v" (yo) U AT (yo) C v+ (yo) es inmediata. Sea pues p €

¥F(yo), entonces t,, € I(yo) N[0, +00) tal que
Tim o(tn; 0, 90) = p-

Sea 3 = supI(yo). Si sup, t, = b < [, entonces existe una subsucesién {t, }
que converge a by, por tanto, p = ¢(b;0,y0) € v (yo). Si, en cambio, lo que se
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verifica es que sup,, t, = 3, entonces existe una subsucesién {t,, } — 8 tal que
Jim_ @ (tn,;0,40) = p; con lo que p € A*(yo)-
— 00

Sea p € At (yo) = It} C I(yo) con t, — supI(yo) tal que
Jim_o(n;0,50) = p-

Sea ahora y1 € v(yo) = 3t1 € I(yo) tal que y1 = ¢(t1;0,y0).
Como ¢, — supI(yo) y t1 € I(yo), entonces Ing € N tal que &, > #;
Vn > ng. Por tanto, gracias a la Proposicion 6.5, se tiene

n—oo

= lim o( t, —t1 +11;0,90)
——

n—oo
>0 si n>ng

= lim @(t, —t1;0,y1)
n—oo

Cyt(y)-
Reciprocamente, sea p € v+ (y1), Yy1 € Y(yo). Tendremos que demostrar que
Htnt —supI(yo) tal que

p= lim ¢(t,;0,90).
n—oo

Consideremos ahora una sucesién {a,} C I(yo) tal que ay, — sup I(yo).

Para a1, como p € v+ (p(a1;0,30)), existitd t1 € I(yg) con t; > gy y tal
que d(p(t1;0,40),p) < 1.

Para ag, como p € v+ (p(a9;0,y0)), existird ty € I(yo) con to > as vy tal
que d(p(ta;0,90),p) < .

En general, para o, como p € v*(p(an;0,10)), existird ¢, € I(yo) con
t, > ay y tal que d(p(t,;0,90),p) < %

En consecuencia, se tiene que t, — sup I(yo) v que

Jim_o(tn;0,50) = p,
luego p € AT (yo). O

Proposicién 6.19 Sea yo € D. Se verifica que At (yo) N D es un conjunto
invariante (eventualmente vacio). En particular, si AT (yg) N D es un tinico
punto, entonces dicho punto es critico.

Demostracion. Supongamos que AT (yo)ND # (), entonces Jy; € AT (yo)ND.
Demostremos que y(y1) C AT (yo) N D.

Como y3 € D = «(y1) C D. Resta por tanto comprobar que v(y;) C
A*(yo).

Observemos en primer lugar que sup I (yo) = 400, ya que, si fuese sup I(yg) =
3 € R, entonces (3,y1) € TL:(‘;O,yo) vy (B,y1) € RxD, lo que contradice la carac-
terizacién de las soluciones maximales del problema de Cauchy. En consecuen-
cia, 3t,, — +oo tal que y; = nh_)no10 ©(tn;0,y0)-
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Dado p € y(y1),3t* € I(y1) tal que p = @(t*;0,y1). Ahora bien, como
(t*;0,y1) € O, este conjunto O es abierto y

(t"50,0(tn;0,90)) — (t%0,u1),

n—oo
entonces Ing € N tal que Vn > ng
y por tanto
p=¢(t0,y1) = lim o(t*;0,0(tn; 0,30)) = Hm o(t* +1,;0,90),
n—oo n—oo
y como t* +t, € I(yo) Vn > ng, y t* +t, — 00, se tiene que p € AT (yo). O
Proposicién 6.20 Sea yg € D tal que yv*(yo) estd acotada. Entonces,

1. A" (yo) es un compacto no vacio.

2. lim  d(e(t;0,y0), At (o)) = 0.

t—sup I(yo)

Demostracion. Como por la Proposicion 6.18 se tiene que

AT (yo) = ﬂ 7+ (),

y1€7(Y0)

es inmediato comprobar que A*(yo) es cerrado. Por otra parte, como AT (yo) C
~v*(yo), entonces es también acotado, y por tanto compacto.

Por otro lado, para cualquier sucesion ¢, — sup I (yo) se tiene que {¢(¢,;0,y0)}
es una sucesién acotada que posee una subsucesién convergente. Luego AT (yp)
es no vacio.

Por reduccién al absurdo, si lim  d((t;0,90), At (y0)) # 0, en-

t—sup I(yo)

tonces
Je > 0,3t € I(yo)N[0,+00) con t, —supl(yo) y d((tn;0,90), AT (y0)) =€ > 0.

Ahora bien, como {¢(t,;0,90)} C 7" (yo) que estd acotada, entonces existird
una subsucesion t,,, — sup I(yg) tal que

lim ¢(tn;0,50) = p € A" (o).
Nk —00
Pero esto no es posible pues como

d((p(tnk;oa:UO)vA_‘—(yO)) >e> 07

tendremos que

d(p, A" (yo)) = lim d(p(tn,;0,90), AT (y0)) > >0. O

nj—00
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6.4 El Teorema de La Salle. Consecuencias

El Teorema de La Salle es un resultado muy importante que asegura la exis-
tencia de conjuntos atrayentes para las érbitas de un sistema auténomo. Este
conjunto va a ser fundamental para el estudio asintético de la dindmica del
sistema diferencial.

Teorema 6.21 (de La Salle) Sea K C D un compacto y sea V € C'(D) tal
que V(y) <0 para todo y € K. Sea yo € K tal que v (yo) C K. Denotemos
por .

E={yeK:V(y) =0}

y sea M el mayor subconjunto invariante de E (i.e. el subconjunto de E formado
por todas las drbitas completas). Entonces

i) supI(yo) = +o0,

ii) At(yo) C M (en particular, M # (),

i) lim_d(e(t;0,0), M) = 0.

Demostracion. Observemos en primer lugar que por ser y*(yo) C K, se

tiene que vT (yo) estd acotada, de donde se deduce que At (yp) es un compacto
no vacfo e invariante. Ademas se verifica que A" (yo) C K C D, lo que implica
que sup I (yop) = +oo (véase la demostracién de la Proposicién 6.19).

Para demostrar este apartado basta comprobar que A™(yg) C E, ya que

al ser AT (yp) invariante, necesariamente habréa de estar contenido en el mayor
subconjunto invariante de F, es decir, habréa de verificarse que A" (yo) C M. Y
por tanto bastard con demostrar que V(p) = 0 para todo p € AT (yo). Para
ello, denotemos por

olt) = V(e(t:0,50)), > 0.

Entonces

v'(t) = V(e(t;0,y0)) < 0,Vt >0,

de donde se deduce que

I L= lim v(t) € [—o0,V(yo)].

t—+4oo
Observemos que . li$1 v(t) > —oo ya que, al ser At (yg) # 0, existira al menos
[ — 100
un punto pg € At (yo), lo que implica la existencia de una sucesién t,, — +oo

tal que lim ¢(t,;0,%0) = po, y por tanto
n—oo

lim v(t) = lim v(t,) = V(po) € R.

t——+oo n—oo
Miés aun, del razonamiento anterior se deduce en realidad que
L= , ligl v(t) = V(p), paratodo pe€ At (yo).
— T 00
Demostremos ya que V(p) = 0 para todo p € AT (o). Tomemos para ello

un punto p € AT (yp). Como AT (yg) es invariante, v(p) C AT (yo), es decir,
©(t;0,p) € AT (yo) para ¢ € I(p). Entonces

V(p(t;0,p)) = L, paratodo t € I(p),
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y, consecuentemente,

V(o(t:0,9)) = LV (p(6:0.0) =0, ¥t € ().

y particularizando para t = 0 se deduce
V(p)=0.
Este apartado es consecuencia directa de la Proposicién 6.20. O

Corolario 6.22 Sea K C D un compacto positivamente invariante y sea V €
CY(D) tal que V(y) <0 para todo y € K. Denotemos por

E={yeK:V(y) =0}
y sea M el mayor subconjunto invariante de E. Entonces

lim d(p(t;0,90), M) =0, para todo yo € K.
t——+oo

(Se suele decir que M es un atractor para el compacto K ).
Demostracion. Es una consecuencia directa del Teorema de La Salle. [

Corolario 6.23 Supongamos que D = RN y que existe V € CH(RYN) wverifica
que V(y) <0 para todo y € RNV g ‘ |lim V(y) = +oo. Entonces,
Yy|—-+o0

1. para todo yo € RN se tiene que v+ (yo) estd acotada;

2. denotando por

E={yeR":V(y) =0}

y por M el mayor subconjunto invariante de E, se verifica que M # 0 y

lim d(p(t;0,90), M) =0, para todo yo € RN

t——+oo

(se dice entonces que M es un atractor global para el sistema diferencial

(13)). O

Corolario 6.24 Supongamos que 0 € D, f(0) = 0 y existe p > 0 tal que
B, C D y existe V € C*(B,) tal que

i) V es def. + en B,,
ii) V(y) <0 para todo y € B,,

iii) {0} es el tinico subconjunto invariante de E = {y € B, : V(y) = 0}.

Entonces la solucion nula de (13) es uniformemente asintéticamente es-
table.
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Demostracion. De i)+ii) se sigue que V es una funcién de Liapunov para
(13), lo que implica que ¢y sea uniformemente estable. Aplicando la definicién
de estabilidad uniforme con € = § se deduce la existencia de v > 0 tal que

I(y0) > [0, +00)
<
'90'—72{ Io(t:0,0)| < £, V> 0.

Denotemos por K = EP/Q C D que es un compacto tal que V(y) < 0 para todo
y € K y ademés v+ (yo) C K para todo yp € K. Entonces el Teorema de La
Salle implica que

lim d(p(t;0,y0), M) =0,

t—-+o0

y como M = {0}, entonces ¢ es atractivo. [

Este corolario es de gran interés para poder asegurar que determinados sis-
temas diferenciales poseen soluciones uniformemente asintéticamente estables
usando funciones de Liapunov cuya derivada respecto del sistema no sea definida
negativa. Ilustrémoslo con el ejemplo del péndulo con rozamiento.

Ejemplo 6.25 Consideremos la edo del péndulo con rozamiento
y' +ky +seny=0, con k>0.

Esta ecuacion es equivalente al s.d.o.

y’1 = Y2
yh = —kys — sen y;.

Ya conocemos que la funcion V(y1,y2) = %y% + 1 — cosyy satisface i)+ii) del
Corolario 6.24 en By, con lo que pq es uniformemente estable. Para demostrar
que es atractivo basta comprobar que {0} es el dnico subconjunto invariante de

E={y€B,:V(y) =0} ={y € Br: —ky3 =0} = {(11,0) : |s1| < 7}.

Tomemos un punto Yo = (yo1,0) € E\{(0,0)} y comprobemos que v(yo) g E.
Para ello, observemos que

Y(yo) = {0(t:0,y0) = (p1(t), p2(t)) : t € I(yo)},

y por tanto

{ ¢1(0) = ¢2(0) =0
©5(0) = —kep2(0) — sen ¢1(0) = —sen yo1 # 0,

luego o no puede ser idénticamente nula, y consecuentemente v(yo) £ E.

6.5 El Teorema de Poincaré-Bendixson

Ya hemos visto anteriormente un ejemplo de un sistema auténomo plano en el
que la existencia de una drbita ciclica determinaba completamente el compor-
tamiento global del sistema. Esta situacién es bastante frecuente en los sistemas
auténomos planos como vamos a poner de manifiesto a continuacion, gracias al
Teorema de Poincaré-Bendixson. Es interesante resaltar que este resultado es
exclusivo para sistemas planos pues la demostracién (que omitiremos) se basa
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en el Teorema de la curva cerrada de Jordan que sélo se verifica en dimensién
2.

En general, ya sabemos que se verifica que si yg € D es tal que v (yo)
estd acotada, entonces AT (yo) es un compacto no vacio e invariante (es decir,
formado por puntos criticos y érbitas completas). Pues bien, en dimensién
N = 2 se puede afirmar mas, en concreto, si AT (yo) no contiene puntos criticos,
entonces es una 6rbita ciclica no degenerada y ademas v (yo) se acerca a At (yo)
en espiral.

Estableceremos pues este importante resultado.

Comenzaremos con la definicién de segmento sin contacto (ssc) y acer-
camiento en espiral. A partir de ahora suponemos N = 2.

Definicién 6.26 Se llama (ssc) respecto del sistema diferencial (13) a todo
segmento finito L C D tal que

1. L no contiene puntos criticos.

2. f no es paralelo a L en ningin punto de L, es decir, si L = [y1,y2] = {y €
D:y=Ay1 + (1 —Nyz, A €[0,1]} entonces

{ fly) #0, VyelL,
(y1,y2) - (f2(y), —f1(y)) #0, Vye L.

Definicién 6.27 Sean yo,y* € D y supongamos que y(y*) es ciclica. Se dice
que v (yo) se acerca en espiral a v(y*) si dados t € R y un ssc L que contenga
a p(t;0,y*) en su interior, se verifica que

LNy (yo) = {e(tn; 0,90) : n > 1}
tales que
1. o(tn;0,90) — ¢(;0,y) cuando n — oo,

2. sobre el segmento L se verifica que ¢(t,11;0,y0) se encuentra entre p(t,;0,yo)
Yy ©(tnt2:0,90).

Podemos ya enunciar el teorema.

Teorema 6.28 (Poincaré-Bendixzson) Sea yo € D y sea K C D un com-
pacto tal que v (yo) C K (resp. v~ (yo) C K) y supongamos que At (yo) (resp.
A~ (y0)) no contiene puntos criticos. Entonces,

i) At (yo) (resp. A= (yo)) es una drbita ciclica no degenerada.
if) O bien vy (yo) (resp. v~ (yo)) es ciclica y en ese caso y* (yo) = AT (yo) (resp.
v (yo) = A~ (yo)), 0 bien v* (yo) (resp. v~ (yo)) se acerca en espiral hacia
At (yo) (resp. A (yo)), en cuyo caso se dice que A (yo) (resp. A~ (yo))
es un ciclo-limite.
Referencias.
1. P. Hartman, Ordinary differential equations, John Wiley & Sons, Inc.,
New York, 1964

35



. R.K. Miller & A.N. Michel, Ordinary differential equations, Academic
Press, London, 1982.

. M.R. Rao, Ordinary differential equations. Theory and applications, E.
Arnold (Publisher) Ltd. London, 1981.

. J.C. Robinson, An introduction to ordinary differential equations, Cam-
bridge University Press, Cambridge, 2004.

. N. Rouché & J. Mawhin, Equations différentielles ordinaires, Tomo 2, Ed.
Masson, Paris, 1973.

36



