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CAPITULO 1

Clasificacion de las EDPs. Caracteristicas.

1.1. Definiciones y notacién

En este curso vamos a seguir y a ampliar el estudio de las Ecuaciones en Derivadas Parciales (en lo que
sigue EDP) iniciado en la asignatura de cuarto curso, EDP y Anélisis Funcional. Comenzamos recordando
algunos conceptos introducidos el anio pasado en la referida asignatura.

De manera imprecisa, una EDP es una ecuaciéon en la que la incégnita es una funcién de dos o mas
variables independientes, y tal que en dicha ecuacién aparecen derivadas parciales, respecto de las variables
independientes, de la funcién incognita. Se denomina orden de una EDP al mayor de los 6rdenes de las
derivadas parciales que aparecen en la misma. Asi, por ejemplo, si u = u(z,y) es una funcién incégnita de
las dos variables independientes = y ¥, entonces la ecuacién

0*u

2 _

es una EDP de cuarto orden.

Definicion 1.1. Sea N > 1 un entero. Una EDP de sequndo orden en las N wvariables independientes
x1,T2,...,ZN Y en la funcion incdgnita u = u(x1, x2,...,TN), €S una expresion de la forma

@ % ou  0%u 9%u 82u> _o

(1) <m1 T2 TN o 0wy Qa0 Omidz; T 9,

donde, por fijar ideas, F : U — R, con U C RV 2N+ ghierto no vacio, es una funcion continua dada, es
decir, con la notacion habitual, F € CO(U).

Para simplificar la notacién, es costumbre denotar

xr = ($1,$2...,:BN), U:u(x% Vu = Du — <(9u ou Ou >’

0x1’ Oz’ 7 Oxn

el denominado gradiente, y

Dy — <82u 0%u O*u )

2 bl . '7"'7 2
Oxy O0x;0x; ory,

(Hessiano de u) y con esta notacién escribir la EDP (1.1) como
(1.2) F(x,u, Du, D*u) = 0.

3
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A diferencia de lo que sucede con las ecuaciones diferenciales ordinarias, no existe una teoria general de
las EDP, ni de las EDP de segundo orden. Lo que se puede desarrollar son teorias generales de “tipos” de
EDP.

El concepto de solucién de una EDP resulta de capital importancia. Para la ecuacién (1.2), el citado
concepto, que a primera vista parece evidente, ha dado lugar al desarrollo de conceptos de gran importancia
en la actualidad, tales como la teoria de Distribuciones, los espacios de Sobolev, etc, que seran introducidos
en la segunda parte de este Curso.

Por el momento, nos limitamos a introducir el concepto siguiente:

Definicién 1.2. Una solucion cldsica de (1.2) es cualquier pareja (U,u) tal que
a) U C RN es un abierto no vacio,
b) u:U — R funcion, u € C*(U),
c¢) (z,u(z), Du(z), D*u(x)) €U Yz eUy
d) F(x,u(z), Du(x), D*>u(x)) =0 VzeU.
Se dice entonces que u es solucion de (1.2) en el abierto U.

Como ya ha sido dicho, no existe una teoria general para las EDP de segundo orden. Ademés, no todas
estas ultimas resultan tener el mismo interés; las hay que tienen tan sélo un interés puramente académico,
mientras que hay otras cuyo interés reside en su origen en la Fisica, en otra Ciencia de la Naturaleza, o en
las Matematicas mismas. Nosotros nos vamos a interesar preferentemente por este ultimo tipo de EDP de
segundo orden.

A continuacién, introducimos un caso particular muy importante de la EDP (1.2).

Definicion 1.3. Una EDP lineal de segundo orden en la incignita u y en las variables independientes
x = (x1,22,...,2N), es una EDP de la forma

13 N - 9%y N h ou B
(1.3 3 o)y + o hlo) g el = £(o)

donde a;j, b;, ¢ y f son funciones dadas en C%(Q), con Q un abierto de RN. A las funciones aij, by y c se
las denominan los coeficientes de (1.3), mientras que la funcion f es denominada el término independiente
de la ecuacion.

Si f =0, se dice que (1.3) es homogénea. Si las funciones a;j, by y ¢ son todas constantes, se dice que
(1.3) es una EDP lineal de sequndo orden con coeficientes constantes.

Observacién 1.4. En (1.3) siempre supondremos, lo cual no es restrictivo, que a;; = aj;. Evidentemente,
una solucion cldsica de (1.3) es cualquier par (U,u) tal que U C Q sea un abierto no vacio, u € C*(U), y

N 2U X N u\x
> ayla) g + 3 ble) ok + claula) = f(a) V€.
ij=1 v i=1 ¢

Observacion 1.5. Otras dos clases muy importantes de EDP de sequndo orden son las semilineales, que

son de la forma
N

0%u
Z CLZ]((E)W = f(SU,’LL, DU),
i,j=1 ket
y las EDPs cuasilineales, cuya forma general es

N
0%u
Z aij(z,u, Du) SO f(x,u, Du).
0T

ij=1
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1.2. Reducciéon de EDP semilineales de segundo orden a la forma candnica

Nos planteamos en esta seccion establecer primero una clasificacién de ecuaciones semilineales de segundo
orden en el caso particular N = 2, y luego considerar el caso de ecuaciones lineales con coeficientes constantes
en el caso de N variables. Probaremos que éstas pueden reducirse a una forma simplificada denominada

canonica.
1.2.1. Ecuacién semilineal de segundo orden para N =2

Trabajaremos con una ecuacién semilineal de segundo orden en dos variables independientes (que de-

notaremos ahora z e y). Cambiaremos la notacién utilizada hasta ahora y denotaremos ugz, uy, Uzy, ... a
las distintas derivadas parciales de la funcién u respecto de las variables independientes. Con esta notacién
consideramos

(1.4) a(z, y)ugs + 2b(x, Y) Uy + (2, Y)Uyy = d(T, Y, U, Uz, Uy)

donde a, b, ¢ y d son funciones regulares dadas. Como veremos posteriormente, serd importante conocer el
signo de la siguiente cantidad, denominada discriminante de la ecuacién (1.4) en el punto (z,y) € G-

D(CI}, y) = a(x7 y)C(.’L’, y) - bQ(xv y)
Asi podemos definir

Definicién 1.6. La ecuacion (1.4) es llamada hiperbdlica, parabdlica o eliptica en el punto (z,y) € G si el
discriminante D de la ecuacion en el punto (z,y) es negativo, nulo o positivo respectivamente. La ecuacion
(1.4) es hiperbdlica, parabolica o eliptica en G si lo es en cada uno de sus puntos.

Observacién 1.7.  a) Supongamos que los coeficientes a, b y ¢ son constantes. La expresion

(3 2)(3)=

representa geométricamente en coordenadas cartesianas una hipérbola si ac — b*> < 0, una elipse si
ac — b*> > 0 y una pardbola si ac — b*> = 0. Ello justifica la terminologia empleada en la definicion
anterior.

b) Es claro que si una ecuacion es hiperbélica o eliptica en un punto (xg,yo) lo es en un entorno del

punto.

Consideramos la ecuacién semilineal (1.4). Nos planteamos encontrar un cambio local de variables inde-
pendientes en un entorno O de un punto (zg,yo) € G, dado por

3:gb($,y) 2
{ F— (o) con ¢, € C*(0)

con jacobiano ¢, — ¢y1P, no nulo en O y tal que la ecuacién (1.4) se transforme en ug = g(s,t,u, us, ur)
con (s,t) variando en el abierto imagen. Supondremos también que no todos los coeficientes son nulos en
(0, ¥o0). Utilizando la regla de la cadena y tras un sencillo célculo obtenemos

Uy = UsPy + Uy,

Uy = Usd’y + Uﬂ/}y,

Ugy = Uss(¢r)2 + 2U5t¢x7/)x + utt(¢x)2 + Us¢:ca: + Ut¢xx7

Ugy = uss¢a¢¢y + Ust(¢x¢y + Qbyd}x) + Utﬂbxwy + Us¢xy + Ut¢xya
Uyy = Uss(¢y)2 + 2Ust¢y77[}y + Utt(wy)Q + usqbyy + th/)yy-
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Llevando este cambio a la ecuacién (1.4) y pasando todas las derivadas de primer orden al segundo miembro,
llegamos a la ecuacién en las nuevas variables

(15) A(Sa t)uss + 23(37 t)ust + C(Sa t)utt = g(s, ta U, Us, Ut)
cuyos coeficientes vienen dados por

A = a(dy)? + 2bd,dy, + c(dy)?,
B = a¢x¢m + b((bxwy + ¢y¢$) + C¢ywyv
C = a(thz)? + 26ty + c(1h,)?.

El discriminante de la nueva ecuacién (1.5) viene dado por

5(57 t) = (d’:pﬂly - ¢y¢x)2D(SL‘, y)

lo que demuestra que el signo de este discriminante es invariante bajo la transformacién de variables anterior.

Como nuestro objetivo es reducir la ecuacién (1.5) a una forma mads sencilla, pensemos por ejemplo
encontrar un cambio de variable de forma que

A=C=0.
Esto es equivalente a encontrar soluciones de la EDP de primer orden

(1.6) a(¢z)* + 2bg.dy + c(dy)? = 0.

Una curva caracteristica de (1.4) es cualquier curva plana definida de manera implicita por la igualdad
¢(x,y) =k, con k € R fijado, y ¢ solucién de (1.6). A la EDP (1.6) se la denomina la ecuacién de las curvas
caracteristicas de (1.4).

1.2.1.1. Caso hiperbdlico

Supongamos que la ecuacién (1.4) es hiperbdlica en (xo, yo) y por comodidad, supongamos que a(xo, yo) #
0 (si fuese ¢(zg, yo) # 0 razonariamos de manera andloga intercambiando los papeles de las variables; si ambos
coeficientes fuesen cero, ya tendriamos la ecuacién en su forma candnica). Para anular los coeficientes A y
C, bastaria tomar como funciones ¢ y ¢ dos curvas caracteristicas de la ecuacién (1.4). En concreto, en este
caso la ecuacién

(1.7) aX? + 20\ +c=0
tiene dos raices reales distintas, A\1(x,y), A2(x,y), por lo que podemos tomar ¢ y 1 soluciones de
Gz — )\1(.%‘, y)¢y =0, Yy — )\2(1'7 y)wy =0.

De la expresion del discriminante D y teniendo en cuenta que A y C son nulos, deducimos que B? > 0.
Dividiendo la nueva ecuacion por el coeficiente B, llegamos a la forma candnica

ust = F(s,t,u,ug, uy).
Un cambio de variables adicional o = s + ¢, 7 = s — t, transforma esta ecuacién en
Ugo — Urr = G(O, T, Uy Ug, Uz ),

en la conocida ecuacion de ondas semilineal. En este caso hiperbdlico, se dice que esta tltima ecuacién es la
forma candnica de (1.4).
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1.2.1.2. Caso parabdlico

Supongamos ahora que la ecuacién (1.4) es parabdlica en (zg,%0) y, de nuevo, que el coeficiente a
es no nulo en (xg,yo). En este caso, (1.7) sélo tiene una raiz, A\;, y podemos tomar como ¢ la solucién
correspondiente a A1 y como ¢ una funcién regular tal que el jacobiano ¢,v, — ¢4, sea no nulo en un
entorno de (g, y0). En este caso el coeficiente A es idénticamente nulo y, gracias al caracter parabdlico de
la ecuacién, B? — AC' = 0, obtenemos B = 0. Dividiendo la ecuacién por el coeficiente C' (necesariamente
no nulo) llegamos

Ut = F($7 tv U, Us, ’LLt),
la forma candnica para ecuaciones parabdlicas semilineales de segundo orden en dos variables independientes.
1.2.1.3. Caso eliptico

Este caso es el mas complejo. La ecuacién (1.7) no tiene raices reales. Se procede de la siguiente forma:
sea A una de las dos raices complejas conjugadas. Calculamos ¢ tal que

¢x_)‘¢y:0

y después tomamos

¢ = Re(d), 1 =Im(d).

No es dificil comprobar que este cambio tiene jacobiano no nulo, que el coeficiente B de la ecuacién en
las nuevas variables se anula y que A = C # 0. Dividiendo por este ultimo coeficiente, obtenemos la forma
candnica:

Uss + Uttt = F(Sa t? U, Ut, uS)
que es la ecuacién de Laplace semilineal.
1.2.2. Caso general

Consideramos en este caso la ecuacién lineal de segundo orden con coeficientes constantes

N

(1.8) Y a ”a axj Zb -+ cu=f,

i,j=1 i=1

con f € C°(Q) dada, siendo Q C RY abierto, y ai; = aj; € R, b € Ry ¢ € R dados. Denotemos por
A a la matriz simétrica A = (ai;). Sea p > 0 el nimero de autovalores positivos de A y ¢ > 0 el ntimero
de autovalores negativos de A, en ambos casos, contando a cada autovalor tantas veces como indique su
multiplicidad. Evidentemente, p 4+ g es el rango de A.

Por la ley de inercia de Sylvester, existe una matriz real N x N no singular, que denotaremos por P, tal

que
I, 0 0

A=PDP', con D=| 0 -1, 0 |,
0 0 0

donde I, e I; denotan respectivamente la matriz identidad p x p y ¢ x q.

En el caso en que p 6 ¢ es igual a N, se dice que la ecuacién (1.8) es eliptica. Si (p,q) = (N — 1,1)
6 (p,q) = (1, N — 1), se dice que la ecuacién (1.8) es hiperbdlica. Finalmente, se dice ecuacién (1.8) es
parabdlica si (p,q) = (N —1,0) 6 (p,q) = (0, N — 1), y la componente N-ésima del vector P~'b, donde
b = (b, ...,bx)", es no nula.

Se puede demostrar el resultado siguiente (ver [3]):
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Teorema 1.8. Con la notacion precedente, consideremos el cambio de variables independientes y de funcion
icognita dado por

y =P lz, u(y) = u(Py)es™,
donde
1 P 1 p+q
9y) =5 > [P ui - 3 > [P,
i=1 i=p+1

En estas nuevas variables, la ecuacion (1.8) se transforma, segin los casos, como sigue:

a) Si (1.8) es eliptica, la ecuacion se transforma en

N 52y
i—1 9Yi
donde k € R y h € C° (P~H()).

b) Sila ecuacion (1.8) es hiperbélica, ésta se transforma en

N-1
9%

&—Z—wv—h( )

(1.10)
donde k € R y h € C° (P~1(2)).

c¢) Sila ecuacion (1.8) es parabdlica, ésta se transforma en
ov 0%
(1.11) [P(b)] —+5Z 8—y2—|—/ﬂ/:h(y),

dondeke]R,hECO(Pfl(Q)),y(Szlsip:N—l 66=—-1sig=N—1.

Observacién 1.9. En los casos a) y b) del teorema precedente, las ecuaciones (1.9) y (1.10) son denomi-
nadas, respectivamente, la forma candnica de (1.8) cuando ésta es eliptica 6 cuando es hiperbdlica. En el
caso c¢), multiplicando si es preciso (1.11) por —1, ésta queda en la forma

= v
(1.12) v Z; o2 + Bu = 1(y),
donde a € R cona #0, BER, 1 € CY (P_I(Q)).
Si en (1.12) hacemos el cambio de variables
yn = at, w(y =1, ., yn—1,t) = v(y — 1, ..., yn—1, at)e,

se obtiene la denominada forma candnica de la ecuacion (1.8) en el caso parabdlico:

N-1
ow Pw -
ot - ) 2 :l(y_]-a"'ayN—lat)'
-1 Y
Observacién 1.10. Es posible dar una clasificacion de ecuaciones en derivadas parciales mds generales.
En concreto, una clasificacion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales de orden superior a dos y una
generalizacion para ecuaciones o sistemas de ecuaciones no lineales. Para profundizar algo mds en el tema,

consultese [11].



CAPITULO 2

Principios del maximo. Resolucién del problema de
Dirichlet-Laplace: Método de Perron.

El objetivo fundamental del presente tema es demostrar la existencia de solucién al Problema de Dirichlet
para la ecuacién de Laplace.

Concretemos un poco méas. Sea 2 un abierto acotado no vacio de R (N > 2 entero). Suponemos fijadas
f € C°(9), no idénticamente nula, y g € C°(99), y nos planteamos el problema:

—Au=f en Q,
u=yg sobre 0f).

(PDP)

Del problema (PDP) podemos afirmar los siguientes hechos:

a) Si (PDP) posee solucién clasica, ésta es unica.

b) Incluso aunque 2 sea una bola y g = 0, no siempre posee solucién clasica (para un contraejemplo
en este sentido se puede consultar el libro de I. Peral [10]). En concreto, independientemente de la
regularidad de Q y de g, ni la hipétesis f € CY(£2) es suficiente para garantizar existencia de solucién
clasica de (PDP). Si se quiere obtener existencia, se hace preciso considerar funciones f en una clase
mas restringida que las continuas; dicha clase va a estar constituida por las funciones localmente
a-holderianas en 2 (ver Seccién 2.4).

c) Si Q es una bola, f acotada y a-holderiana en Q y g € C9(99), se sabe que existe una tinica solucién
de (PDP).

d) Por dltimo, también conocemos que si somos capaces de resolver el problema de Dirichlet para la
ecuacién de Laplace,
—Au=0 en €,
(PDL)
u=y sobre 0f),

resolveremos (PDP) (ver Seccién 2.4).

Luego el objetivo fundamental de este tema es resolver (PDL). Para ello usaremos el método de Pe-
rron, también denominado método de las funciones subarménicas, que se basa en el principio del maximo,
propiedades de funciones armonicas y la solucion del problema en bolas.

A lo largo del tema, denotaremos por |z| la norma euclidea de z € RY.

9
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2.1. Funciones arménicas y subarmdnicas. Primeras propiedades

Definicién 2.1. Sea u € C°(Q) una funcion dada. Para cada € € Q y cada p > 0 tales que B(£,p) C Q, se
define la media esférica de u sobre 0B(&, p), denotada M, (&, p), como

1

Mu(gap) = W /33(§7p) U($) d0($)>

donde wy es la medida superficial de la esfera unidad (respecto de la norma euclidea) de R .

Definicién 2.2.  a) Diremos que u es una funcion armédnica en Q si u € C°(Q2), y para todo £ € Q y
todo p > 0 tales que B(&, p) C Q, se satisface

(2.1) u(§) = My(&, p)-

b) Diremos que u es una funcion subarmdnica en Q siu € CO(Q), y para todo & €  y todo p > 0 tales
que B(&,p) C Q, se satisface

(2.2) u(§) < Mu(§, p).

Nota 2.3. La propiedad (2.1) se expresa también diciendo que u satisface la ley de Gauss de la media
aritmética en €.

Nota 2.4. Obsérvese que toda funcion constante es armonica en §2, y que el conjunto de todas las funciones
arménicas en Q constituyen un subespacio vectorial de CY(Q).

Evidentemente, toda funcion armdnica en ) es subarmonica en 2. La suma de funciones subarmonicas
en €0 es también una funcion subarmonica en €2, y el producto de una funcién subarmodnica en Q por un
numero real no negativo es asimismo una funcion subarmdnica en €.

Dos propiedades inmediatas de las funciones arménicas en ) son las siguientes:

Proposiciéon 2.5. Si u es una funcion armonica en €1, entonces para cada & € Q) y cada p > 0 tales que

B(&,p) C Q se satisface

N
u(€) = u(x)dx
&)= onem B(é,p) )

Demostracién.- Si £ € Qy p > 0 son tales que B(£, p) C €, entonces, como u es arménica en 2, para todo
r € (0, p] se tiene u(§) = My (§,7), es decir:

wyr¥ Ty (€) = /33(5 )u(x) do(z), Vre(0,p],

y en consecuencia, integrando entre 0 y p,

ﬂu = ’ u\x o\ T = u\x X
on2u(®) /0</63(£7r) <>d<>>d /B(&p) (x) da.

Proposicién 2.6. Sea {uy},~, una sucesion de funciones armdnicas en 2, tal que u, — u cuando n — oo
uniformemente en compactos de Q2 (es decir, lim (sup |u, — u|) = 0 para todo compacto K C Q). En estas
n—oo K

condiciones, la funcion u es también armonica en €.
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Demostracién.- Evidentemente u € C%(9). Fijemos £ € Qy p > 0 tal que B(&, p) C Q. Para cada funcién
uy, se satisface u, (&) = My, (&, p), con lo que teniendo en cuenta que dB(&, p) es compacto, es inmediato
comprobar que u también satisface u(§) = M, (&, p). ]

Obsérvese que para las funciones subarmoénicas se tienen resultados similares a las dos proposiciones
precedentes.

A continuacién demostramos el siguiente resultado:

Proposicién 2.7. Sea u € C?(Q) una funcién dada.

a) La funcion u es subarmonica en § si y sdlo si —Au(x) <0 en todo punto x € Q.

b) Si —Au(z) =0 en todo punto x € Q, entonces u es armonica en Q.

Demostracién.- Fijemos £ € Q y p > 0 tales que B(&,p) C €, y denotemos v(y) = u(¢ + y) para cada
y € B(0, p).

Como v € C%(B(0, p)), por la férmula de representacién de Green obtenemos

(2.3) v(n) =/ G(y,mAyv(y) dy+/ H{(y,n)v(y) do(y),
B(0,p) 0B(0,p)

para todo n € B(0, p), siendo G la funcién de Green para la bola B(0,p), y H el correspondiente ntcleo de
Poisson dado por

2 2

p” — |n
H(y,n) = ——%
wnply — v

Si —Awu(z) = 0 en todo punto x € €, entonces de (2.3) escrito en n = 0 obtenemos
2
p w+y)
u(§) = v(0) = N
wnp JaBoy) 1Y

= — d = My(§, p),
o /aB(O’p) u(é +y) do(y) = Mu(&, p)

do(y)

y por tanto u es armdnica en 2.

Andlogamente, si —Au(z) < 0 en todo punto = € €, entonces de (2.3) escrito en 7 = 0 y del hecho que
G(y,0) < 0 en todo punto y € B(0,p) tal que y # 0, obtenemos que u(§) < My(&, p), y por tanto u es
subarmonica en €.

Finalmente, si & € Q es un punto tal que —Au(¢) > 0, tomando un p > 0 tal que B(&,p) C Qy —Au >0
en B(&,p), y nuevamente teniendo en cuenta que G(y,0) < 0 en todo punto y € B(0, p) tal que y # 0, es
inmediato obtener de (2.3) que u(§) > M, (&, p), y por tanto u no es subarmonica en €. ]

En la seccién siguiente vamos a ver que el reciproco de la afirmacién b) de la Proposicién precedente es
también cierto.

2.2. Principio del maximo fuerte. Consecuencias

Recordemos que el Principio del méximo débil afirma que si Q es acotado y u € C?(Q) N C%(Q) es
subarmonica en 2, entonces

max v = max u.
Q o

Un resultado mas refinado que este Principio, es el siguiente:

Teorema 2.8. (Principio del maximo fuerte) Sea 2 un abierto conexo (no necesariamente acotado),
y supongamos que u € C°(Q) es una funcién subarménica en Q. En estas condiciones, si existe un punto
& € Q tal que u(z) = supwu, forzosamente es entonces u constante en ).

Q



12 Capitulo — 2. Resolucién del problema de Dirichlet-Laplace.

Demostracién.- Denotemos M = supu, y supongamos que existe & € {2 tal que u(Z) = M. En tal caso,
Q
M € Ry el conjunto Q; = {z € Q; u(x) = M} es no vacio.
Ademsds, Q; es un subconjunto abierto de RY. En efecto, si & € ©, podemos fijar un p > 0 tal que

B(&,p) C Q, y obtenemos

1
M =u(§) < My(§,p) = wNﬂN_l/aB(gp) u(z)do(z) <M, Vpe(0,p],

es decir,

0= u(€)— M < 1/83(£ ) do(@) = M0, Vp e (0.7,
0

y por consiguiente

1 1
0= Nl/ u(z)do(x) — M = W /<93(5,p)(U(x) — M) do(x),

para todo p € (0, p]. Esto dltimo implica que u — M es idénticamente nula en 0B(E, p) cualquiera que sea
p € (0, p], es decir, B(&,p) C .

Como el conjunto Qo = {x € Q; u(x) < M} es abierto, y evidentemente Q; NNy =0y Q; UQy = Q,
del caracter conexo de 2 concluimos que si existe & € € tal que u(Z) = M, entonces u(zr) = M para todo
x € Q. [

Como consecuencia inmediata del Teorema 2.8, obtenemos:

Corolario 2.9. Sea Q un abierto conezo (no necesariamente acotado), y supongamos que u € C°(2) es una
funcion armdnica en Q, y u no es idénticamente constante en Q. En tal caso,

f?lfu < u(z) < supu, Ve
Q

También podemos concluir:

Corolario 2.10. Sea Q) un abierto conexo acotado, y supongamos que u € C°(Q) es una funcién subarménica
en  y u no es idénticamente constante en 2. En tal caso,

u(r) < méxu, Ve
[2/9]

Demostracién.- Por el Teorema 2.8, u(x) < supu para cada x € €. Pero, como u € C%(Q), se tiene que
Q

sup u = maxu, y evidentemente el maximo de u en ) se ha de alcanzar en un punto de 95. [ |
Q Q

Tenemos también el siguiente importante resultado:

Corolario 2.11. Sea Q un abierto conexo acotado, y supongamos que u € CO(Q) es una funcion arménica en
Q. Sive C%Q) es una funcion subarmonica en Q tal que v < u sobre S, entonces también es v(x) < u(x)
en todo punto x € (1.

Demostracién.- Es inmediato que v—u € C(Q) y que v —u es subarménica en Q. Si v —u es idénticamente
constante en 2, como v—u < 0 sobre €, forzosamente v—u < 0 en €. Si v—wu no es idénticamente constante
en €, entonces, por el Corolario 2.10, v(z) — u(z) < 0 en todo punto x € Q. ]

Estamos ahora en condiciones de demostrar:

Proposicién 2.12. Si u € C(Q) es armonica en Q2 (siendo Q0 abierto no vacio cualquiera), entonces
ue C¥) y —Au(z) =0 en todo punto x € Q.
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Demostracién.- Fijemos ¢ € Qy p > 0 tales que B(&, p) C Q. Seaw € C?(B(&, p))NCY(B(E, p)) la solucién
clésica de
—Aw=0 en B(gap)7
w=wu sobre OB(&,p),

de la que sabemos que w € C¥(B(&, p)).

Como u y —u son subarménicas en B(&, p), continuas en B(€, p), y satisfacen v = w y —u = —w en
0B(&, p), por el Corolario 2.11 podemos afirmar que u < wy —u < —w en B(&, p), y por tanto u coincide
con w en dicha bola. ]

Nota 2.13. Como consecuencia inmediata de la Proposicion 2.12, tenemos garantizado que si una funcion
es armonica en 2, todas sus derivadas parciales de cualquier orden también lo son.

Proposicién 2.14. (estimacién interior del gradiente de una funcién arménica) Sean Q un abierto
de RN y Q' C Q abierto acotado no vacio tal que ' C Q. Bajo estas condiciones, existe una constante
C > 0, que tnicamente depende de N, Q y ', tal que para toda funcién u armdnica en Q se satisface

sup |Vu| < C'sup |u].
Qf Q

Demostracién.- Como ' es un compacto contenido en el abierto 2, la distancia dist(Q', RV \Q) € (0, +o0]
(se recuerda que, por definicién, dist(Q, §)) = +00).

En consecuencia, existe un p > 0 tal que B(¢, p) C Q para todo & € € (dicho p sélo depende de € y de
.

Fijemos un tal p. Como u es arménica en {2, gracias a la Nota 2.13 también lo es la funcién d;u para
cada i =1,..., N, con lo que, por la Proposiciéon 2.5,

diu(§) = N Oiu(x) dr = N
wn o JB(ep)

w(z)n;(z)do(x), VEe€Q,
oo™ Josien ()ni(z) do(x)

y en consecuencia

N 1 N
Ou(é)] < — / w(z)|do(z) | < —suplu|, V&€,
10 (§)]| P (wNpN_1 83(&,))\ ()] do( )) S su ul, V¢

para todo ¢ =1,..., N. [ |

2.3. Resolucion del Problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Laplace: méto-
do de Perron

Analizamos en esta seccion la existencia de solucion clasica al problema de Dirichlet para la ecuacion de
Laplace,

—Au=0 en
(PDL)

u=g sobre 0f2,

utilizando para ello el denominado método de las funciones subarmonicas o método de Perron.

Partimos de la observacién de que si © C RY es un abierto conexo y acotado no vacio, dadas u €
C%(92) N C%(Q) arménica en Q, y v € C(2) subarménica en Q y satisfaciendo v < u sobre 9L, entonces,
de acuerdo con el Corolario 2.11 al principio fuerte del méximo, v < u en todo . En particular, en estas
circunstancias, para cada punto x € () el valor de u en x ha de ser el maximo de los valores que toman en
dicho punto las funciones subarménicas en €2 que sean de clase CY(£2) y que tomen sobre 92 valores menores
o iguales que u. Vamos a ver cémo esta observaciéon permite establecer la existencia de solucién clasica al
problema (PDL) para una clase bastante amplia de dominios acotados.
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Definicién 2.15. Sean Q C RN un abierto no vacio, u € C°(Q) subarmdnica en Q y B una bola abierta
tal que B C Q. Se denomina levantamiento arménico de u en B a la funcion U definida por

u(z) sizeQ\B
U(z) = _
u(r) siz € B,
donde por u € C*(B) N C°B) denotamos a la solucion del problema (PDL) en B con dato de contorno

u = u sobre 0B.

En el caso particular en que u € C%(Q), el levantamiento armdnico de u en B se considera extendido a
Q por
u(r) sizeQ\B
Ux) = )
u(z) siz € B.

Para el levantamiento armoénico tenemos el resultado siguiente:

Proposicién 2.16. Sean Q@ C RN un abierto no vacio, u € C°() subarmdnica en Q y B una bola abierta
tal que B C Q. La funcion U levantamiento armdnico de v en B satisface:

(2.4) UcC%Q), U>uenQ, U essubarmdnica en S).

Ademds, siu € C°(), entonces U € C°(R), siendo U = u sobre 95).

Demostracién.- Es inmediato comprobar que U € C%(Q) (6 que U € C%(Q) en el caso en que u € C°(Q)).
Por otro lado, se tiene U > u en )\ B, mientras que la desigualdad U > u en B es consecuencia del
Corolario 2.11 aplicado al abierto B y a las funciones U y u.

Veamos que U es subarménica en Q y sea & € Q. Si £ € Q\ B es facil deducir (2.2) pues u es subarménica
en ). Para £ € B llegamos a la desigualdad (2.2) (en este caso igualdad) pues @ es arménica en B. Por
ultimo, si £ € OB, sea py > 0 tal que se tiene (2.2) para u. Asi, si p € (0, po]

1 1
VO =) 2 vy [ a@do@)< o [ Ul dota),
wnpN Y Jobep) wypN T Jon(e )
pues U > u en ). De este modo obtenemos que U es subarmoénica en €. [ |

Ahora, en las dos proposiciones que siguen, establecemos los resultados que nos van a permitir obtener
existencia de solucién clasica al problema (PDL).

De manera general, dada ¢ : 092 — IR, denotemos a partir de ahora

(2.5) S, = {v € C%Q) : v es subarménica en Q, y v <  sobre 9Q},
(2.6) uy(z) = sup v(z), Vel
vES,

Sobre la funcién u, con valores en [—o0,+00] asi definida, se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 2.17. Si Q ¢ RY es un abierto acotado conexo no vacio, y ¢ : 02 — R es una funcion
acotada, entonces la funcion u, definida por (2.5) y (2.6) es armdnica en Q.

Demostracién.- En primer lugar, como 99 # () y ¢ es acotada, 1515 © y sup ¢ pertenecen a IR. La funcién
o0

constante v = 1'8115 ¢ pertenece a Sy, con lo que S, # (). Ademds, si v es una funcién cualquiera de S, se

tiene que v < sup ¢ sobre 9€2, con lo que también v < sup g en €, y en consecuencia u, < sup ¢ en ).
o0 o0 o0
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En resumen, bajo las condiciones de la proposicién, podemos afirmar que u,(z) € Ry

inf p <wuy(r) <supp, Vel
o a0

Para terminar, basta demostrar que dado & € () existen un entorno abierto de &, contenido en 2, y una
funcién arménica en dicho entorno, tales que u, coincide con la citada funcién arménica en el mencionado
entorno.

Sea pues & €  fijado, y tomemos un py > 0 tal que B(&y, po) C Q. Denotemos By = B(&o, po)-
Por definicién de u,, existe una sucesion {v,} C S, tal que lim v,(&) = uex(§). Como es inmediato
n—oo
comprobar que si v, € Sy, entonces max(vy,, 1’8115 ) también pertenece a S, podemos suponer que la sucesién

{vn} ha sido tomada satisfaciendo ademés

inf p < vp(z) <supp, Ve,
o0 a0

para cualquier n.

Denotemos por V;, al levantamiento arménico de v, en By. Es inmediato comprobar que V,, € S, con
lo que, como Vj, > v, en ,
lim V;,(€0) = wp(&0)-
n—oo

y, por el Corolario 2.10 al principio del méximo fuerte,

inf o < V,(z) <supyp, Ve,
o0 o0

para cualquier n.

Por otra parte, si tomamos B = B(&, %), por la Proposicién 2.14 podemos afirmar que existe una

constante C' > 0 tal que

sup |[VVy| < Csup[Vo| < C Vn,
B Bo

y todas las V,, son arménicas en B.

Por el teorema de Ascoli-Arzeld y la Proposicion 2.6, extrayendo eventualmente una subsucesion de las
V,,, subsucesion que seguiremos denotando igual, podemos afirmar la existencia de una funcién v € C°(B),
arménica en By tal que V;, — v en C°(B).

Sélo queda comprobar que v = u, en B. Evidentemente,
v(&o) = Um V;,(§o) = uep(o),
n—odo

y v < uy,en B. Si&* € B es un punto donde v(€*) < u,(£*), entonces existe w € S, tal que v(€*) < w(€*) <
u, (). Denotando w,, = méax(w,V,,), y W, al levantamiento arménico de w, en By, podemos concluir,
razonando como se hizo con anterioridad para las V,,, que, con extraccién eventual de una subsucesién,
W, — w* en C°(B). Asi, llegamos a la existencia de un par de funciones v y w* en C°(B), arménicas en B,
tales que w* > v en B, w*(£*) > v(€*) y w*(&) = v(&), en contradiccién con el principio del mdximo. m

Como consecuencia evidente de la Proposicién 2.17, se tiene que si g € C°(9€), con Q € RY abierto
acotado y conexo no vacio, entonces la funcién u(z) definida en  por

ug(z) six €,
(2.7) u(z) = { ! ‘
g(z) sixe o,

es arménica en (), y en consecuencia, si es continua en (2, entonces es solucién clésica del problema (PDL)
con dato de contorno g.

Para el estudio de la continuidad de u dada por (2.7), introducimos los siguientes conceptos:
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Definicion 2.18. Diremos que Q satisface la condicion de bola exterior en un punto & € 02, si existen
& € RN y p1 >0 tales que

B(&1,p1) N Q= {&}-

Podemos ahora demostrar el resultado siguiente:

Proposicién 2.19. Sean Q C RN un abierto acotado conexo no vacio, y ¢ : 00 — R una funcién acotada.
Si & € 00 satisface la condicion de bola exterior y ¢ es continua en &y, entonces la funcion uy, definida por
(2.6) satisface

lm u,(z) = ¢(éo)-

z—&0

Demostracién.- Sea & € 0Q y B(£1, p1) la bola exterior tal que B(&1, p1) N = {&}. Tomemos en primer
lugar la funcién

lz— &> N —pi™V siN >3,
2.8 w(zx) =
(2.8) () -
|z — &1

Es inmediato demostrar que w € C%(Q) y satisface que es subarménica en €, tal que w < 0 en Q\ {&} y
w(&o) = 0.

Denotemos M = sup |¢|. Fijemos ¢ > 0. Por la continuidad de ¢ en &y y las propiedades de w, podemos
oN

si N =2.

afirmar que existen § > 0y k > 0 tales que

(2.9) red y |r—¢&l <= lp()—e() <e/2

(2.10) re€Q y |r—E&| >0 = kw(r) < -2M.

En estas condiciones, la funcién kw + (&) — £/2 pertenece a C%(Q), es subarménica en ), y es facil
comprobar de (2.9) y (2.10), que satisface kw(z) + ¢(&) — /2 < p(z) para todo x € 9. En consecuencia,
kw + p(&) — €/2 pertenece a S, y por tanto

(2.11) kw(z) + (&) —€/2 <ugp(x) Ve

Por otra parte, la funcién kw — ¢ (&) — /2 también pertenece a C°(€2), es subarménica en €2 y, de nuevo
por (2.9) y (2.10), satisface kw(z)—¢(&§n) —e/2 < —p(x) para todo x € 90. Asi, siv € Sy, v+kw—p(&y)—e/2
pertenece a C(€2), es subarménica en Q y satisface v + kw — ¢(&) — £/2 < 0 sobre 952, con lo que, por el
principio del maximo fuerte, v(z) < —kw(z)+¢(&y) +¢£/2 en todo punto = € Q. Como la dltima desigualdad
es valida para cualquiera v € S,, concluimos que

(2.12) up(z) < —kw(z) + ¢(&) +€/2 Yz e.
Teniendo en cuenta (2.11) y (2.12), podemos afirmar que, fijado € > 0, existe k£ > 0 tal que
(2.13) lup(z) — ()| < klw(z)|+¢/2 Vo el
Finalmente, como w(&y) = 0 y w es continua en &y, existe un 0* > 0 tal que
reQ y lr—&| <8 = |w@) < o
con lo que, por (2.13), se obtiene que si x € Qy |z — &| < §*, entonces |uy(x) — ¢(&o| < €. [

Como consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.17 y 2.19, obtenemos el resultado siguiente:
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Teorema 2.20. Si Q C RN es un abierto acotado conexo no vacio tal que todos los puntos de su frontera
satisfacen la condicion esfera exterior, entonces para cada g € C°(99Q) existe una y sélo una solucion cldsica
del problema (PDL).

Nota 2.21. Podemos afirmar que un abierto acotado y convezo de RN satisface que todos los puntos de su
frontera satisfacen la condicion esfera exterior.

2.4. El problema de Dirichlet para la ecuacion de Poisson: potencial newto-
niano

Como comentamos en la Introduccién, para resolver (PDP) se hace preciso tomar f en una clase mas
restringida que las continuas; las funciones localmente a-holderianas en §2.

Definicién 2.22. Sean f:Q — R, y a € (0,1]. Diremos que f es a-holderiana en D C ) si
|f(x) = F(y)]

sup = < +00.
zyeD.aty [T =Yl

Diremos que f es localmente a-holderiana en ) si f es a-holderiana en todo compacto D contenido en

Q.

Al conjunto de todas las funciones localmente a-holderianas en 2 lo denotaremos CZOOS‘(Q)

Nota 2.23. Es inmediato comprobar que C&?(Q) es un subespacio vectorial de CY(), y que Cloog(Q) coincide
con el espacio de las funciones localmente lipschitzianas en €.

Para la resolucién del problema (PDP) se introduce el concepto de potencial newtoniano asociado a la
funcién f.

Definicién 2.24. Dada f € L*(Q2), se define el potencial newtoniano asociado a la funcién f como la
funcion wy : RN — R dada por

(2.14) wi©) = | Kle.o)fe)dn, veEeRY,

donde por K(-,-) denotamos a la solucién fundamental de —A en RN definida en el conjunto

A={(z,6) e RN x RY; = #¢},

por
1 , N >3
— S1
N — 2uwy|z — ¢V 2 -
K(J;‘,f)z 1( ) N‘ é“

Para el potencial newtoniano se satisfacen los dos resultados siguientes, cuyas demostraciones omitimos
(ver Gilbarg-Trudinger pp. 52-56 [5], o el libro de I. Peral [10]):

Proposicién 2.25. Si Q2 C RY es un abierto acotado no vacio y f € L>®(Q), la funcién wy dada por (2.14)
estd bien definida y satisface wy € C* (RN), con

Veus(e) = [ Vek(o.Of(@)ds, 6 < RY.

Proposicién 2.26. Si Q2 C RY es un abierto acotado no vacio y f € LOO(Q)OCZOO’S‘(Q) para algin o € (0, 1],
la funcién wg dada por (2.14) pertenece a C*(Q) y satisface Awys = f en (.
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Como consecuencia de la proposicién precedente y del Teorema 2.20, es inmediato el resultado siguiente:

Teorema 2.27. Sea Q C RN un abierto acotado y conexo no vacio tal que todos los puntos de su frontera
son regulares. Si f € L(Q) N CYY(Q) para algin a € (0,1], y g € CO(AQ), entonces existe una y sélo una

loc

solucion cldsica del problema (PDP).

Demostracion.- Basta tomar como solucién u = v —wy, con v la solucién clasica del problema de Dirichlet

{ —Av=0 en Q,

v=g+ws sobre ONQ.
]

Obsérvese que bajo las condiciones del Teorema 2.27, la solucién clésica u, ademds de pertenecer a C?(Q)N
CY(9), satisface que todas todas sus derivadas segundas pertenecen a C&?(Q), es decir, u € CO(Q)NCE* ().

loc

Nota 2.28. FEste resultado también es cierto cuando el operador —/A es sustituido por un operador unifor-

o, . 0,a
memente eliptico con coeficientes en C)). ().

2.5. Resultados complementarios

Como hemos visto en una seccién anterior, una condicién suficiente para que exista solucién clasica es
que los puntos de la frontera satisfagan la condicion frontera exterior.

Veamos que en realidad hay una condicién necesaria y suficiente, para ello introduzcamos el siguiente
concepto:

Definicién 2.29. Diremos que & € 08 es un punto regular de OS) si existe una funcién w € C°(Q),
subarmonica en Q, tal que w < 0 en Q\ {&} y w(€o) = 0. Una tal funcién w satisfaciendo las condiciones

precedentes, es denominada una funcion barrera en & relativa a €.

Proposicién 2.30. Sea Q C RN un abierto acotado conexo no vacio. Entonces para toda funcién g €
CY(00Q) existe solucion cldsica del correspondiente problema (PDL), si y sdlo si, todos los puntos de la

frontera de § son requlares,

Demostracién.- Supongamos que existe solucién y sea &y € 9€). Por hipétesis, existe solucién w de

w € C%(Q) N COQ),
—Aw =20 en €,
w(z) = —|x — & sobre 012,

y es inmediato comprobar que, por el principio del maximo fuerte, w es una funcién barrera en &y relativa

a .

Supongamos que todos los puntos de la frontera son regulares, y veamos que existe solucién de (PDL).
Basta para ello probar que la funcién u definida en (2.7) es continua, o lo que es lo mismo, probar que la
Proposicion 2.19 es cierta suponiendo que los puntos de la frontera son regulares. Si & es regular existe
una funcién barrera w, w € C°(€2), subarménica en Q, tal que w < 0 en Q\ {&} v w(&) = 0. Basta
ahora observar que con una funcién w de esta forma podemos seguir exactamente la demostracién de la
Proposicién 2.19, sustituyendo la funcién w definida en (2.8), por la funcién barrera. [



CAPITULO 3

Introduccidon a la Teoria de Distribuciones

En todo el tema denotamos por €2 un abierto no vacio de RY (N > 1 entero), por |z| la norma euclidea
de x € RN, y por B(xz, r) la bola abierta (respecto de la norma euclidea) de centro zo € RY y radio r > 0.

3.1. Espacios de Lebesgue

Por comodidad, se recuerda la definicién de los espacios LP(f2). Denotemos por M(2) al conjunto de
las funciones definidas sobre €2 con valores reales medibles en el sentido de Lebesgue. Es bien conocido que
M(Q) es un espacio vectorial con la suma y producto por escalar usuales.

Por £1(9) denotamos el subespacio vectorial de M(Q) constituido por las funciones integrables en (2
respecto de la medida de Lebesgue. Si u € £'(Q2), denotamos la integral de u en € respecto de la medida de

Lebesgue por/u(x) dzx.
Q

Resulta conveniente identificar las funciones medibles que son iguales casi por doquier (c.p.d) en €2, esto
es, que son iguales salvo en un subconjunto de 2 de medida Lebesgue cero. Esto se traduce en considerar
en vez de M(Q) el espacio cociente M(€2) /N, donde N denota el subespacio vectorial de M(2) constituido
por las funciones que valen cero c.p.d. en Q. A este respecto se recuerda que C°(2) € M(€), y que si u
y v son dos funciones de C°(€) tales que u = v c.p.d. en € entonces u(z) = v(z) para todo = € €. En
consecuencia, no existe ambigiiedad en identificar una funcién de C°(Q) con la clase de M(Q)/A a la que
pertenece, lo cual permite escribir C°(2) ¢ M(Q)/N.

Sip e [1,400), se define LP(2) por
LP(Q) = {u e M(Q)/N : /Q lu(x) P dx < +o0}.

LP(Q) es un subespacio vectorial de M(Q)/N. Sobre LP() se define la norma

1/p
il = ( [ o az) ™

Con dicha norma LP()) es un espacio de Banach separable, y en particular para p = 2 es un espacio de
Hilbert.

Se define L*(€2) como el subespacio vectorial de M(Q)/N constituido por las clases de funciones que

estan acotadas c.p.d. en €. Sobre L>(2) se considera la norma
[ull ooy = IE{M >0 [u(z)] <M c.p.d enQ}.

19
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Con dicha norma L*°(2) es un espacio de Banach no separable.

Es inmediato comprobar que C%(Q) ¢ LP(2), Vp € [1,+00]. Se recuerdan las siguientes propiedades:

» Desigualdad de Holder: Si u € LP(Q) y v € LPI(Q), con p € [1,400] y p’ el exponente conjugado

de p, esto es, tal que — + — =1, entonces el producto uv € L'(2), con
p D

| @@l de < [ullzollell v oy
= Desigualdad de interpolacion:
a) Si fi e L"(R2),i=1,2,con 1/r =1/r1 +1/re < 1, entonces f1f2 € L"(), y se satisface
If1follzr) < il @l follre )

b) Sil<p<p<ooyfeLP(Q)NLP(Q), entonces f € LI(N) para todo ¢ € [p,p], y de hecho, si
1/¢g=a/p+ (1 —a)/p, con a € [0, 1], entonces

11—«

1l < 10 1715
» Convergencia dominada: Sea {u,} una sucesién de funciones de L!(f2) tal que:

a) existe lim up(z) = u(x) c.p.d. en Q,
n—od

b) existe v € L1(Q) tal que para todo n |u,(z)| < v(z) c.p.d. en Q.
Entonces u € L'(Q) y lim |Ju, — ul| 1) = 0.

» Seap € [1,00) y {untn>1 C LP() tal que u, — wen LP(€2). Entonces, existe una subsucesion {uy, }r>1
de {un}n>1 y una funcién h € LP(2) tal que

|un, ()| < h(z) p.ct.zeQ, Vk>1,
Up, () — u(z) p.ct.z el

Motivado en parte por el hecho de que por ejemplo C°(Q) ¢ L(Q), se introduce el espacio de las
funciones localmente integrables en §2:

Definicién 3.1. Diremos que u es localmente integrable en Q si u € M(Q)/N y para todo K compacto
contenido en Q la funcion uly pertenece a L' (). Al conjunto de todas las (clases de) funciones localmente
integrables en Q lo denotaremos por L}, (€2).

Aunque el espacio L}OC(Q) no es normado, podemos definir una nocién de convergencia de sucesiones
definida por:

Definicion 3.2. Diremos que u, — u en Llloc

(Q) si y solo si para todo compacto K C €,
lim |un (z) — u(z)|dz = 0.
K

1

Nota 3.3. Es inmediato comprobar que L,

(Q) es un subespacio vectorial de M(Q)/N, asi como que se
tienen las inclusiones:

C%Q) C Lie(Q) vy LP(Q) C Lig(),  Vp € [1,+00].

Ademds, si up, — u en LP(Y) con u € LP(RY), entonces u, — u en L} (€2).
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3.2. Funciones tests: el espacio vectorial D(2)

Se recuerdan en esta seccién algunas definiciones y propiedades estudiadas en la asignatura de cuarto
curso EDPyAF.

Definicién 3.4. Dada ¢ € CY(Q), se define el soporte de ¢ como el conjunto

sopp ={z € Q: ¢(z) # 0},
donde {...} denota la clausura en RY.

Obsérvese que en consecuencia sop ¢ es un conjunto cerrado contenido en 2. En el caso en que sop ¢ es
compacto y estd contenido en 2, se dice que ¢ es de soporte compacto en (). Se definen los subconjuntos
de C°(Q) siguientes:

Co%N) = {p € C%(Q) : ¢ es de soporte compacto en Q},

CE(Q) = CH(Q) N C2(Q),
D(Q) = C®(Q) N C(Q).
Es inmediato comprobar que todos los conjuntos definidos precedentemente son subespacios vectoriales
de C°(Q) y que C2(2) C LP(Q). A D(Q), el espacio de las funciones de clase infinito y de soporte compacto

en €2, se le denomina también el espacio de las funciones test, por constituir el espacio de base sobre el
que se construye el concepto de distribucién sobre §2.

Nota 3.5. Dados dos abiertos Q C Q, y prolongando por cero las funciones de D(Q), se tiene que D(Q) C
D(Q).

Sobre D(2) recordamos los resultados que siguen, cuyas demostraciones pueden consultarse, por ejemplo,
en las notas de la asignatura EDPyAF. En primer lugar se tiene:

Teorema 3.6. a) Dado K C Q, con K compacto, existe ¢ € D(Q) tal que 0 < p(x) <1 enQyep =1
en un entorno de K.

b) Para todo p € [1,4+00), el conjunto D(2) es denso en LP(2).

c) Siu€ Ll (Q) es tal que

loc

/ u(z)p(x)dr =0  para toda p € D(Q),
Q

entonces u =0 c.p.d. en ).

3.3. Convolucidén de funciones. Sucesiones regularizantes

Introducimos y estudiamos la convolucién de dos funciones, en el caso particular en que una pertenece
a CO(RY) y la otra a L}, (RY).
Si o € CORN) yue L} (RY), es inmediato comprobar que para cada » € RY fijado la funcién

loc

y € RN — o(x —y)u(y) € R pertenece a L' (RY), con lo cual tiene sentido definir

Definicién 3.7. Dadas p € CO(RY) y u € L} _(RY), se define el producto de convolucion de @ con u,

loc
como la funcion ¢ x u dada por

(pr) = [ ole-puldy YoeRY.
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Es inmediato comprobar que el producto de convolucién es conmutativo, es decir, para todo z € RN se
satisface

(erua) = [ elw)ule—y)dy.
RN
Por otra parte ¢ x u es “regular”, en concreto se tiene el siguiente resultado:

Proposicién 3.8. Si ¢ € CORYN) y u € L} (RY), el producto de convolucién de ambas satisface las

propiedades siguientes:
a) p*xuc CORYN).
b) Si K ¢ RN es tal que u =0 c.p.d. en RN \ K, entonces sop (¢ * u) C sopyp + K.

c) Sip e CHIRYN), con k > 1 entero, entonces ¢ xu € C*(RY), y para todo multiindice o con |a| < k se
tiene 0%(¢ * u)(z) = (0% xu)(r) Vz € RN

Demostracién.- Las propiedades a) y ¢) son consecuencias inmediatas de las propiedades de dependencia
continua y derivabilidad de la integral de Lebesgue respecto de pardmetros (ver [2] para los detalles).

Para demostrar b), sea = € RY \ (sopy + K). En tal caso, si y € K, entonces z —y & sopp, y en
consecuencia o(z — y)u(y) = 0. Por otra parte, c.p.d. y € RV \ K se tiene u(y) = 0. En consecuencia, c.p.d.
en RY, o(z — y)u(y) =0, con lo que (p * u)(z) = 0. ]

Otro resultado de interés lo constituye el siguiente:
Proposicién 3.9. Si ¢ € CO(RY) yu € LP(RY) con p € [1, +00], entonces o xu € LP(RY) y satisface:
[l * uHLP(RN) < HSDHLl(RN)HU”Lp(RN)-

Demostracién.- Si p = +o0, el resultado es inmediato.

Si p =1, denotando f(z,y) = ¢(x — y)u(y), se tiene:

| r@nlde = ju) [ oo =s)lde = el )l

con lo que / (/ ]f(a:,y)]dx) dy = |l wayllull1ray < 400, asi que, por Fubini-Tonelli, f €
RN \JRN
L'RN xR y

/RN (/RN !f(x,y)\dy> dr = /RN (/RN !f(x,y)\d:c) dy = ol s lull vy

lo que, en particular, implica que p*u € L'(IRY) con norma en L' (RY) menor o igual que ol Loy lwll 1 gy
Finalmente, si p € (1,400), para todo z fijado en RY la funcién de y |¢(xz — y)||u(y)|” pertenece a
! (]RN )y, denotando por p’ el exponente conjugado de p, se tiene

@l < [ le=nllulay = [ el = lulie =)l dy

<(/. |@<x—y>|ru<y>rpdy)’l’ ([, 1ote=lan)’

= (el * [ulP)(@)? 16117 g

=

Elevando a p esta ultima desigualdad, integrando en z, y teniendo en cuenta lo visto en el caso p = 1, se
obtiene

/RN (o + W) (@) da < ol 7y gy 1ol * [l ll 1 vy <
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P
< 13 ey 1l s ey P s ey = 112 gy N vy
|

A continuacién, introducimos la importante técnica de regularizacion, debida a Leray y Friedrichs, con-
sistente en convolucionar con una sucesién regularizante.

Definicién 3.10. Una sucesion regularizante en RN es cualquier sucesion de funciones (Pn)n>1 C D(RY)
tal que:

a) pn >0 en RV,

_ 1
b) sop pn C B(0, -),

c) /RN pn(z)dr = 1.

Es facil demostrar la existencia de sucesiones regularizantes; Consideramos la funcion real de variable

0 sit>0

real

e sit <O,

que, evidentemente, es una funcion infinitamente derivable en R. Asi, para k > 0 dado, construimos la
funcién

p(x) = ki (|2> — 1)

que es una funcién de D(RY) que ademds verifica que sop p = B(0,1), p(z) > 0 en B(0,1) y, eligiendo k de

/RN p(x)dr = 1.

Si queremos una funcién de D(RY) que tenga soporte en B(0,1/n), basta hacer

forma conveniente, también

N

pula) = 0" p ().

Esta funcién verifica que p, € D(RY), sop p, = B(0,1/n), p, > 0en B(0,1/n) y

/RN pnlz)dz = 1.

Nota 3.11. Es también inmediato comprobar a partir de los resultados precedentes que si (pn),~, €s una

1

L (RYN) entonces p, x u € C°(RN). Si, ademds, u es cero c.p.d. en el

sucesion regqularizante, y u € L
complementario de un compacto entonces py * u € D(RYN).

El interés de la convolucién por una sucesion regularizante radica en las propiedades de aproximacion
que posee.

Proposicién 3.12. Sea (pp),,~; una sucesion regularizante. Se tiene:
a) Siue CO(RYN), entonces p, * u — u uniformemente sobre compactos de RN, cuando n — +oo.

b) Siu e LP(RN) con p € [1,+00), entonces p, * u — u en LP(RY), cuando n — +oo.
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Demostracion.-

a) Sean u € CO(RY), K un compacto de RY y ¢ > 0 fijados. Hemos de demostrar que existe un ng > 1
tal que |(pn *xu)(z) —u(x)| <e Vze K VYn>ng.

Como u es uniformemente continua en los compactos de R, existe un ¢ > 0 tal que

lu(z —y) —u(x)| <e VeeK V|yl <.

—

Fijado un tal , basta tomar ng entero tal que ng > —=. Con esta eleccién, si n > ngy entonces sop p, C

(=%

1 _
B(0, —) C B(0, §), con lo que para todo = € K se tiene:
n

(oo = a) = | [ (ule =)~ ule)ont)

<e.

[» (u( — ) — u(z))pn(y) dy
B(0

b) Sea u € LP(R™) con p € [1, +00). Sabemos que en tal caso p, * u € LP(R"), para todo n > 1.

Fijemos € > 0, entonces gracias al Teorema 3.6 2) existe ¢ € D(RY) tal que

Hu - ‘PHLP(RN) <e.

Ya sabemos que p, * ¢ converge a ¢, cuando n tiende a oo, uniformemente sobre los compactos de RY; en
particular, como

sop @, s0p (pn * @) C sopp + B(0, 1),

es inmediato que
pn* @ — ¢ cuando n tiende a oo en LP(RY).

En consecuencia:
llon * w = ull gy < llon * (u = )|l Loy + lon * € = @l Lormy + o — ull Lo rry <

2|jp - U’HLP(RN) + llpn * o — SOHLP(RN) <2+ [lpnx o — CPHLP(RNy

y en consecuencia limsup || pp, * u — ul| rr(rN) < 2¢. Basta ahora tener en cuenta que € > 0 es arbitrario. ®
n—oo

3.4. El espacio de las distribuciones sobre (). Convergencia de distribuciones

El espacio D(Q2) puede ser dotado de una topologia, la denominada topologia limite inductivo, que
no proviene de una norma, pero que es compatible con la estructura de espacio vectorial del mismo. Nos
contentamos con describir en qué se traduce la convergencia de sucesiones para esta topologia.

Definicién 3.13. Sean (¢,) una sucesion en D(Q2) y ¢ € D(Q). Diremos que ¢, converge a ¢ en D() (y
escribiremos @, — @) si existe un compacto K C § tal que

sopon CK, Yn>1 y 0%, — 0% uniformemente en Q, Yo € NV,
(recordemos que, 3° es la identidad).

Es inmediato comprobar la compatibilidad de la nocién de convergencia anterior con la estructura de
espacio vectorial de D(£2), es decir, si ¢, converge a ¢ y ¢,, converge a ¢ en D(2) entonces ¢, + ¢, converge
a @+ ¢y \p, converge a Ap en D() para todo escalar A € R. En particular, ¢,, converge a ¢ en D(Q) si
y s6lo si @, — ¢ converge a cero en D(12).
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Como ya hemos dicho, es posible introducir en D(£2) una topologia para la que la nocién de convergencia
de sucesiones coincide con la de la Definicién 3.13. Al dual topolégico de D(f2), es decir al espacio vecto-
rial de las formas lineales continuas sobre D(2), se le denota D'(Q2) y se le denomina el espacio de las
distribuciones sobre ().

Nos vamos a contentar en estas notas con una definicién equivalente de D'(2) que tan sélo utiliza la
nocién de convergencia de sucesiones en D({2).

Definicién 3.14. Una distribucion sobre Q es cualquier aplicacion T : D(2) — R tal que:

a) T es lineal.

b) T es (secuencialmente) continua, es decir, tal que si o, — @ en D(Q), entonces T (vn) — T(p) en R.
Al congunto de todas las distribuciones sobre Q se le denota D'(2).

A partir de ahora, si T € D'(f2), usaremos de manera indistinta las notaciones T'(¢) y (T, ¢).

Nota 3.15. Es inmediato comprobar que dada T : D(2) — R lineal, T es una distribucion sobre Q si y solo
si pn — 0 en D(Q) implica (T, ¢,) — 0 en R.

El conjunto D'(€2) se considera dotado de las operaciones suma y producto por escalar definidos de
manera natural para cada Ty S en D'(Q) y cada escalar A por:

<T+S790> = <T790>+<8790>’ </\T790> :/\<T790>7 V@ED(Q)'

Es inmediato comprobar que D'(2), dotado de las operaciones asi definidas, es un espacio vectorial.

El espacio D'(£2) es muy rico en elementos, en particular toda funcién de L} (£2) es (identificable con)
una distribucién sobre (). En concreto se tiene:

Proposicién 3.16. Para cada u € L}, .(Q) denotemos por T, la aplicacion definida sobre D(SY) con valores
en R, dada por

(3.1) (Tug) = [ waola)da Vg € D@)

Entonces T, € D'(Q), y la aplicacién u € L} () — T, € D'(2) es lineal e inyectiva.

loc
Demostracion.- Inmediata a partir de los resultados obtenidos hasta ahora. ]

Nota 3.17. A partir de ahora, siu € L, () identificamos u con la distribucion sobre Q definida por (3.1).

loc
. . ., . .., 1 .
Con esta identificacion, teniendo en cuenta la proposicion precedente, resulta que L;,.(§2) es un subespacio

vectorial de D'(Q).

Otro ejemplo de distribucién es la distribucién o delta de Dirac: dado a € (Q, se define ¢, (la delta
de Dirac en a) como la aplicacién
do 1 p €D(Q) — p(a) € R.

Es inmediato comprobar que ¢, € D'(2), y que no es la distribucién nula, pues existe ¢ € D(Q) tal que
(0a, ) = p(a) = 1.

El espacio L}OC(Q) estd contenido de manera estricta en D'(Q), es decir, la aplicacién dada por u €
L} (Q) — T, € D'(2) no es sobre. Un ejemplo de distribucién sobre €2 que no es identificable mediante

(3.1) con una funcién de L}

1oc(€2) lo constituye la delta de Dirac en un punto de €. Se tiene:
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Proposicién 3.18. Dado a € 2, la distribucion 6, mo pertenece a L}OC(Q), es decir, no existe u € L}OC(Q)

tal que T,, = 8, como elementos de D'(2).

1
loc

Demostracién.- Supongamos que existe u € L; () tal que T,, = §, como elementos de D’(2). Entonces,

en particular
[ u@)e@)dz =0, v e D@\ (o))
Q

y en consecuencia u = 0 c¢.p.d. en Q \ {a}, y por tanto también u = 0 c.p.d. en .

Asi,

0= [ u@hpla)do = pla), Vo€ DIE)
Q

contra el hecho de que, por ejemplo, sabemos que existen funciones ¢ € D(Q2) tales que p(a) = 1. [

Sobre el espacio D’'(f2) es posible definir una topologfa (a partir de la de D(Q2)) para la que la nocién de
convergencia de sucesiones se traduce en la definicién siguiente:

Definicién 3.19. Dada una sucesion (T,),~, en D'(Q?), diremos que la sucesion converge a un elemento
T € D'(Q), cuando n — oo, si para toda ¢ en D(Q) se satisface que

lm (T, ) = (T, ¢).

n—~o0

Nota 3.20. a) Si {pn} es una sucesion reqularizante en RN entonces p, converge a &y en D'(RY).

b) Con el convenio de identificar u y T, es facil comprobar que las inyecciones de LP(Q2) en D'(Q) son
(secuencialmente) continuas para todo p € [1,00], es decir, up, — w en LP(Q) implica u, — u en D' (Q).

Lo mismo sucede con la inyeccién de L}, .(Q) en D'(Q).

Una propiedad importante es la completitud (secuencial) de D’(€2). En concreto se tiene el siguiente
resultado, cuya demostracién omitimos (consultar, por ejemplo, [11]).
Proposicién 3.21. Sea (T,),,~; C D'(Q) una sucesion satisfaciendo que existe lim (T}, ) para toda ¢ en
- n—oo
D(R). En tal caso, si se define (T, @) = lim (T, ), para toda ¢ € D(Y), la aplicacion T pertenece a D'(2),
n—oo

y en consecuencia la sucesion T,, converge a T en D'(Q).

Utilizando un razonamiento de reduccién al absurdo similar al que se emplea para demostrar la pro-
posicién precedente, se puede también probar que la aplicacién (T, ¢) € D'(Q) x D(Q) — (T, ) € R, es
(secuencialmente) continua.

3.5. Derivacion de distribuciones

En esta seccién vamos a introducir un concepto de derivacién en D'(€2), de tal manera que toda distri-
bucién va a ser derivable de todos los érdenes. En particular, con este concepto, toda funcién de L}OC(Q)
serd derivable en el sentido de D'(Q).

Para motivar la definicién consideremos dada una funcién u € C°(f2) tal que existe la derivada parcial
(en sentido clasico) Oyu para algin 1 < k < N y dpu € C%(Q). En tal caso u y Opu pertenecen a D'() y se
puede uno plantear qué relacién existe entre Jyu y u como distribuciones. En primer lugar es evidente que
para toda ¢ € D(Q):

(Oku, ) = /Q Ok (up)(x) do — /Qu(x)akgo(x) dx.
Pero up € C2(Q) y existe O (up) € C2(2). Denotando por @ la prolongacién por cero en el complementario de
Q de una funcién v definida en Q, es inmediato que up € CO(RY) y existe dy(up) € C2(RY), satisfaciéndose
que O (up) = Or(ue), y

/Q O () (x) da: — /R () da.
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Tomando M > 0 tal que p(z) = 0 para toda z tal que |zg| > M, se tiene

8 (0p) () dz = / ( /_ A; 05.(7p) (x) dxk> dy...deg_1dzgs...dzy = 0.

RN RN-1
En consecuencia, hemos demostrado el siguiente resultado:

Proposicién 3.22. Si u € C%(Q) es tal que existe la derivada parcial (en sentido cldsico) dyu para algin
1<k <N ydgue COQ), entonces

<8ku7 90> = _<u7 3k90>a V(p € D<Q)

Por aplicacion reiterada de la proposiciéon precedente, se obtiene de manera inmediata que si u € Ck(Q),
con k > 1 entero, entonces

(8%, o) = (=1)*Nu,0%), Ve eD), Vo <k

Por otra parte, es facil comprobar que si T' es un elemento cualquiera de D’(2), para cada multindice de
derivacién «, la aplicacién

¢ € D(Q) = (T,0%) € R,
define un elemento de D’'(Q2). Queda, en consecuencia motivada y con sentido la definicién que sigue:

Definicién 3.23. Dada T € D'(Q), para cualquier multiindice o se define 0*T, la derivada o de T, como
el elemento de D'(Q) determinado de manera univoca por la igualdad

<aaT’ 90> - (_1)|0¢‘<T’ aa(P): Ve D(Q)

Nota 3.24. a) De las consideraciones precedentes, es claro que la nocidn de derivacion en D'(Q) es
congruente con la derivacion ordinaria de funciones de C*(9).

b) Con esta nocion, toda distribucion, y en particular toda funcion localmente integrable, es derivable de
cualquier orden (aunque la derivada no tiene porqué ser una funcion).

c) Se tiene la independencia del orden en la derivacion, es decir, para todo par o y 3 de multiindices de
derivacion y toda T € D' () se tiene que

9%(8°T) = 9°(8°T) = 9*TPT.

d) Es también facil comprobar que la derivacion es una operacion lineal secuencialmente continua en
D'(Q), es decir, para todo multiindice de derivacion « la aplicacion

T € D'(Q) — 0*T € D'(Q)
es lineal y tal que T,, — T en D'(Q), implica que
0T, — 0°T  en D'().
En relacién con la derivacién de distribuciones, resulta de interés el siguiente resultado, reciproco de la
Proposicién 3.22, y cuya demostracién se puede consultar en [11].

Proposicién 3.25. Sean u y v dos funciones en C°(Q) tales que para algin entero k con 1 < k < N se
satisface Opu = v en D'(). Entonces u es derivable en sentido cldsico respecto de xy en ), con derivada

igual a v.
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3.6. El producto de una funcién C* por una distribucion

En general, es imposible definir el producto de dos distribuciones sobre {2 de tal manera que sea compa-
tible con el producto de funciones. Un caso particular en que resulta facil tal definicién es aquel en que una
de las distribuciénes corresponde a una funcién de C*°(2).

Definicién 3.26. Sean u € C*(Q) y T € D'(Q). Se define el producto de u con T, denotado uT', como el
elemento de D'(Q2) determinado por la igualdad

(3.2) (uT, ) = (T,up) Y€ D).

Es inmediato comprobar que efectivamente (3.2) define una distribucién en €. Es también facil demostrar
que Ok (uT) = (Oku)T + udyT, para toda u € C°(Q) y toda T' € D'(Q).

1 1
Nota 3.27. Utilizando el denominado valor principal de —, que denotamos por vp (=) (ver la definicion en
x x

la hoja de ejercicios), y do, es facil comprobar la imposibilidad de definir un producto en D'(R) que sea a la
vez asociativo, conmutativo y compatible con la Definicion 3.26.

Como consecuencia de la definicién anterior aparece el problema de divisién en D’(2), consistente en,
dados u € C>®(Q) y S € D'(Q2), encontrar T' € D'(Q2) tal que uT = S en D'(2). Este problema tiene solucién
inmediata si u no se anula en €2; en caso contrario, la respuesta al problema es, en general, dificil. El resultado
que sigue proporciona una respuesta en un caso muy particular:

Proposicién 3.28. Una distribucion T € D'(R) satisface 2T = 0 en D'(R) si y sdlo si existe ¢ € R tal
que T = cdy.

Demostracién.- Si T = cdy, entonces es inmediato que 1" = 0 en D'(R).

Reciprocamente, sea T' € D'(R) tal que 2T = 0 en D'(R). En tal caso < T, ¢ >= 0 para toda ¢ € C,
siendo C = {z¢ : ¥ € D(R)}.

Pero es facil comprobar que C = {¢ € D(R) : ¢(0) = 0}. En efecto, es inmediato que C C {¢ € D(R) :
©(0) = 0}, y reciprocamente, si ¢ pertenece a D(R) y es tal que ¢(0) = 0, entonces ¢(x) = :cfol ¢ (sx) ds,
para todo x € IR, y es inmediato que la funcién

1
(a) = / o/ (s) ds

es tal que ¢ € C*°(IR) y sop ¢ estd contenido en sop ¢ U {0}, con lo que ¢ € D(R).

En resumen, si T' € D'(R) satisface T = 0 en D’'(R), entonces (T, p) = 0 para toda ¢ € D(R) tal que
©(0) = 0. Basta ahora fijar g € D(IR) tal que ¢(0) = 1; dada cualquier ¢ € D(IR), se tiene ¢ = p(0)po+ @,
donde ¢ = ¢ — ¢(0)po, es tal que pertenece a D(R) y satisface $(0) = 0. En consecuencia,

(T, ) = (T, 00)p(0) = c(do, ),

con ¢ = (T, o). ]

Para més detalles sobre distribuciones (en particular el estudio de la convolucién de distribuciones, dis-
tribuciones atemperadas y transformada de Fourier de distribuciones) se puede consultar [3] y [13]. Nosotros
vamos a terminar estas notas con unas consideraciones sobre la bisqueda de primitivas en D'(R).

3.7. Resultados comlementarios: Primitivas en D'(])

Dados I = (a,b), intervalo abierto de R, y S € D'(I), diremos que T es una primitiva de S en I si
TeD(I)yT =8 en D(I).

En primer lugar, se tiene el siguiente resultado:
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Proposicién 3.29. Dada T € D'(I), la distribucion T es una primitiva en I de la distribucidn nula si y
sdlo si es constante. Es decir, T' =0 en D'(I) si y sdlo si existe ¢ € R tal que

(T, ) = c/go(t) dt, para toda ¢ € D(I).
I

Demostracién.- Es evidente que si T es constante entonces 7" = 0.

Reciprocamente, si 7" = 0 entonces < T, ¢’ >= 0 para toda ¢ € D(I). Pero
(¢: pe D} = weD): [via=o.

En efecto, es evidente que si ¢ = ¢’ con ¢ € D(I) entonces / ¥ (t) dt = 0. Reciprocamente, si ¢ € D(I)
I

t
satisface / Y(t) dt = 0 entonces la funcién ¢ definida por ¢(t) = / ¥(s)ds, t € I, es la tnica funcién tal
1 a
que ¢ € D(I) y satisface ¢’ =1 en I.
En consecuencia, si 7" = 0 entonces (T, 1) = 0 para toda funcién ¢ € D(I) que satisfaga la igualdad

P(t)dt = 0. Fijemos o € D(I) tal que /gpo(t) dt = 1; en tal caso, para cada ¢ € D(I) la funcién
1 1

© — </ o(t) dt) o pertenece a D(I) y tiene integral cero en I. De la identidad
I

o= ([era)am+e-([owat) e

se obtiene entonces (T, p) = (¢, ¢), con ¢ = (T, ). ]

Nota 3.30. La proposicion precedente puede ser extendida al caso de RN. En concreto, se puede demostrar
que si Q C RY es un abierto conexo y T € D'(Q) es tal que VT =0 en D'(Q), entonces existe ¢ € R tal que
T = c en D'(Q). Para la demostracion de este resultado se puede consultar, por ejemplo, el libro de Renardy
y Rogers, [11].

Como consecuencia de la Proposicién 3.29 se obtiene la siguiente,

Proposicién 3.31. Dados I = (a,b) intervalo abierto de R y S € D'(I), existe T € D'(I) tal que T' = S

en D'(I). Ademdas, dicha T es inica salvo constantes aditivas, es decir, si T es otra primitiva de S en D'(I),
entonces existe ¢ € R tal que T —T = ¢ en D'(I).

Demostracion.- La unicidad de T salvo constantes aditivas es consecuencia inmediata de la Proposi-
cién 3.29.

En cuanto a la existencia de T', lo primero que es claro es que T' es una primitiva de S en D'(I) si y
sélo si (T, ¢') = —(S, ¢) para toda ¢ € D(I), lo cual es equivalente, de acuerdo con la demostracién de la

proposicién anterior, a que para toda ¢ € D(I) tal que /w(t) dt = 0 se satisfaga:
I
(33) <Ta ¢> = _<Sv \Il>a

siendo W (t) :/ P(s)ds.

Fijemos ¢¢ € D(I) tal que /gpo(t) dt = 1. Para cada ¢ € D(I) definamos T por (T, ) = —(S, x), con
I

(3.4) x@a[@@—%wmm%@)w
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Evidentemente, la T" asi definida satisface (3.3), y es un funcional lineal sobre D(I). Es un ejercicio sencillo
comprobar que si ¢, — 0 en D(I) entonces la sucesién correspondiente Y, definida por (3.4) converge
también a cero en D(I). En consecuencia la T definida por (3.3) es un elemento del espacio D'(I) ]

Supongamos que queremos resolver en D’'(I) la EDO
(3.5) T'=ft)T + g(1),

donde f € C*®(I) y g € D'(I) estén dadas. Considerando la nueva incégnita S dada por S = e T, con
F € C*(I) una primitiva de f, la ecuacién original (3.5) equivale a S’ = e~ g enD'(I). Podemos en
consecuencia afirmar, por aplicacién de la Proposicién 3.31, que (3.5) posee infinitas soluciones en D'(I),
siendo todas de la forma T = T}, + cel”, con T, una solucién particular de (3.5), y ¢ € R una constante
arbitraria. En particular, si ¢ € C°(I), podemos afirmar que el conjunto de soluciones de (3.5) en D'(I)
coincide con el de las soluciones clésicas.

En general, si g es una distribucién arbitraria, las soluciones de (3.5) no son funciones de C1(I). Lo

mismo sucede con una EDO de primer orden implicita aunque los datos sea regulares; asi la EDO ¢T" = 0
en D'(R) tiene por solucién particular la funcion de Heaviside, H(t) = 1 o) (t)-



CAPITULO 4

Espacios de Sobolev. Primeras propiedades

Dedicamos el tema a introducir los espacios de Sobolev y a estudiar las primeras propiedades de estos
espacios. Igual que en el tema anterior,  denotara un abierto no vacio de R, con N > 1 entero.

4.1. Espacios de Sobolev. Definiciones

En el tema anterior vimos que, dada T € D'(Q) y a € ZY, existe 9°T € D'(2). En particular, si
u € LP(Q), con p € [1,00], entonces existe 0%u € D'(Q) y verifica

(0%, ) = (~1)lolu, 07y = (~1)le! /Q u(@)0%p(z) d, Vi € D).

A veces, se tiene que 0%u € LP(Q) (es una funcién). Por ejemplo, si v € C1*(Q) y Q es acotado, entonces
su derivada distribucional coincide con la clasica y 0%u € LP(Q).

Definicién 4.1. Sean k > 1 un entero y p € [1,00]. Definimos el espacio de Sobolev W*P(Q) como
WHhP(Q) = {u € LP(Q) : 8°u € LP(Q), Vo € ZY tal que |a| < k}.
Nota 4.2. Evidentemente,
WHP(Q) ={ue LP(Q) : du e LP(Q), V1<i< N},
W2P(Q) = {u € LP(Q) : diu € LP(Q),0u € LP(Q), V1<i,j < N}.

Nota 4.3. En la definicién de WP (Q), las derivadas consideradas son derivadas distribucionales. Asi, decir
que 0%u € LP(Q) significa que existe v, € LP(Q) tal que 0%u = v, en D'(Q), es decir, tal que

(—1)a|/u8a<pdx = / vapdz, Ve e D).
Q Q
Obsérvese que en tal caso v, estd univocamente determinada.

Nota 4.4. Obsérvese que u € WHP() si y sélo si para cada « € Z con |a| < k existe v, € LP(R) tal que
(=1)l / ud“pdr = / vapdz, Yo e CFQ).
Q Q

La demostracién de esta afirmacién se puede hacer mediante convolucion con una sucesién regularizante,

y se deja como ejercicio.

31
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Es facil comprobar que W*P?(Q) es un subespacio vectorial de LP(€2).

Sobre W¥P(Q) se considera la norma

1/p
(4.1) lullwengy = | 3 0%l ] s p<oo
|| <k
(4.2) HUHWIWC(Q):‘ﬁi)]iHaaUHLw(Q) si p=oo.

En particular, para p < oo,

N 1/p
P (Huuﬁp(m =S I\aiu\lipm)) ,
=1

N N 1/p N 1/p
HUHWQ’P(Q) = ||U’|I£p(g) + Z ||aiu||ip(g) + Z ||8iju||ip(g) = ||u||€vl,p(g) + Z ||8iju||1£p(g)

=1 i,j=1 i,5=1
Observacién 4.5. Se deja como ejercicio la comprobacion de que || - [|lyr.pq) €s efectivamente una norma

en WHhP(Q).
Asi mismo, se deja como ejercicio la comprobacion de que, tanto si p es finito como si no, una NOrma
equivalente a la dada por (4.1) y (4.2), es la definida por

(4.3) ulyroy = > 110%ul1r(q)-
| <k
Definicién 4.6. El caso p = 2 es un caso de especial interés, ya que la norma || - ||yr2(q) procede del

producto escalar

(,0) gy = Y, (0%, 0°0) 2.

o<k

Utilizaremos la notacion H*(Q) para representar a W*2(Q), es decir
H*(Q) = Wh2(Q).

Observacioén 4.7. De la propia definicion de la norma, es inmediato deducir que u, — u en W’”’(Q) sty
sélo si 0%up, — 0%u en LP(Q2), para todo 0 < |o| < k.

En lo que sigue, vamos a hacer uso del siguiente resultado:

Proposicién 4.8. Sean o € ZY, {u,}n>1 C LP(Q) y u, v, € LP(Q) tales que up, — u y 0%, — vo en
LP(2). Entonces vq, = 0%u.

Demostracién.- Si u,, — u en LP(2), entonces u,, — u en D’(Q), y en consecuencia 0%u, — 0%u en D' (Q).

Pero, 0%u, — v, en LP(2) implica que 0%u,, — v, en D'(Q), asi que v, = 0%u. [
Teorema 4.9. Sean Q C RY un abierto no vacio, k > 1 un entero, y p € [1,00]. Se tiene
a) WFP(Q) es un espacio de Banach y H*(Q) es un espacio de Hilbert.

b) WEP(Q) es un espacio reflexivo si p € (1,00).
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c) WkP(Q) es un espacio separable si p € [1,00).
d) D(Q) c Wkr(Q).
e) CK(Q) c WkP(Q), y si Q es acotado, entonces CF(Q) € WHFP(Q).
Demostracién.- Sea M = card {a € Z¥ : |a| < k} y consideramos el espacio producto
x =11 @ = @)™,
| <k
que es un espacio de Banach para la norma (producto):

1/p

1Ulx = | D luallf sip € [1,00),
|a|<k

1U||x = max|q <k [|[UallLe@) sl p= o0,
donde U = (ua)l aj<k € X. De hecho, sabemos que X es reflexivo si y sélo si LP(Q) es reflexivo y X es
separable si y sélo si LP(Q2) lo es.

Consideramos la aplicacién lineal
J:ue WhP(Q) — (0%u) o)<k, € X,

y sea E = J(W*P(Q)) C X. Por la Proposicién 4.8 es inmediato comprobar que E es un subespacio
vectorial cerrado de X. Asi, (E,|| - ||x) es un espacio de Banach que hereda las propiedades de reflexivi-
dad y separabilidad de X. Ademds, J es un isomorfismo isométrico entre W*?(Q) y E. Concluimos que

(Wk’p(ﬂ), IE HWk,p(Q)> es un espacio de Banach y se tienen b) y c). Los dos ultimos apartados son faciles
de comprobar. [ |

Observacién 4.10. Los espacios WH1(Q) y WF(Q) no son reflexivos. Ademds, W*>(Q) no es separable

(ver [2]).

Definicién 4.11. Sean k > 1 un entero y p € [1,00|. Definimos Wéf’p(Q) como la clausura de D(Q2) en
WHP(Q), es decir,

Wy () =D@) e,
En el caso particular p = 2, usaremos la notacion HY(Q) = Wg’Q(Q).

De la propia definicién deducimos que W[f () es un subespacio vectorial cerrado de W*P?(Q) y que, con

la norma || - Hwk,p(g), es un espacio de Banach que hereda las propiedades de reflexividad y separabilidad
de WHP(Q). En el caso p = 2, al igual que H*(Q2), H¥(Q) es un espacio de Hilbert con el producto escalar
(s ) k()

Nota 4.12. a) Obsérvese que decir que u € Wg’p(ﬂ) es equivalente a decir que existe una sucesion

{on}n>1 C D(Q) tal que @, — u en WFP(Q), es decir, tal que 0%p, — 0% en LP(Q), para todo
0 < |a| <k, con lo que es interesante encontrar una caracterizacion manejable del espacio Wg’p(Q).

b) Aunque D(Q) es denso en W(;C’p(Q) no podemos deducir que las funciones Wg’p(Q) tenga soporte
compacto en €.

¢) Utilizando la convolucion con una sucesion reqularizante, es inmediato comprobar que C¥(Q) C Wg’p(Q),
para todo k > 1, p € [1,00].
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k : .
d) Sabemos que WP (Q) es un subespacio vectorial cerrado de W*P () y veremos que, en general, es un
subespacio vectorial cerrado propio de Wk’p(Q), aunque en algunos casos coinciden.

Teorema 4.13. Sean k > 1, p € [1,00] y sea u € Wg’p(Q). Definamos u como la extension por 0 de u a

RN\ Q, esto es
~ ) ou(z) zeq,
“(x)_{o z e RV\ Q.

Entonces,
a) U e WEP(RN),
b) 0% = 0%, Vl|a|<ky
c) ||a”W’W(RN) = ||U\|ka(9)-
Demostracién.- Por hipétesis u € Wéf’p(Q), por lo que existe {¢y, }n>1 C D() tal que

on — uwen LP(Q) y
0%pp — 0%u en LP(Q)), V]a| <k.

Consideramos ¢,, definida por

~ _ Son('iv) T € Q7
S0”(95)_{0 ze RV \ Q,

que evidentemente verifica que @, € D(RY) y 0%¢,, = %n para |a| < k. Deducimos que

on — uen LP(RY) y
9%, = 9%p, — 0w en LP(RN), V|a| < k.

Aplicando la Proposicién 4.8 llegamos a que existe 0%u = dou € LP (RY) para todo |a| < k, es decir,
- k, -
ue WyP(RY) y [allwermny = [ullwrre@) - u

Corolario 4.14. En general, W*P(Q) # Wé‘:’p(Q).

Demostracién.- Para ello, consideramos u = 1 en Q = (0,1). Estd claro que u € W*P?(Q) para cualesquiera
valores de k y p. Sin embargo u ¢ Wég’p(Q), pues eso daria que u € Wéf’p(]R) y que u' € LP(R), contra el
hecho de que @' = dy — d1, que se puede comprobar que no es una funcién. ]

Observacién 4.15.  a) Seau € WYP(Q) dada. De lo que hemos dicho hasta ahora, podemos afirmar que,
en general, u € LP(RN), pero u ¢ WHP(RY).

b) Lo que si puede afirmarse por ejemplo es que si v € CH(Q), entonces up € WIP(Q) con
9i(wp) = Yoiu + udip,

para todo 1 < i < N. Ademds, z’@ (la prolongacion por cero a RN \ Q) pertenece a WHP(RY) y se
satisface
0;(uw) = YOju +udpp, 1 <i < N.

Se deja la comprobacion como ejercicio. Lo mismo se satisface si solamente ¢ € C*(RN) N L>®(RY)
es tal que Vi € L®°(RM)N y sopy ¢ RV \ 09Q.
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4.2. Primeras propiedades de los espacios de Sobolev. Teorema de Friedrichs

Aunque los resultados que vamos a obtener en esta seccién son vélidos, con los cambios pertinentes, en
los espacios Wk» (£2), nos vamos a restringir a partir de ahora, por comodidad de notacién, a los W1P(Q).

Ya sabemos que en general D(£2) no es denso en WP(Q), pero, como vamos a demostrar, si que se tiene
la densidad en el caso Q2 = RY y p < co. Para demostrar esto tltimo utilizamos el siguiente resultado:

Lema 4.16. Si p € CY(RY) yu € WYP(RYN), entonces p* u € WHP(RN) N CHIRY) y
(4.4) Oi(p*xu)=px0mu, V1<i<N.

Demostracién.- Basta comprobar (4.4) en el sentido de D'(IRY) y tener en cuenta la Proposicién 3.25.

Para cada ¢ € D(RY) fijada se tiene, aplicando Fubini,

<olpru.g == [ (prw@dipls) da

- /RN </RN p(z — 1)d;p(x) dm) u(y)dy = — /RN (P * 0ip) (y)u(y) dy,

con p(y) = p(—y). Ahora bien, de las propiedades ya vistas para el producto de convolucién, sabemos que
p * ¢ pertenece a D(RY), con derivada (cldsica) 0;(p * ) = p * Dip.

En consecuencia, aplicando de nuevo Fubini,

<oprwe>== [ Grop@u@de=— [ (00 @uls) ds

= / (p* p)(z)Oiu(z) dx = / (p*Oiu)(x)p(x)de =< p*diu,p > .
RN RN
|
Definicién 4.17. Se denomina sucesion truncante en RN a cualquier sucesion {¢,} € D(RYN) definida por:
a) Ci(z) =¢(x), con C € DRN) tal que 0 < ¢ <1 en RN, (=1 en B(0,1) ysop( C B(0,2),
b) (u(x) = C(%), para todo n > 2.
Teorema 4.18. D(RY) es denso en W'P(RYN), para todo 1 < p < oc.

Demostracion.- La demostracién se basa en dos pasos:

1. Regularizacién: Sea v € WHP(RRY) fijado. Tomemos {p, }, una sucesién regularizante en R, y denotemos
Vp = pp *u. Evidentemente, {v,} € C*°(R"N) y v, — u en LP(R"). Ademas, por (4.4) y Proposicién 3.12 b)
sigue que

OjVn = pn *x Oju — O;u  en Lp(]RN),

con lo que
vy, —u en WHP(RN).

2. Truncamiento: Sea {¢,} una sucesién truncante en RY, y denotemos u,, = (,v,. Veamos que u, verifica
las tesis del Teorema. Evidentemente u,, € D(R"). Ademss,

/ |un—vn\pd$:/ |Cnvn — vp|P da < / | |P dx
RN {lz[>n} {lz[>n}
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< 2”/ |u]pdw+2p/ |vp, — u|P dx — 0.
{lz[>n} {|z|>n}

u, —u  LP(RMN).

En consecuencia

Por otro lado,

1 T
Oitn = (u0;vy + Unﬁ(azo(ﬁ)

De manera andloga a lo hecho anteriormente se demuestra que (,0;v, — Jju en L”(]RN ). Ademas,
denotando por C' una cota superior de los valores absolutos de las parciales primeras de (,
fis

1 z [P cp
7 Wa Yot < = p
vnn((‘)zg)(n) dr < o /RN |op|P dx — 0,

de donde se deduce que
8iun — &u LP(RN>.

Es claro ahora el siguiente resultado:

Corolario 4.19. Se tiene que W'P(RN) = Wy P(RN), para todo 1 < p < cc.

A partir de ahora utilizamos la notacién Q' CC € para expresar que €2 es un abierto tal que su clausura
es un compacto contenido en €. En el caso de 2 # RY, se tiene:

Teorema 4.20. (de Friedrichs) Sean Q@ C RV abierto y 1 < p < oo. Dada u € WIP(Q), eriste una
sucesion {u,}y C D(RYN) tal que

U — u en LP(Q), Oiun, — Oju en LP(SY),
para todo 1 < i < N y todo abierto Q' CC Q.

Demostracién.- De nuevo la demostracién consiste en un proceso de regularizacion seguido por uno de
truncamiento.

1. Regularizacién: Denotemos por @ la prolongacién de u por cero a RY \ Q. En principio, % no pertenece
a WHP(RN).

Fijemos {p,}, una sucesién regularizante en R", y denotemos v,, = p,, * @i. Sabemos que v, € C°(RY) y

v, — @ en LP(RM).

Dado ' cC Q, fijemos ¢ € D(Q2) tal que 0 < 9 <1y ¢ =1 en todo un entorno de Q' contenido en 2, que
existe gracias al Teorema 3.6 1). En primer lugar, observemos que

S0P (pn * PU — p * 1) = sop(pn * (# — 1)7) C sop(pn) + sop(p — 1)u C B(0,1/n) +sop(¢ — 1)u ¢ RV \ €,

para todo n suficientemente grande, con lo que podemos afirmar la existencia de un ng tal que si n > ng
entonces

(4.5) Pn ¥ QU= pp* U en (.
Por la Observacién 4.15 2), pu € WHP(RY) y 9;(pu) = @O+ udyp. Asi:

0i(pn * 1) — @O+ udip en LP(RY),
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y en particular
Oivyn, = Oi(pn * pu) — @Oiu +ud;p en LP(Q).
Pero en (' se satisface ¢ =1y 9;¢ = 0, con lo que, por (4.5),
0i(pn * @) = v, — Oju en LP(Q).
2. Truncamiento: Consideremos ahora una sucesién truncante ¢, y tomemos
Uy = Cvp € D(RY).

Basta ahora, para terminar la demostracién, razonar como en el Teorema 4.18. [ ]

A partir de ahora, en la demostracién de los resultados que siguen, que son vélidos para todo p € [1, oo],

vamos a suponer que p es finito; para el razonamiento en el caso p = oo constiltese [2].

Como primera consecuencia del teorema de Friedrichs, es facil obtener algunas reglas basicas de derivacién

en W1P(Q).

Proposicién 4.21. (Derivacién del producto) Siu y v pertenecen a WHP(Q)NL*> (), entonces también

uv € WHP(Q) N L®(2), con
(4.6) 0i(uv) = udjv +voju,i =1,...,N.

Demostracién.- Como u,v € L>®(Q2) N LP(QQ) es inmediato que uv € L*°(Q2) N LP(Q).

Es inmediato ahora que basta demostrar (4.6) para concluir el resultado. Suponemos que 1 < p < oo,

para el caso p = oo constiltese [2].

Consideremos las sucesiones u, = (u(pp * 4) y vy, = (u(pn * 0) de la demostracién del teorema de

Friedrichs. Obsérvese que

[unllLos (@) = [1Gn(pn * @) L) < llon * Gll Lo vy < llonllpr w18l oo (mvy = llull oo ()
y por tanto,
(4.7) unll o) < llull e [vnllLe @) < [[vllzee(q) -

Dada ¢ € D(Q), se fija un abierto ' tal que sop ¢ C Q' CC . Probar (4.6) es equivalente a probar

/ uvl;p dx = —/ (u0iv + voju) p dx.

Recordemos que gracias al Teorema de Friedrichs
Up — U, Uy — U en LP(Q) vy,

Oity, — O;u, O;v, — O;v en LP(QY).

Ademds, extrayendo subsucesiones si es preciso (ver Capitulo 3), podemos suponer que
Up = Uy Uy — v epdoen Qy |uy| <h, v, <gcon h,ge LP().

Como las u,, y las v, son en particular de C*°(2), se tiene:

(4.8) | wvidipds = | (uadivn + va0,)

Basta ahora hacer pasar al limite en (4.8) por convergencia dominada, para obtener (4.6). En efecto, deno-

tando por
fn = upvn0;p,
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es claro que fn(x) — u(z)v(x)dv;(x) c.p.d. en Q' y gracias a (4.7)
|fn] < C < o0,

y por tanto gracias al Teorema de la Convergencia Dominada
/ UpUpOi 0 dx — uvd;p dx.
/ Q/

Andlogamente se actia con las otras integrales de (4.8). [

Observacién 4.22. Si u y v pertenecen a H'(Q2), la férmula (4.6) continta siendo vélida aunque ninguna
de las dos funciones esté acotada (razénese), y por tanto, al menos, tenemos garantizado que uv € Wh(Q).

Proposicién 4.23. (Derivada de una composicién) Sea G € C'(R) una funcién tal que G(0) = 0 y
|G'(s)| < C < 00, Vs € R. Siu € WHP(Q), entonces

(4.9) Gu) e W(Q) y 0 (Gu)) =G (u)du V1<i<N.
Ademds, siu € Wol’p(Q), entonces también G(u) € Wol’p(Q).
Demostracion.- Evidentemente

G(u)] = [G(u) = G(0)] < Clul,

con lo que G(u) € LP(Q). Ademds, como G'(u) € L>®(Q) se tiene que G'(u)d;u € LP(). Asi que, para ver
que G(u) € WHP(Q), sélo falta demostrar que

(4.10) /QG/(U)(aiu)godx = —/S]G(u)ﬁigodx Yy € D(Q).

Supongamos que p es finito, para el caso p = oo constltese [2]. Para demostrar (4.10), se toma una
sucesion u, en las condiciones del teorema de Friedrichs. Dada ¢ € D(2), se fija un abierto Q' tal que
sopp C Q' CC Q. Como G(uy,) € CH(RY), en particular se satisface

Q/ 94

Basta ahora pasar al limite en (4.11), para alguna subsucesién de las u,. Para ello se observa que de {u,}
se puede extraer otra subsucesion {u,} tal que

u, — u  c.p.d.en €,

diuy — Oiu c.p.d. en

lup(x)] <wv(xz) c.p.d. en, conve LP(Q),
|0iuu(x)| < hi(z) c.p.d. en @, con h; € LP(Y).

Con lo que, en particular, llamando
f,u = G(Uu)az%

tenemos que
fu(z) = G(u(z))dip(x) cpd.enQ'y
[ful < 1G(up)] < Cluy| < Cv en Q.

Teniendo en cuenta el teorema de convergencia dominada de Lebesgue se tiene que

| e~ [ G
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Por otro lado, tomando
gu = G (u) (Oyup) e,

se tiene que

gu(x) = G'(u(x))Oiu(z)e(r) c.p.d. en Q' y ademds

|9l = |G (up)|0supll o] < Chi € LP(SY),
por el teorema de convergencia dominada de Lebesgue se concluye que

G (up)Oupp — | G'(u)diuep.
Q/ Q!
Finalmente, si u € Wol’p(Q), existe una sucesién {¢,}n>1 C D(Q) tal que ¢, — u en W1P(Q). Como
G € CY(R) y G(0) = 0, sigue que
sop(G(n)) C sop(en)

por lo que es inmediato que G(p,) € CH(Q) C Wol’p(Q).

Por otra parte, existe una subsucesion {y,},>1 C {¥n}n>1 tal que v, — vy 0jp, — Oju c.p.d. en €,
para todo ¢ = 1,.., N, satisfaciéndose ademas que

lou(x)| < h(x), |0ipu(x)| < h(x), c.p.d.enQ, paratodoi=1,..,N,
para alguna funcién h € LP(Q).
Es ahora inmediato comprobar que G(¢,) — G(u) en WP(Q), y por tanto G(u) € Wol’p(Q). ]

Observacién 4.24. Las proposiciones precedentes pueden ser extendidas a situaciones mds generales:

a) La igualdad (4.6) continiia siendo vdlida si u y v son dos funciones de L, .(Q) tales wv € LL () y
Vu, Vo y uVv + vVu pertenecen todas a Li, ()N (ver [5]).

b) También la Proposicion 4.23 es cierta con G globalmente-Lipschitz, ver [7] pag 60.
Por otra parte, se puede demostrar que
Corolario 4.25. Sea p € [1,00) yu € W'P(Q) (resp. u € Wol’p(Q)). Entonces, las funciones
ut = méx{u, 0}, u~ = méx{—u,0}, |u| € W'P(Q) (resp. en Wol’p(Q)) Y

0 siu(x)>0

>0,

0; ' >0, = U,
Ot (z) = { u siula) oiu~ (x) = Oilul(x) = ¢ —0iu siu(x) <0,
-0,

0 siu(z) <0,

{ Oiu  siu(x)

—0iu st u(x) <0,
0  siu(x)

casi por doquier en 2.
Se propone como ejercicio demostrar este resultado, usando las funciones
Gels) = [(5° + )2 = ] 1y,
Como una ultima consecuencia del teorema de Friedrichs, obtenemos es resultado siguiente:

Proposicién 4.26. (Férmula de cambio de variables) Sean Q y Q dos abiertos de RN, y H: Q1 — Q
una aplicacion biyectiva, x = H(y), tal que

Hec (N, H'ec ()N, JacH e L®(Q)N*N, JacH ' e L®(Q)V*V,
donde por Jac H denotamos a la matriz jacobiana de H.

En estas condiciones, si u € WYP(Q), entonces uo H € WP(Q), y

(4.12)

(o H)(0) = Y- (W) G0 =1
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Demostracién.- Como Jac H € L®(Q)V*N es inmediato comprobar que uo H € LP(Q), y por la misma
razén, y el hecho de que Jac H € L®(Q)V*N para probar que uo H € W1P(Q), basta con demostrar (4.12).

Supongamos que 1 < p < co. En tal caso, por el teorema de Friedrichs, existe una sucesién {u,} € D(RY)
tal que u, — u en LP(Q) y Oju, — Oyu en LP(Q)) para todo 1 < i < N y todo abierto ' CC Q. Entonces,
nuevamente por el caracter L™ de Jac H y Jac H~!, tenemos que u, o H — uo H en LP(Q) y

H H. - - -
Oun oH OH; — Ou oH oH; en LP(Q) para todo abierto Q' CC .
(9331' 8yj 8901 Byj

Como u, o H € C(2), dada cualquier ¢ € D(), s tiene

n H )
/Q(u ° /Z (3% ) 3yj(pdy

Pasando al limite en esta igualdad, se obtiene (4.12). ]




CAPITULO 5

Teoremas de Prolongaciéon y de Densidad en los Espacios de
Sobolev

En general, hay resultados que son més faciles de probar para funciones que estan definidas en todo RY.
Asi, para poder probarlo en un abierto €2, una técnica consiste en prolongar la funcién de Q a todo RY, usar el
resultado véalido en RY y, finalmente, restringir la funcién a €. Estos son resultados de prolongacién, de entre
los que ya sabemos que si u € VVO1 P(§2) entonces su prolongacién u por cero a R\ Q pertenece a VVO1 P(RN)
y de hecho tiene la misma norma en LP(RY) y WHP(RY) que u en LP(Q2) y WP() respectivamente.
También hemos visto cémo esta afirmacién no es cierta en general para las funciones de W1P(Q).

Por otra parte, hay muchos resultados relativos a espacios de funciones faciles de probar para funciones
regulares. Mediante razonamientos de densidad, éstos pueden ser generalizados a funciones arbitrarias de
un espacio dado. En este sentido, son importantes resultados de densidad (aproximacion) de los elementos
de WHP(Q). Ya sabemos que D(2) es denso en LP(2), 1 < p < oo, que D(RY) es denso en W1IP(RY),
para todo 1 < p < oo, y por supuesto por definicién D(2) es denso en VVég P(§2), asi como el importante
Teorema de Friedrichs. En este tema vamos a ver la manera en que se pueden extender estos resultados a
las funciones de W1?(Q), cuando el abierto € es regular.

En todo el tema, © denotard un abierto no vacio de RY, con N > 1 entero. Dado z € R, escribiremos
también z = (2/,zx), con 2’ € RY-1 zx € R, y usaremos |2/| para denotar la norma euclidiana de '

Denotaremos
RY = {z = (2/,zy) € RN : x5 > 0},
Q={r=(2,on) e RN : |2/| <1, |an| < 1},
Qi =QNRY,
Qo={z=(2/,0) e RN : |2/| < 1}.

5.1. Teorema de Prolongacion

Introducimos en primer lugar la clase de abiertos para los que vamos a demostrar el resultado de pro-
longacion.

Definicion 5.1. Sea m > 1 un entero. Diremos que ) es un abierto de clase C™ si para cada punto x € OS2
existen un entorno abierto O de x y una aplicacion biyectiva H : Q — O tal que

HeC™Q), H'eCc™0), H(Q,)=0nQ, H(Q)=0noN.

41
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Nosotros vamos a establecer el resultado de prolongacién para los abiertos de clase C' con frontera
acotada, y también en el caso en que 2 = ]Rﬂ\r] .

Lema 5.2. Seau € WYP(Q) una funcién dada, y denotemos por u* a la funcion definida sobre Q mediante

prolongacion por reflexion de u, es decir,

W o) = w(z',xy)  siazy >0,
’ u(z',—zN)  sixy <O0.

Entonces u* € WP(Q) y satisface
[w* ey < 2llullr@yys  lullwirg) < 2lullwirg,) -

Demostracion.- El resultado es consecuencia de que las derivadas parciales primeras de u* en el sentido
de D'(Q) vienen dadas por

(5.1) oiu* = (Ou)*, sil<i<N-—1, Oyu*=(0nu)°,

donde (0;u)* es la prolongacién por reflexién de 0;u, y para cualquier funcién real f definida sobre Q4 se
denota f° a la funcién definida sobre Q por

—f(2',—xN) sizy <O.

o, zy) = { o) sizy >0,

Las igualdades en (5.1), aunque intuitivamente claras, no son inmediatas, y necesitan de una demostracién
cuidadosa que omitimos y que se puede consultar en [2] (Lema IX.2) o [7] (Teorema 2.3.1). ]

Observacién 5.3. FEl resultado del Lema 5.2 continia siendo cierto, con la misma demostracion, si susti-
: N
tuimos Q4 por R .

En lo que sigue, y en varias ocasiones durante el curso, vamos a hacer uso del siguiente resultado, cuya
demostracién se puede consultar, por ejemplo, en [3].

Lema 5.4. (Particién de la unidad) Sean I' un compacto de RN y Oy,..., Oy subconjuntos abiertos de

k
RY tales que T' C U O;.
=1
Entonces, existen k + 1 funciones 0, 01,...,0p de C®°(RY) tales que
a) 0 <0;(x) <1 para todo x € RN y cualquier i = 0,1, ..., k,

k
b) Zﬁz(x) =1 para todo x € RV,
i=0

c) sop(0;) es un compacto y sop(6;) C O; para todo i =1, ..., k,
d) sop(6p) c RN \T.

Si Q un abierto acotado y I' = 0L, entonces fpjq € D(12).

A la familia (;)o<i<k se le denomina una particion de la unidad subordinada al recubrimiento (O;)1<i<k

deT.

Estamos ahora en condiciones de demostrar el teorema de prolongacién para funciones de W1P(€).
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Teorema 5.5. Supongamos que Q es un abierto de RY de clase C' con frontera 02 acotada. Entonces
existe una aplicacion P : WHP(Q) — WLP(RN) lineal y tal que para toda u € WhrP(Q)

a) Pug = u,
b) [[Pullprryy < Cllullre()s
c) ”PUHWLP(RN) < CHUHWLP(Q),

donde C' > 0 es una constante que solo depende de ).

El resultado continia siendo cierto si Q) = ]Rf.

Demostracién.- Que el teorema se satisface si 2 = ]R_]X es consecuencia evidente de la Observacién 5.3,
tomando en este caso Pu=u*y C = 2.

Supongamos ahora que € es un abierto de R de clase C! con frontera 99 acotada. En tal caso, existe
un recubrimiento abierto finito (O;)1<i<k de 0N tal que para para cada i = 1,..,k existe una aplicacién
biyectiva H; : Q — O; tal que

H; € CY(Q), H'eCY0)), H{(Q:+)=0:nQ, Hi(Qo)=0;NdN.

Consideremos una particiéon de la unidad subordinada al recubrimiento (O;)i<i<k de I' = 012, formada
por las funciones 6y, 604, ..., 0, con las propiedades descritas en el Lema 5.4. Diremos en tal caso que hemos
rectificado J€) por cartas locales y hemos introducido una particién de la unidad.

Dada una funcién u € WHP(€), denotemos u; = 0;u, i = 0,1, .., k, con lo que podemos escribir que

Lo que hacemos a continuacién es prolongar a R™ cada funcién w;, distinguiendo el caso i = 0 de los demas.
Prolongacién de ug.- Evidentemente, 6y € C1(RY) N L>®°(RY), con sop (fp) € RN \ 9Q. Ademés, como

k
Vo =—Y Vo,

i=1

es claro que Vfy € L=°(RM)V, gracias a que cada sop(#;) es un compacto y sop(6;) C O;. En consecuencia,
si consideramos la funcién g, prolongacién por cero de ug a RN \ 2, por la Observacién 4.15 podemos
afirmar que uy € WHP(RY), y satisface

Bitio = OoDsu + udib,
con lo que
ol e ey < Collullze) v ldollwrr@yy < Collullwrirq),

con Cy > 0 sélo dependiente de 6.

Prolongacién de u; para ¢ =1, ..., k.- Se considera la restriccion de v a O; N 2. Se define

vily) = u(Hi(y)), para cada y € Q1.

Por la Proposicién 4.26, sabemos que v; € W1P(Q,). A continuacién, se considera la funcién vy, definida
sobre ) por prolongacién por reflexién de v;, que sabemos que satisface v] € WLP(Q). Seguidamente, se
define

wi(z) = v (H Y(z)), Ve
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Por construccién y por la Proposicién 4.26, w; € WHP(0;), w;(x) = u(x) sobre O; N Q,

|will o)) < cillullir) v lwillwiro,) < cillullwir@)s

con ¢; > 0 una constante que sélo depende de H;.

Si se define ahora
) Oi(x)wi(x) six e O,
uz(x)—{ 0 siz e RN\ O,

~

por la Observacién 4.15 2) y por construccién, podemos afirmar que @; € WYP(RY), @;(x) = u;(z) para
todoz € Q, y

”ai”LP(RN) < CiHuHLP(Q) y HaiHWLP(RN) < CZ‘HUHWLP(Q)v
con C; > 0 una constante que sélo depende de ¢; y de ;.

Basta definir

k
Pu=1g+ Y .
i=1
Es inmediato comprobar que P satisfacen todas las condiciones del teorema. ]

Observacién 5.6. El teorema de prolongacion es también vdlido para algunos abiertos que no son C*.
Ast por ejemplo, lo es para Q = (0,1) x (0,1) (ver [2]).

5.2. Teorema de densidad

Como una consecuencia sencilla del teorema de prolongacion, obtenemos el resultado de densidad si-
guiente.

Teorema 5.7. Supongamos que Q es un abierto de RN de clase C' y sea u € WIP(Q), con 1 < p < oo.
Entonces, existe una sucesion {u,} C D(RY) tal que

Unjo — u en WHP(Q).

Es decir, si denotamos por D(Q) al espacio de las restricciones a Q de funciones de D(RY), podemos afirmar
que D(Q) es denso en WHP(Q), para todo 1 < p < co.

Demostracién.- Sea u € WHP(Q), con 1 < p < oco. Sean {p,} una sucesién regularizante y {¢,} una
sucesién truncante en RY.

a) Si 0N es acotada, entonces existe un operador de prolongacién P satisfaciendo las condiciones del
Teorema 5.5. Es sencillo comprobar que u, = (,(p, * Pu) es una sucesién tal que u,, — Pu en WHP(RN) y
satisface las condiciones del teorema.

b) Si 9 no es acotada, dado e > 0 existe un ng > 1 tal que ||u — Guullpw1r(@) < €. Teniendo en
cuenta que sélo interviene la interseccién de 02 con la bola de centro 0 y radio grande, se puede construir
una prolongaciéon v € WHP(RY) de (,,u. Basta ahora tener en cuenta que existe w € D(RY) tal que
Hv — w”W1,p(RN) < E. |

Observacién 5.8. En el caso de un abierto Q) general, un resultado de demostracion dificil debido a Meyers
y Serrin afirma que C®°(Q) N WLP(Q) es denso en WHP(Q) para todo 1 < p < oo (ver [1]).



CAPITULO 6

Teoremas de Inyeccion continua y compacta en los Espacios
de Sobolev

En todo el tema, © denotara un abierto no vacio de RV, con N > 2 entero, y por definicién, para cada
I <p< oo,

N
IVl ogoyy =D 105ull oo
=1

6.1. Teoremas de Inyecciéon continua

Teorema 6.1. (Sobolev-Gagliardo-Nirenberg) Sea 1 < p < N y denotemos p* al nimero definido por
1 « Np
p p N PoNp)

WEP(RY) — L¥(RY),

Se satisface

con inyeccion continua. Ademds, existe una constante positiva C = C(p, N) tal que
(6.1) [ull o* (mvy < ClIVul Lpgayn,  para toda u € WhP(RN).

Demostracién.- Vamos a demostrar el resultado en el caso N = 2. La prueba del caso N general se puede
consultar en [2].

2
Asi pues, suponemos N = 2, y en consecuencia 1 <p <2y p* = 271? > 2p > 2.
-p
Supongamos en primer lugar que v € C}(IR?). En tal caso, para todo (z1,z2) € R?,
T 00
|u(zy, x2)| = ‘/ 81u(t,x2)dt‘ < / |O1u(t, x2)| dt,
—00 —00
To 00
(e, 2)] = ‘/ Dyu(ar, ) dt‘ < / g, 1)) dt,
—00 —0oQ

y en consecuencia, multiplicando ambas desigualdades e integrando en R?, obtenemos

(6.2) ull?2(re) < O1ull 1 (g2 | O2ull 11 2y

45
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Obsérvese que si p = 1, entonces p* = 2, y en este caso (6.1) se obtiene directamente de (6.2), con
C=1/2.

Supongamos por tanto p > 1, sea ahora r > 1, y consideremos la funcién |u|"~'u, que también perte-
nece a C}(IR?), con derivadas parciales 9;(|u|"~'u) = r|u|"~'0;u. Aplicando la desigualdad (6.2) a |u|"'u,
obtenemos

/R2 u(@)[*" da < r?|[[ul" " Ol eyl ul" Oaul 1 e,

y por tanto, teniendo en cuenta que por la desigualdad de Holder

/

1/p
ll 2 2uulney < ([ 1@l ) Jouulus

obtenemos
/ 2 p/
(6.3 [ @< ([ @i o) oo 10wl e
R2 R2
para todo r > 1.
Tomando r = % = 2’%}), con lo cual (r — 1)p' = p*, obtenemos de (6.3)
. p* 2 . 2/p'
lu(@)[” do < | = lu(z)[” dz [01ull Lo (r2) |02t Lr (r2),
R2 2 R2
, . 2 2
y de aqui, teniendo en cuenta que 1 — I? =—,
p* 1/2 1/2 p*
(6.4) lall o may < 5 10l ey |9l Pz < T (10rull oy + 1020l o))

Ahora, si u € W1P(IR?), existe una sucesién {u,} € D(R?), tal que u, — u en W1P(IR?). Teniendo en
cuenta que por (6.4)

p*
Z(Hal(un — um)||zrr2) + 102(tn — um) | Lr(r2))

l[un — wmll Lo (R2) <

la sucesién {u,} también converge a u en LP (IR?), y por tanto pasando al limite en la desigualdad (6.4)
escrita para las u,, la obtenemos para u. [ |

Observacion 6.2. A lo largo del tema se utilizard en muchas ocasiones la desigualdad de Young,

ar b
ab< — + —,
T T

vdlida para todo a > 0,b>0y 1l <r <oo, con1/r+1/r" =1 (ver [2] pag. 56).

Como consecuencia del teorema anterior y de la desigualdad de interpolacién (ver Tema 3), obtenemos
el resultado siguiente:

Corolario 6.3. Sea 1 < p < N y denotemos p* al nimero definido por 1/p* =1/p — 1/N. Se satisface que
WIP(RN) — LYRY), para todo q € [p,p*],
con inyeccion continua.

En el caso p = N se tiene el resultado siguiente:
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Corolario 6.4. (Caso limite p = N) Se satisface
WEN(RN) — LYRY),  para todo q € [N, +00),
con inyeccion continua.

Demostracion.- De nuevo vamos a demostrar el resultado en el caso N = 2. La prueba del caso N general
se puede consultar en [2].

Asi pues, vamos a demostrar que
(6.5) W12(R?) — LY(R?), para todo ¢ € [2,4+00),

con inyeccién continua.

Sea u € C!(IR?). De acuerdo con la desigualdad (6.3) con p = 2, para todo r > 1 se satisface

1/(2r)
follzay <7 ([ @) 9l

es decir, teniendo en cuenta que
1 1 1
— = (1-2),
2r  2(r—1) r

1-1/ 1
lallzr ey < rlull 2o gy 1Vl 2y

con lo que por la desigualdad de Young,
(6.6) [ullL2r g2y < (r = Dlull p20-0 g2y + VUl 2m2),

para todo r > 1.

Tomando 7 = 2 en (6.6), se obtiene que [|u|p1r2) < [Jullz2r2) + |Vl £2r2), con lo que, por la desigual-
dad de interpolacién, se tiene

lull Loy < Colllullp2r2y + IVullL2gm2)),

para todo ¢q € [2,4].

Reiterando el argumento con r» = 3, r = 4, etc, se llega a
(6.7) lull Lar2y < Colllullp2r2y + IVullL2g2)),

para todo g € [2,+00) y toda u € C}(IR?), con C, una funcién que sélo depende de q.
A continuacién, la desigualdad (6.7) se prolonga por densidad a toda funcién u de W1H2(IR?). ]

Teorema 6.5. (Morrey) Sip > N, entonces
(6.8) WHP(RY) — LP(RY),

con inyeccion continua.

Ademds existe una constante positiva C' = C(p, N) tal que

(6.9) [u(z) —u(y)| < Cl|Vull @y |z — y|' NP epd. oz y € RY, para toda w € WIP(RN).



48 Capitulo — 6. Teoremas de Inyeccién continua y compacta en los Espacios de Sobolev

Demostracién.- Supongamos que u € C}(IR”Y). Evidentemente, se satisface
Ld
(6.10) u(z) —u(0) = / %u(tx) dt para todo z € RV.
0

Sea @ un cubo abierto de RN de lados de longitud r > 0 paralelos a los ejes de coordenadas y tal que
0 € Q. Denotemos por u a la media de u sobre @), dada por

u:@/Qu(x)dﬂc.

Integrando en (6.10) es inmediato que

N
u—u(0) = @ /Q /01 %u(tw) dt dx = |é’ Z/Q/ol x;0pu(tx) dt dx,
i=1

y en consecuencia, teniendo en cuenta que |Q| =V,

N 1
1
u—u(0)] < — // O;u(tx)| dt dz
| (0)] TN_li; 0 0| (tz)]

(6.11) —1§:/l/|a- (t2)| do dt = — i/l/ 19l g, gt
| _rNilz‘:l 0 J/@Q A _rNilz':1 o g BV v

Teniendo en cuenta que tQ) C @) para todo 0 < ¢t < 1, es inmediato de la desigualdad de Holder que

/Q |Oiu(y)| dy < [105ull Lo [1QYP" = (|95 Lot P' NP,
t

con lo que de (6.11) obtenemos

_ 1 w VNP N
(6.12) \u — U(0)| < m”VUHL?(Q)T /p /0 N dt = 1_ N/pHVUHLp(Q) .

Por translacién, la desigualdad (6.12) contintia siendo cierta para todo cubo @ de lados de longitud r > 0
paralelos a los ejes de coordenadas y todo punto = € @), es decir

p1=N/p
(6.13) [t —u(z)| < WHVUHM(Q) para todo x € @,
y en consecuencia
opl=N/p
(6.14) lu(z) —u(y)| < WHVUHLP(Q) para todo z,y € Q.
Ahora, basta tener en cuenta que dados dos puntos cualesquiera =,y € R” existe un cubo @ de lados
de longitud 2|z — y| paralelos a los ejes de coordenadas, para deducir (6.9) con C' = 122__;/277 para todo

u € CHIRN).

Si u € WHP(RY), basta considerar una sucesién {u,} C C}H(RY) tal que u, — u en WHP(RY) y c.p.d.
en RV,

Finalmente, para demostrar (6.8), se considera en primer lugar u € C} (]RN ), ¥ se tiene en cuenta que si
z € RY y Q es un cubo de lados de longitud ~ = 1 paralelos a los ejes de coordenadas que contenga a z,
entonces por (6.13),



6.1. Teoremas de Inyeccion continua 49

. 1
lu(z)| < [a] + WHVUHLP(Q)a

con lo que teniendo en cuenta que ||[Vul|pr(q) < [[Vull ppryy ¥ que

[al <flullr@) < llull o),

es inmediato que

1
”UHLoo(RN) § m”ﬂ“wl,p(RN), para toda u € Ccl(]RN)

Ahora, si u € WIP(RY), basta considerar una sucesién {u,} ¢ C}(R") tal que u, — u en WHP(RN). m

Observacion 6.6. De la desigualdad (6.9) es sencillo comprobar que si p > N, entonces toda funcion de
WLP(RY) posee un (y sélo un) representante continuo, de hecho a-héderiano, en todo RY, con a = 1—N/p.

Nota 6.7. Asimismo, es inmediato comprobar por (6.8) que si p > N, entonces
WH(RY) — LY(RY),
con inyeccion continua, para todo q € [p, o).

Como consecuencia inmediata de los resultados precedentes y de los Teoremas 4.13 y 5.5, se tienen los
teoremas siguientes:

Teorema 6.8. Sea Q C RN un abierto cualquiera no vacio. Se satisfacen:

a) si 1 <p< N, entonces
WyP(Q) — L (9)
1

con inyeccion continua, siendo — =

1 1
— — —, y de hecho existe una constante C = C(p, N) > 0 tal que
p* p N

para toda u € Wy (Q) se tiene
[ull o () < ClIVullze(ey,
b) si p = N, entonces
Wy () — LU(Q)

con inyeccion continua, para todo q € [p,+00),

c) sip> N, entonces
Wo () = L(Q)

con inyeccion continua, para todo q € [p, 0], y ademds existe una constante C' = C(p, N) > 0 tal que
para toda u € Wol’p(Q) se tiene

|’LL(£L’) - u(y)| < CHVUHLP(Q)LE - y|1—N/p’ de T,y € Qa
con lo que, en particular en este caso, WyP(Q) — C(9Q).

Idea de la Demostracion.- Veamos sélo el caso 1 <p < N.Siu € I/VO1 P(€2) entonces por el Teorema 4.13,
U e Wol’p(]RN) = WHP(RYN). Gracias ahora al Teorema 6.1 sigue que @ € LP" (R") y por tanto u € LP" ().
Ademas,

ull o) = l8ll o vy < ClIVEl| Loy = Cl[Vull Lo
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Teorema 6.9. Sea Q C RY un abierto de clase C' con frontera acotada, o sea ) = ]Rf. Se satisfacen:

a) si 1 <p < N, entonces
WP (Q) — L' (Q)
1

. . . . 1
con inyeccion continua, siendo — = — — N

"=

b) si p = N, entonces
WhP(Q) — L9(Q)

con inyeccion continua, para todo q € [p,+00),

c) sip> N, entonces
WhP(Q) — LI(Q)
con inyeccion continua, para todo q € [p, 00|, y ademds existe una constante C = C(p, N) > 0 tal que
para toda u € WHP(Q) se tiene

(6.15) lu(z) = u(y)] < Cllullwia@lz —y/'N7, cpd zyeq,

con lo que, en particular en este caso, WHP(Q)) — C%(Q).

Supongamos ahora que 1 < p < N/2 y supongamos u € W?2P(€). Entonces, u, d;u € WHP(Q) y como
p < N/2 < N se tiene que u, ;u € LP" (), esto es u € W™ (). Gracias a la condicién p < N/2 sigue que
p* < N y por tanto por el Teorema 6.9 se tiene que

we LP(Q),
con

1

1112
(p) p* N p N

Por aplicacién reiterada del Teorema 6.9 y de los resultados anteriores para el caso de RY, se obtiene el
siguiente:

Teorema 6.10. Sea k > 1 un entero y sea Q C RN un abierto de clase C con frontera acotada, o sea
Q= ]Rf, o sea Q = RN. Se satisfacen:

1 k 1 1 k
a) si — — — >0, entonces WHP(Q) — L4(Q) con inyeccion continua, siendo — = — — —,
p N g p N
1k K : > :
b) si — — N 0, entonces WHP(Q2) < L1(Q) con inyeccion continua, para todo q € [p,+00),
p
1k & . . , P N
c) si—— N < 0, entonces WHP(Q) < L*°(Q) con inyeccion continua, y ademds si k — — >0 no es un
p

entero, y denotamos
m = [k—N/p, 0=(k—N/p)—m,

existe una constante C = C(k,p, N) > 0 tal que para toda u € WP (Q) se tienen
10%ull Lo () < Cllullwrr(),  para todo |of < m,
10%u(z) — 8°u(y)| < Clulwinyle —yl’s  c.p-d. 2,y € Q, para todo || < m,
con lo que, en particular en este caso, WEP(Q) — C™(Q).

Observacion 6.11. a) El Teorema 6.10 admite una version para Wg’p(ﬂ), con  un abierto no vacio de
RY cualquiera.

b) En general no es cierto que WHN (Q) — L>®(Q).
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6.2. Teoremas de Inyeccion compacta
Comenzamos con una caracterizacién de los espacios WP en el caso p > 1.

Proposicién 6.12. Sean Q un abierto no vacio de RN y u € LP(Q) con p > 1. Las tres propiedades
siguientes son equivalentes:

a) u€ Whr(Q).

b) Existe una constante C' > 0 tal que

‘/ u0;p dx
Q

para toda ¢ € D() y todo i =1,...,N.

< CHSOHLp’(Q):

c) Eriste una constante C > 0 tal que para todo abierto Q' CC Q ytodo h € RN tal que |h| < dist(Q', RN\
Q), se satisface

| Thu — ul pr oy < Clhl,

donde Tpu(z) = u(x + h), y en tal caso se puede tomar C = ||Vu| r»q) en b) y c).

Demostracién.- Se deja como ejercicio (ver Ejercicio 41) comprobar que a) y b) son equivalentes.

a) implica c¢): Supongamos en primer lugar que 1 < p < oo. Sea u € D(RY). Sea h € RY, y definamos

v(t) =u(x +th), te]0,1].

—U(t) = h-Vu(z +th), y en consecuencia

En tal caso
t T dt

con lo que,
1
mu(z) — (@) < |hfP / Vu(z + th) [P dt,
0

y por tanto, dado ' cc Q,

1
/ |Thu(z) — u(x)|P de < |h|p/ / |Vu(x + th)|P dtdx
Qf Q' JO

1 1
:]h\P/ / |Vu(a:+th)|pdxdt:|hp/ / IVu(y)|P dy dt .
0 94 0 Q/+th

Si h € RN es tal que |h| < dist(Q, RN \ Q), existe Q;, CC Q tal que ' +th C Q, para todo t € [0,1], ¥
en consecuencia, por la desigualdad anterior,

(6.16) lrn =l ) < [P /Qh V()P de.

Ahora, si u € W1P(Q), basta aplicar el teorema de Friedrichs y tener en cuenta (6.16) para obtener c).
Finalmente, si p = oo, se aplica lo que precede para p finito y se hace tender p a +o00 en (6.16) (razonese).

c) implica b): Sea ¢ € D(), y consideremos un abierto Q' CC Q tal que sopp C . Sea h € RY tal que
|h| < dist(Q, RN \ Q). Por c),

(6.17)

/Q(Thu —u)pdx

//(Thu —u)pdx

< Cllllell o oy
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Ahora bien, es inmediato comprobar que,

/vw_uw¢w:/u@xwy—m—¢@»@7
Q Q

con lo que de (6.17) se obtiene

oly—h) — oy
[t Z=0 =2 0y < ol

y tomando h = te;, y pasando al limite para t — 0, se obtiene b). [ |

Observacion 6.13. De la demostracion precedente queda claro que a) implica c) también en el caso p = 1.

Haciendo uso de los dos teoremas de compacidad que aparecen en el Anexo y de los resultados de
inyeccién continua demostrados en la secciéon anterior, podemos ahora demostrar:

Teorema 6.14. (Rellich-Kondrachov) Sea Q C RY un abierto acotado de clase C*. Se satisfacen:

a) si 1 < p < N, entonces WHP(Q) — LI(Q) con inyeccion compacta, para todo q € [1,p*), siendo
1 1 1
FTr W

b) sip = N, entonces W'P(Q) — L(Q) con inyeccion compacta, para todo q € [1,+00),
c) sip> N, entonces WP(Q) — C°(Q) con inyeccién compacta.

Demostracion.-
a)Sil<p<N.
En este caso sabemos que WP () < LP*(Q) con inyeccién continua, y como € es acotado, sabemos que

LP"(Q) < L4() con inyeccién continua, para todo ¢ € [1,p*). También por ser 2 acotado, es inmediato
que WHP(Q) — WL1(Q) con inyeccién continua.

Sea F un subconjunto acotado de WP(Q), y fijemos ¢ € [1,p*). Desde luego, F es un subconjunto
acotado de LP" (Q) y por tanto de LI(£2), y también de W11 (Q). Hemos de demostrar que F es relativamente
compacto en L?(2), para lo que usaremos el Teorema 6.18.

En primer lugar, observemos que existe « € (0, 1] tal que 1/g = a+(1—a)/p* . Dados un abierto Q' CC ,
h € RYN tal que |h| < dist(2, RN \ Q), y un funcién u € F, gracias a la desigualdad de interpolacién (ver
Tema 3) podemos escribir

(6.18) lrn =l agery < Nl =l oy lrmes — ull %0 .

Teniendo en cuenta la Observacién 6.13, podemos afirmar que [|7pu — ul| 1oy < [h][[Vulp1(q), y por tanto,
de la desigualdad de Minkowski y del hecho de que F es un subconjunto acotado de LP" () y de W1 (Q),
deducimos de (6.18) que

I7nu = ull Lagery < (1BIIIVull L) @llull o () ~* < ClRI%,

desigualdad de la que es evidente concluir que F satisface la condicién a) del Teorema 6.18.

Para ver que F también satisface la condicién b) del Teorema 6.18 observemos que si u € F, por la
desigualdad de Holder, para todo abierto Q' CC  se tiene

lull ooy < llull o o) [\ V97127 < Cl@\ Qe
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Basta ahora tener en cuenta que fijado cualquier 6 > 0, existe un abierto Qf CC € tal que |\ Qf| < &
(razénese), para concluir que F también satisface la condicién b) del Teorema 6.18, y por tanto, por dicho
teorema es relativamente compacto en L7(€2).

b) Sip= N.

En este caso, el resultado es consecuencia inmediata de lo ya visto para el caso p < N.

c)Sip>N.

En este caso, el resultado se deduce facilmente de los Teoremas 6.9, del Teorema de Ascoli-Arzeld (ver
Teorema 6.17 en el Anexo) y la desigualdad (6.15). ]

Observacién 6.15. Obsérvese que como consecuencia del Teorema de Rellich-Kondrachov, si Q C RN es un
abierto acotado de clase Ct, en particular WP (Q2) — LP(Q) con inyeccidn compacta, para todo p € [1,cc].

Observacién 6.16. Obsérvese que como consecuencia del Teorema 6.8, las conclusiones del teorema de
Rellich-Kondrachov son también vdlidas sustituyendo WP (Q) por Wol’p(Q), y en este caso para todo abierto
acotado Q C RV,

6.3. Anexo: Dos resultados de compacidad

Para demostrar el resultado de inyeccion compacta en los espacios de Sobolev, hemos hecho uso de los
dos siguientes importantes criterios de compacidad relativa, ver [4] y [2] para las demostraciones.

Teorema 6.17. (Ascoli-Arzeld) Sean K un espacio métrico compacto y F un subconjunto acotado de
C(K) (i.e., tal que sup(mé;(( lu(z)]) < +00) que sea equicontinuo, es decir, tal que para todo € > 0 existe un
ueF Z€

6 >0 tal que
x1,22 € K,  d(z1,22) <0 = |u(x1) —u(z2)| <e, para todau e F.

Entonces F es relativamente compacto en C(K), es decir, de toda sucesion de elementos de F se puede
extraer una subsucesion uniformemente convergente en K.

Teorema 6.18. (Fréchet-Kolmogorov) Sean Q C RN un conjunto abierto y F un subconjunto acotado
de L1(§2) con 1 < g < oo. Supongamos que ademds,

a) para todo € > 0 y todo abierto Q' CC Q, existe un 6 >0 con § < dist(Q, RNV \ Q), tal que
|Thu — ullpaoy <€, para todo h € RY que satisfaga |h| < 6, y toda u € F,
b) para todo € > 0 existe un abierto Q' CC Q tal que

HuHLq(Q\Q/) <eg&, paratodau € F.

Entonces F es relativamente compacto en L4(S2), es decir, de toda sucesion de elementos de F se puede
extraer una subsucesion convergente en L9(S2).






CAPITULO 7

Aplicacién traza. Caracterizacién de H}(()). Normas
equivalentes

7.1. Espacios LP(0N?)

En todo el tema, Q denotard un abierto no vacio de R, de clase C! con frontera 9 acotada. En tal
caso, existe un recubrimiento abierto finito (O;)1<i<x de 09 tal que para para cada i = 1,.., k existe una
aplicacién biyectiva H; : @@ — O; satisfaciendo

H;,cCYQ), H;'ecCY0;), Hi(Qy)=0,nQ, Hi(Qo)=0;NdN.

Consideraremos fijada una particiéon de la unidad subordinada al recubrimiento (O;)1<i<y de I' = 09,
formada por funciones 6y, 01,...,0;, con las propiedades descritas en el Lema 5.4.

Definicion 7.1. Diremos que A C 092 es o-medible si para todo 1 < i < k, Hi_l(A) es un subconjunto
medible Lebesque de RN~T.

Dada f : 02 — R, diremos que f es o-integrable en 9), si para todo 1 < i < k la funcion f(H;(y',0))
es integrable en Qg respecto de la medida de Lebesque en RN L.
Definicion 7.2. Dada f: 02 — R que sea o-integrable en 0X), se define su integral en 02 como sigue.

En primer lugar, para cada 1 < i < k, se denota

N

1/2
V) do(z) = ) (o 7. () 2 /
(7.1) /O o i) @) do (@) /ymwzf)(m(y,o» (Z(HW(y,o» ) dy’

r=1
. L aHl . 1
siendo Hy(y) = det a—z(y), 1<I<N,l#r, 1<j<N-1), donde por H; denotamos a la compo-
Y

j
nente l-ésima de H;.

Finalmente, se define

k
(7.2) ” f(z)do(x) = z; /O imm(ei () do(z).

Definiciéon 7.3. Diremos que un conjunto o-medible A C 0 tiene medida o nula si se satisface que
/ () do(z) = 0.
o0

Diremos que dos funciones o-integrables en 0S) son iguales casi por doquier en dicho conjunto si el
conjunto de los puntos de 02 donde mo coinciden tiene medida o nula.

95
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A partir de ahora, identificaremos todas las funciones o-integrables en 0f) que sean iguales casi por
doquier en dicho conjunto. Con este convenio, dado 1 < p < oo, denotaremos por LP(92) al conjunto de
todas las funciones f : 9Q — R tales que | f|P sea o-integrable en 02, y definiremos

1/p
1 Flmon = ( [ uer da<x>> .V feron).

Diremos que f € L>(92) si f es acotada respecto a la medida o en 9f).

El espacio LP(0f), con la suma de funciones y producto de una funcién por un nimero real definidos
en la forma usual, es un espacio vectorial, y dotado de [ - ||z»(a0) es un espacio de Banach, separable si
p € [1,00), reflexivo si p € (1,00) y cuyo dual es LP (9Q) cuando p € [1,00) y 1/p+ 1/p’ = 1. En particular,
L?(09) es un espacio de Hilbert con el producto escalar definido por

(F.9) 1200 = /a @) do(w). Y f.g € I200).

Para todo punto x € 9 es posible definir el vector unitario normal exterior en z, que denotaremos
fi(x). Se define asf una funcién vectorial @ = (ny,...,ny) tal que @ € C°(9Q)N c L>(0Q)V, para la que se
satisface la formula de Green (ver [9] 6 [14])

(7.3) / uov dr = —/ vo;u dx +/ uvn;do(x), para todo u,v € CLH(RY), 1<i < N.
Q Q o0

Observacién 7.4. La férmula (7.3) es también cierta en el caso Q@ = RY.

7.2. Teorema de trazas en H'(())

Siu e HY(Q) pero u ¢ C°(), en principio no tiene sentido hablar de los valores de u sobre 9. No
obstante, si €2 es “regular”’es posible introducir un concepto, la traza, que generaliza el de valor de una
funcién regular sobre la frontera de §2.

Comenzamos con el caso 2 = RY. Evidentemente 0RY = RV~ x {0}, y la medida de superficie sobre
8]Rf consiste en integrar en la variable 2.

En lo que sigue, consideramos identificado en la manera obvia RY~! x {0} con RV ™!, y en consecuencia
identificamos Qg con la bola unidad de RN1.

Lema 7.5. Para toda funcion u € CL(RYN) se satisface

2
(1.4 [ I O < g
Demostracién.- Si v € C}H(RY) y 2/ € RN~!, es evidente que

+00 +oo
lu(z',0)|? = —/0 On(? (2, xn)) dey = —2/0 w(z', zn)Onu(x’ 2 N) doy

<9 ( /0 R ) dmN> v ( /O +m(aNu(gc',;J;N))%zch)

+o0 +oo
S/ uz(m’,xN)de—i—/ (Onu(z’, zn))* dy.
0 0

1/2

Integrando esta desigualdad en RV ™!, se obtiene

/ 2 7./ 2 2 2
[ o O d’ < gy + lowal ey, < Tl
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Podemos definir ahora la aplicacién g : CLH(RYN) — L2(RYN™1), ¢ — v(p) = ¢|gy-1 = ¢(2/,0) para
todo ' € RN~ Es claro que 7 es lineal y que por el Lema anterior

o) l2gy-1) < Cllull gy Vo e Ce(RY),
y teniendo en cuenta que C}(RY) es denso en H(RY'), se deduce facilmente,

Teorema 7.6. Eziste una y sélo una aplicacion o € L (H'(RY); L*(ORY)) tal que para toda u € C}(RY)
se satisface yo(u) = UgRY

A la aplicacién 7o asf definida se le denomina la aplicacién traza (de orden cero) sobre H'(RY).
Dicha aplicaciéon permite dar un sentido a la expresién “el valor de u € H I(Bf ) sobre la frontera de ]Rf 7,
Estas consideraciones pueden ser extendidas al caso de un abierto de clase C'.

Vamos a definir la traza sobre 9Q de una funcién de H!(f2). Consideremos en primer lugar fijada
u € CH(RY), y para cada 1 < i < k consideremos la funcién w; : RN — R definida por

wily) = (Ou)(Hi(y)) siy€Q,
Z 0 siye RV\ Q.

Obsérvese que

/69|u(x)|2da /(Zk:e ) ()| do(x) <k:Z/ )2 u(e))? do(z)

i=1

k 1/2
63 [ ) (S 07
i,j=1 ly'|<1 =1
y en consecuencia, teniendo en cuenta que si H;(y',0) ¢ O; entonces [0;(07|ul?)](H;(y’,0)) = 0, y si

H;(y',0) € O; entonces H;(y',0) = H;[H; '(H;(y',0))], se puede comprobar que existe una constante Cy > 0,
independiente de u, tal que

k
wlx 2 o(x 2 w; /, 2 g,/
(7.5 [t <D [ w0 dy

Por otra parte, teniendo en cuenta que sop#; es un compacto contenido en O;, es inmediato ver que
sop (A;u) o H; es un compacto contenido en @, y por consiguiente w; € C1(Q) ¢ CH(IRYN). Asi pues, por el
Lema 7.5,

(7.6) / lw; (', 0)]? dy < HwiH%{l(Rf)v para todo 1 <3 < k.
RN-1
Ahora bien, de la definicién de w; no es dificil deducir que existe una constante Cy > 0, independiente

de u, tal que

Hwilﬁp(w) < C2Hu||?{1(sz)> para todo 1 <7 <k,

y por tanto, de (7.5) y (7.6) obtenemos

(7.7) Hu”%z(aﬂ) < kSC’ngHuH?{l(Q), para toda u € CH(RM).
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Teorema 7.7. Sea Q C RN un abierto de clase C' de frontera acotada. Eziste una y sélo una aplicacion
o € LOHY(); L2(0R)) tal que
Yo(u) =upg Yue Ccl(]RN).

Demostracién.- Basta tener en cuenta la desigualdad (7.7), y que C}(R") es denso en H'(Q). ]

A 79 se le denomina aplicacién traza (de orden cero) sobre 9f). Para cada u € H'(f2), a la funcién
Yo(u) se le denomina la traza de u sobre 02, y por abuso de notacién se denota vo(u) = ulyq (i-e., y0(u) es
el “valor”de u sobre la frontera de ).

Es inmediato obtener que la férmula de integracion por partes se satisface para las funciones de H'(€2).

Proposicién 7.8. Sea Q C RN un abierto de clase C' de frontera acotada, o sea Q) = ]Rf. Se satisface,

(7.8) / udiv dx = —/ vojudx +/ uvn; do(z), para todo u,v € H'(Q), 1 <i< N.
Q Q Elo)

Demostracién.- Basta aplicar la igualdad (7.3), teniendo en cuenta que C}(IRY) es denso en H'(9), y que
Y0 € LIHY(Q); L2(09)). [ |

También se satisface que H}(Q2) estd formado por los elementos de traza nula. Para demostrar esta
afirmacion, haremos uso del siguiente resultado, cuya prueba se puede encontrar en [2], del que ya parte
conocemos por el Teorema 4.13.

Proposicién 7.9. Sea Q C RN un abierto de clase C' y u € L?(Q). Entonces, u € HE(Q) si y sdlo si la
funcién @, prolongacion por cero de u a RN \ Q, pertenece a H'(RY), y en tal caso 0;u = dyu para todo
1<i<N.

Proposicién 7.10. Sea Q € RY un abierto de clase C* de frontera acotada, o sea ) = ]Rf. Se satisface

Hg () = ker (o) = {u € H'(Q) : 7o(u) = 0}.

Demostracién.- Si u pertenece a H(€2), por definicién existe una sucesién {u, } C D(Q) tal que u, — u en
H'(Q). Evidentemente, para cada n, se tiene que vo(u,) = 0, y en consecuencia, por continuidad, también
Yo(u) =0.

Reciprocamente, sea u € H'(Q), tal que vp(u) = 0. Consideremos la funcién u € L?(IR"), prolongacién
por cero de u a RN \ Q. Dada ¢ € D(RY), como dicha funcién en particular pertenece a H'(£2), de (7.8)
obtenemos

(Oiu, p) = —/ uljpdr = /(&u)«p dx = / (8:&)@ dr, paratodo 1l <i< N.
Q Q RN

En consecuencia, u € H'(IRY), con d;u = du para todo 1 <i < N, y por tanto u € H} (). [

Observacién 7.11. La imagen de g no es todo el espacio L*>(0S)) (ver [7]). Por razones que se pueden ver
en la referencia citada, se denota

HY2(8Q) := v (HY(Q)) C L?*(69),
con contenido estricto.

Observacioén 7.12. a) La nocion de traza y las propiedades que hemos estudiado pueden ser extendidas al
caso de funciones de WlP(Q), con 1 < p < oo (ver [2]).

b) Asimismo, se puede extender la nocion de traza a los espacios de Sobolev de orden superior; nos
contentamos con exponer aqui el caso de H*(Q).
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Suponemos por tanto que 2 es de clase C' con frontera acotada, o que ) = ]Rﬂy. Siu € H*(Q), entonces
tanto u,iu, 1 < i < N, pertenecen a H'(), y por consiguiente estdn bien definidas las trazas vo(u) y
Y0(0;u), 1 < i < N, siendo todas elementos de L*(0S2). Se define la traza de orden 1 de u sobre O por,

N
(7.9) () =Y Y@,

i=1
que evidentemente satisface v1(u) € L*(09). Es claro que si u es reqular, entonces v1(u) coincide con la
derivada de u en la direccion de 7i, es por ello que también se denota

Oru :=y1(u), Yue H*(Q).

Si consideramos la aplicacion (y9,71) : u € H2(Q) — (yo(u),y1(u)) € L2(0Q) x L*(99), es inmediato
comprobar que H3(Q)) C ker(yo,71). De hecho, se puede demostrar (ver [8]) que

H2(Q) = ker(y0,71) = {u € H*(Q) : u = dzu = 0 sobre 9N},

Nota 7.13. Tampoco es dificil ver que se satisface la identidad de Green,

/Q Vu(z) - Vo(z)dz = — /Q v(z)Au(z) dz + / v(@)dzu(z) do(z),

o0

para toda u € H*(Q) y toda v € H(Q).

7.3. Normas equivalentes en H'()

Comencemos recordando una importante desigualdad cuya prueba puede verse en [2] o en los apuntes
de la asignatura de cuarto curso EDPyAF.

Proposicién 7.14. (Primera desigualdad de Poincaré) Sea 2 C RY un abierto no vacio acotado al
menos en una direccion. Entonces existe una constante positiva C' (que sdlo depende de ) tal que

(7.10) / luf2de < c/ V> Vue HY(Q).
Q Q

(fimer)”

define sobre H}(2) una norma equivalente a la usual de H'(2).

Corolario 7.15. La expresion

El siguiente resultado nos proporcionars una norma equivalente a la usual en H(€).

Teorema 7.16. Supongamos que Q es un abierto acotado conexo de clase C* de RN, y sea Qo C Q un
subcongunto medible Lebesgue tal que |Qo| > 0. Entonces, existe una constante C' > 0 tal que

(7.11) Hu||%{1(m < C(||u|\%2(90) + HVUH%Q(Q)N) para toda v € H ().

Demostracién.- Razonemos por reduccién al absurdo. Si no existe C' > 0 tal que se satisfaga (7.11),
entonces para todo entero n > 1 existe una funcién u, € H'() tal que

iy > nlllunll7zqg) + IVunlZa@y)-

Denotando por
Un
Un = 57— >
HunHHl(Q)
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obtenemos una sucesién {v,} C H'(Q) tal que |[vp|l g1 =1y
(7.12) 1/n > anH%Q(QO) + HVUTLH%Q(Q)N para todo n > 1.

De (7.12) es evidente que
(7.13) Oiv, — 0 en L*(Q), paratoda 1 <i < N,y que v, — 0en L*(Qp).

Como la sucesién {v,} estd acotada en H'(€2), por el Teorema de Rellich-Kondrachov podemos extraer una
subsucesién de vy, que lo seguiremos denotando igual, tal que

vp, — v en L?() para alguna funcién v € L?(Q).

Como v, — v en L%(Q), se tiene que d;v, — ;v en D'(Q), con lo que por (7.13) se obtiene que d;v = 0 para
todo 1 < ¢ < N, y por tanto, al ser {2 conexo, podemos afirmar que v es constante en 2. Al tener también
que v, — 0 en L?(£), sigue que v = 0 en Q. Por lo tanto, v, — 0 en H'(Q), lo que es un absurdo con el
hecho de que ||vp| 1) = 1. ]

Como una consecuencia del teorema de Rellich-Kondrachov y de la nocién de traza, obtenemos el si-
guiente resultado.

Teorema 7.17. (Desigualdad de Friedrichs) Supongamos que Q2 es un abierto acotado conezxo de clase
Ct de RN, y sea Ty C 09 tal que o(Tg) > 0. Entonces, existe una constante C > 0 tal que

(7.14) sy < Clull3aqe) + [ Vul2aqyn)  para toda u € H(9),

N
siendo ||Vu]|%2(Q)N = Z ||6iu||%2(ﬂ)'
i=1

Demostracién.- Razonemos de nuevo por reduccion al absurdo. Si no existe C' > 0 tal que se satisfaga
(7.14), entonces para todo entero n > 1 existe una funcién u,, € H'(Q) tal que

lunl3 0y > nlunlZ2pg) + | Vtn [22(0y):

En consecuencia, si denotamos
Un
UTL — T T
HUnHHl(Q)

obtenemos una sucesién {v,} C H'(Q) tal que |[vp|lg1q) =1y
(7.15) 1/n > HUHH%Q(FO) + ]\an]]%2(Q)N para todo n > 1.
De (7.15) es evidente que
(7.16) divp, — 0 en L23(Q), paratoda 1 <i < N,y que v, — 0 en L?(Ty).

Por otra parte, como la sucesién {v;,} es acotada en H'(Q2), por el teorema de Rellich-Kondrachov, podemos
extraer una subsucesién de las v,,, que por comodidad vamos a seguir denotando igual, tal que

vy, — v en L?(Q)

para alguna funcién v € L%(1Q).

Podemos ahora probar que v, es de Cauchy en H'(Q). En efecto,

an—va%ﬂ(Q) = an—va%%Q)‘*‘HV(Un—Um)H%?(Q)N < an_va%2(Q)+2Hv(vn)H%?(Q)N+2Hv(vm>H%Q(Q)N7
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y por tanto v, — v en H ().

Como v € L(HY(Q); L2(09)), sigue que v, — v en L%(Ty), con lo que, teniendo en cuenta que v, — 0
en L2(Ty), obtenemos

(7.17) v=0 sobreI'y.

Por otra parte, como v, — v en L?(Q), se tiene que d;v, — ;v en D'(Q), con lo que por (7.16) se
obtiene que 9;v = 0 para todo 1 <7 < N, y por tanto, al ser £} conexo, podemos afirmar que v es constante
en 2. Con esto, si tenemos en cuenta (7.17) y el hecho de que o(T'g) > 0, concluimos que v = 0 en 2. Pero
esta conclusién es un absurdo, ya que entonces tenemos v, — 0 en L2(€2), lo que unido a (7.16) implica que
vn, — 0 en H'(Q), lo cual estd en contradiccién con el hecho de que ||v, || 1) = 1 para todo n > 1. ]

Nota 7.18. La desigualdad (7.11) implica evidentemente que bajo las condiciones del Teorema 7.16, la
expresion

1/2
(Il + IV el20x )
define sobre H'(Q2) una norma equivalente a la usual.

Igualmente, la desigualdad (7.14) implica evidentemente que bajo las condiciones del Teorema 7.17, la
expresion

1/2
(lalZ2eq) + 1V ulaoy )

también define sobre H'(2) una norma equivalente a la usual.

Otra norma equivalentes puede ser obtenidas como consecuencia inmediata del resultado siguiente, cuya
demostracién es similar a la del Teorema 7.17, y dejamos como ejercicio (ver [3]).

Teorema 7.19. (Segunda desigualdad de Poincaré) Supongamos que Q es un abierto acotado conexo
de clase C' de RN . Entonces, existe una constante C > 0 tal que

(7.18) lullF1(q) < C ('/Qu(x) da

2
+ HVuH%z(Q)N) para toda v € H'(Q).






CAPITULO 8

El espacio H *(Q)

Aunque sean espacios de Hilbert, es interesante no identificar mediante el teorema de Riesz los espacios
HE(Q) con sus duales topolégicos.

Definicién 8.1. Se define H*(Q2) como el dual topolégico de HE ().

Sobre H~*(Q) se considera la norma natural

F(u
IF vy = sup H|H<>': sup |F(u)].
{ueHE(Q)uz0} WWIHEQ)  {ueHE(Q): l[ull iy <13

Analicemos el caso de H~1(£2), siendo el caso general similar. Sean fo, f1,..., fa en L?(Q), y consideremos
la distribucién T' € D'(Q) definida por

N
(8.1) T=fo—> 0fi

i=1

Evidentemente, si ¢ € D(Q2) entonces

N
(T, ) _/QfOSOdUCJrZ/sz@Md%
=1

con lo que aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwartz

N 1/2
(T, p)| < (Z Hfi!%z<m> el Ve € D),
i=0

y en consecuencia, por ser D(£2) denso en H}(Q2), T admite una tnica extensién a un tnico elemento de
H~=1(Q). En resumen, toda distribucién de la forma (8.1) es identificable con un elemento de H ().
Reciprocamente se tiene el siguiente resultado, cuya prueba puede verse en los apuntes de EDPyAF. Pre-
sentamos aqui otra prueba alternativa valida también para caracterizar los duales de los espacios W& P(Q)
con p general.

Teorema 8.2. Si F € H-(Q), entonces evisten N + 1 funciones fo, f1,..., fn en L*(Q) tales que
(8.2) F(u) = / foudz + Z/ fidiudr, Yu e Hg(Q),
Q — Jo

63
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N 1/2
1Fl -1y = (Z ||fi||2L2(Q)> :
1=0

Ademds, si ) es acotado, entonces se puede tomar fo = 0.

En consecuencia, todo elemento de H=1() es identificable, en el sentido de D'(Q?), con una suma de
funciones y de derivadas primeras de funciones de L*(Q).

N+1

Demostracién.- Sea Y = L%(Q) , con el producto escalar

N
((uo, u1, -y un), (Vo, V1, -+, UN)) = Z (i, vi) 205
=0

y denotemos por J a la aplicacién J : u € H}(Q) — (u,du,...,0nyu) € Y. Evidentemente, J es lineal

inyectiva y conserva las normas, con lo que J~1 € L(J(H}(2)), H}(2)) es biyectiva y conserva las normas.

En consecuencia, F o J ! € [J(H&(Q))]/, con norma
| F o Jﬁl”[](H(%(Q))]/ = HFHH—l(Q)'
Por el teorema de Hahn-Banach, existe ® € Y’ tal que
Sy =Fo ™y 2l = [1Fllg-1 o)

Como Y es un espacio de Hilbert, existen fo, f1,..., fv en L?(Q) tales que

(D, (Up, ULy .oy Up,)) = Z/ fiuidx, V(ug,u1,...,un) €Y
i=0 7€

1 (fos frsees SN)|ly = [|1@ly

En particular, si u € H}(Q) se tiene:

(@,(u,@lu,...,anu»:/fouda:+2/fi&;uda:,
Q o JQ

(®, (u, Dty ..., Opu)) = (B, J(u)) = (FoJ L, J(u)) = F(u).
Cuando () es acotado se puede razonar igual pero considerando, en vez de J, la aplicacién
J:ue HY Q) - Vue L2(Q)Y,
y sobre HE(Q) el producto escalar (-, ')Hé(Q)‘ ]

Nota 8.3. En particular, podemos definir la derivada de una funcion de L?(Q) como un elemento de
H=1(), esto es para f € L*(Q), se tiene que 0;f € H-1(Q), 1 <i < N que verifica

O0if(v) = —/ﬂf(‘)iv Yo € Hi(Q).
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Observacion 8.4. Utilizando la misma argumentacion que en la demostracion precedente, es fdcil concluir
que dado F € (HY(Q)) también existen N + 1 funciones fo, f1,..., fn en L*(Q) tales que se satisface (8.2)
para toda u € HY(Q) y

N 1/2
1E 1)y = <Z HfiH2L2(§2)> :
i=0

La diferencia con el caso de H1(Q) reside en que la extension de la distribucion asociada
N
T=fo—Y 0fi
i=1
a un elemento de (H'(Q))' puede no ser tinica.

Observacion 8.5. Con argumentos similares a los del Teorema 8.2 se puede demostrar que todo elemento
de T € H7*(Q) se puede identificar en el sentido de D'(Q) con una distribucién de la forma

T = Z 0%,

<k
siendo todas las funciones g, € L*(£2).

Observaciéon 8.6. Recordemos que por el Teorema de Representacion de Riesz, puede ser identificado un
espacio de Hilbert con su dual. Si identificamos sdlo el espacio L*(Q)) con su dual (L*(Q2))" = L%(Q) se tiene

D(Q) < H(Q) = L*(Q) = (L*(Q))' — H () = D'(Q).






CAPITULO 9

Formulaciéon débil de problemas de contorno elipticos

En este tema se lleva a cabo una introduccion a la formulacién variacional de los problemas de contorno
para EDP lineales elipticas de segundo y cuarto orden.

Recordemos el teorema de Lax-Milgram, demostrado en la asignatura EDP y Anélisis Funcional, que
usaremos de manera constante en este tema.

Teorema 9.1. (Lax-Milgram) Sean V un espacio de Hilbert real, cuya norma denotamos por || - ||, y
a(-,-) : V.xV — R una forma bilineal continua y coerciva, es decir, tal que existen M > 0 y a > 0
satisfaciendo

la(u,v)| < M|ul|||v]] Yu,v €V (continuidad),

a(u,u) > allul|?> Yu €V (coercividad).
En tal caso, para cada L € V' dado se tiene:
a) Eziste un y solo un u € V tal que a(u,v) = L(v) VYveV.

b) Sia(-,-) es simétrica, entonces u estd caracterizado por ser la inica solucion de

%a(u, u) — L(u) = min (;a(v, v) - L(U)) -

veV

Observacién 9.2. En las condiciones del teorema de Lax-Milgram, es evidente que la igualdad a(u,v) =
L(v) Vv eV, junto a la coercividad, implican en particular que

allull* < au,uw) = L(u) < ||L{ly |lul,
y en consecuencia se tiene la dependencia continua de u respecto de L, i.e.,

1
lell < 120

9.1. Problema de Dirichlet para un operador lineal eliptico de segundo orden
en forma de divergencia

Suponemos fijado © C R abierto acotado, y el operador en derivadas parciales

N N
(9.1) Au= =" 9 (aij(x)0u(z)) + > bi(z)diu(z) + c(x)u(),
=1

1,j=1

donde los coeficientes satisfacen la hipotesis

67
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(H1) aij, bi, c € L>(Q), 1<4,j <N.

De la hipétesis (H1) se concluye facilmente que A estd bien definido como operador de H'(2) con valores
en D'(2). De hecho, Au € H~1(Q) para todo u € H(£2). Al operador A se le asocia la forma bilineal af(-, -)
definida por

(9.2) a(u,v) Z/aw 8u81}d&:+2/ v@udx—l—/g c(x)uvdr, Yu,vec HY(Q).
i,j=1
Ahora es facil demostrar

Lema 9.3. La forma bilineal a(-,-) estd bien definida y es continua en H'(Q) x HY(Q).

Ademds, si b; = 0 para todo i = 1,...,N y a;j = aj; c.p.d. en § para todo 1 < i,j < N entonces a es
simétrica.

Demostracién.- Sean u,v € H(f2) entonces aplicando (H1) se tiene que

N N
a(u,v)] < Z / |az-j|raiu\|ajv|+2 / bal|sullo] + /Q ]

< (/ |Vu||Vv+/ |Vu]|v+/ |u||v|>
< C([IVull L2 IVl 12(0) + IVl 2 10l L2 (0) + Nlull L2 0] 12 ()
<

Cllull @ llvll @)

Cuando b; = 0 para todo ¢ = 1,..., N y a;; = aj; c.p.d. en Q para todo 1 < 4,57 < N es claro que a es
simétrica. ]

Consideremos en primer lugar el problema de Dirichlet homogéneo

Au=F en ()

9.3 ’
(9:3) { u=20 sobre 0f,
con
(9.4) Fe H ().

Definicién 9.4. Se denomina solucién débil o generalizada del problema de Dirichlet (9.3) a cualquier
funcion u que sea solucion de

u € H&(Q)7
(9.5) { a(u,v) = (F,v) Vv e H§(Q),

donde por (-,-) denotamos al producto de dualidad entre H=(Q) y HI ().

Nota 9.5. Recordemos que por el Teorema 8.2 si F € H=Y(Q), entonces existen N + 1 funciones fo, f1,...,
fn en L%(Q) tales que

(F,v) :/fovdx—i-Z/fiaz"Udl’, Vo € Hy(9),
Q =19

N 1/2
HFHHfl(Q) = (Z ||fi||2L2(Q)> :
i=0
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Se considera ahora el problema de Dirichlet no homogéneo

(9.6)

Au=F en Q,
u=y9q sobre 0f),

con F'y g dadas satisfaciendo
(9.7) FeH'(Q), geHY(Q).

Definicién 9.6. Se denomina solucion débil o generalizada del problema de Dirichlet (9.6) a cualquier
funcion u que sea solucion de

u€g+ H&(Q)a
(9.8) { a(u,v) = (F,v) Yv € H}(Q),

o equivalentemente de

u € g+ HHQ),
(9:9) {Au:F %nD’(Q).

A (9.8) se la denomina la formulacion variacional del problema de Dirichlet (9.6).
A lo largo del capitulo usaremos también las siguientes hipétesis sobre el operador A:

(H2) Supongamos ademads que A es uniformemente eliptico; es decir, existe a > 0 satisfaciendo

N
Z aij(2)&& > alé* paratodo ¢ € RN, cp.d. x € Q.
ij=1

(H3) El coeficiente ¢(z) > 0 c.p.d. z € Q.

Recordemos que en el caso en que todos los coeficientes b; son nulos, el problema (9.6) ha sido ya
analizado en la asignatura Ecuaciones en Derivadas Parciales y Anélisis Funcional. Como extension del
resultado obtenido en ese caso, obtenemos el siguiente.

Teorema 9.7. Sea Q C RV abierto acotado, y supongamos que se satisfacen las hipétesis (H1)-(H2)-(H3)
y (9.7). Supongamos también que o bien

(D1) los coeficientes b; son todos constantes o

(D2) satisfacen que existe 3 > 0 tal que

. o < .
(9.10) B max [Ibil =0 < Z|b )| <4Bc(z)  cp.d oz

Entonces, existe una y sélo una solucion débil del problema de Dirichlet (9.6). Ademds, existe una constante
C > 0, independiente de F' y g, tal que

lull i@y < C (1Fla-10) + 9l m1(e) -

Finalmente, si todos los b; son nulos y a;; = aj; c.p.d. en Q para todo 1 < 4,5 < N, entonces u viene
caracterizada por

(9.11) %a(u,u) —l(u) = ml’n(Q) (;a(v,v) — l(v)) ,

vEGHH]

donde [ viene definido por l(v) = (F,v)
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Demostracién.- Tomemos V = H}(Q2) con norma |[v]| = ||V [2(Q)N> que como sabemos es norma equi-
valente a la usual de H() en V y denotemos

L(v) =I(v) —a(g,v) paratoda v € H}(Q).
Observemos que L € H=1(Q), y u es solucién débil de (9.6) si y s6lo si
u=u+g con u€ HIQ), y a(@v)=L{) YveH(Q).

Si comprobamos que la forma bilineal a(,-) es coerciva en HE (), es inmediato obtener nuestro teorema
como consecuencia del de Lax-Milgram.

La coercividad de a(-,-) en el caso (D1) en que todos los b; sean constantes es consecuencia directa de
que

/Uaﬂ)d$:0 Vo€ H}(Q) V1<i<N,
Q

como se deduce de la Proposicién 7.8.

Supongamos ahora la hipétesis (D2). Obsérvese en primer lugar que para todo par de nimeros reales a
y b se tiene

_ 1 2, 1.9
ab—2\/Ba2\/Bb§ﬁa +4ﬁb,

por lo que es facil concluir que para toda v € H(£) se satisface

N
Z/ b;vo;v dx
i=1 7%

Sea ahora v € V, entonces usando (H2), la desigualdad anterior y (9.10) sigue que

N N
a(v,v) = Z /Qaijaivﬁjv+2/gbw@w+/gcv2
i=1

N
1
4 . 2 - . 2
Sﬂ@fg\\bz!lmm)/g\wl dr+ 3 ;Zl/ﬂlbz(fv)llv(m)\ da.

ij=1
J , N
¢ 2 2
> (0= mix [l [ [VoPdo+ [ (a—w;wi(m) ()
2
> ’YHUHH&(Q)-

Teniendo en cuenta el teorema de trazas, las consideraciones precedentes pueden ser trasladadas al caso
de un dato ¢ definido sobre 012, si ésta es regular. En concreto, supongamos la situacién precedente, salvo
que ahora ) es, ademads, de clase C, por lo que tenemos definido la aplicacién traza

Y0 : HY(Q) — L*(09)

que es lineal y continua pero no sobreyectiva. Es decir, existen g € L?(99Q) que no son trazas de funciones
de H'(Q2). Recordemos que en el Tema 7 habfamos definido

H'2(09) = 70(H'(92)) € L*(09),
y que por tanto dada g € HY/2(0Q) existe j € H(R2) tal que v(j) = g. Podemos ahora plantear el problema

(9.12) { Au=F en Q,

u=g sobre 0f,

con g € HY/2(0Q).
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Definicién 9.8. Se denomina solucion débil del problema de Dirichlet (9.12) a cualquier funcion u que sea
solucion de

u € HY(Q),

a(u,v) = (F,v) Yv e HYQ),

Yo(u) =g,

o equivalentemente de
u € HY(Q),

(9.13) Au=F enD'(Q),
Yo(u) = g.

Consideremos sobre H'/2(9Q) = 4o(H*(€2)) la norma definida por

(9.14) 91l zr1/290) = ﬁ_lf( )HUHHl(Q)a Vg€ HY?09),

vEY, (g
con la que H/2(99) es un espacio de Banach (de hecho de Hilbert).

Teorema 9.9. Sea Q ¢ RY un abierto acotado de clase C! y supongamos que se satisfacen las hipdtesis
(H1)-(H2)-(H3), (D1) o (D2) y ademds

(9.15) FeH'(Q), geHY?5Q).

Entonces, existe una y solo una solucion débil del problema de Dirichlet (9.12). Ademds, eziste una
constante C' > 0 independiente de F' y g tal que

lllzzrc@y < € (IF N1y + lolivzcon) ) -

Finalmente, si todos los b; son nulos y a;; = aj; c.p.d. en Q para todo 1 < 4,5 < N, entonces u viene
caracterizada por (9.11) con § cualquiera en vy *(g).

Demostracién.- Dada g € HY/2(99) existe § € H'(Q) tal que 70(§) = g. Basta aplicar el Teorema 9.7 y
obtener la existencia de una solucién u de (9.7) tal que u € §+ H}(£2). Pero entonces vo(u) = v0(3) = g, ¥
por lo tanto u es solucién de (9.12).

Falta probar la unicidad. Para ello consideremos dos soluciones u; y uz de (9.12). Entonces, w = u; — ug
es solucién de a(w,v) = 0 para todo v € H}(Q) y yo(w) = 0. Por el Teorema de Lax-Milgram podemos
concluir que w = 0. ]

Observacién 9.10. Tomemos g € HY(Q) tal que v0(g) = g. Teniendo en cuenta que ker (yo) = Hi(Q), es
inmediato comprobar que el conjunto g+ HE(Q) es independiente del representante § elegido en vy '(g).

Observacion 9.11. Una vez que se ha demostrado existencia y unicidad de solucion débil, el problema
siguiente es determinar bajo qué condiciones se tiene reqularidad de dicha solucion, para, eventualmente,
concluir que es una solucion cldsica. Sobre este particular obtendremos algunos resultados en el Tema 11.

9.2. El problema de Neumann para —A

Consideremos el problema de Neumann

(9.16) { —Au+c(x)u=f en,

Ozu =g sobre 0f).
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Obsérvese que si buscamos u € H'(Q) solucién de (??) entonces en principio no estd definida la derivada
normal de u, dzu. Obsérvese que si por ejemplo u € H?(2) es solucién de (??), por la identidad de Green
se obtiene de manera inmediata que

/VU'VUd.T—F/C(Z')U’Ud:E:/fUd:E+/ gudo(z) Yve HYQ).
Q Q Q o0

Asi, por ejemplo si ¢ € L®(Q) y f € L?*(Q) para tomar la igualdad anterior como definicién basta con dar

/asz gvdo(x)

para lo que bastaria que g € L?(95)). Pero podemos considerar un espacio mayor.

sentido a

Sea ahora 2 C RY, abierto acotado de clase C', y denotemos por
H™Y2(0Q) .= (HY*(09)),

esto es H=1/2(99Q) es es dual topolégico de H'/?(9Q), donde a este tltimo espacio se considera con la norma
definida por (9.14). Consideremos el problema de Neumann (??) con ¢, f y g dados satisfaciendo

(9.17) ce L®(Q), felL*Q), geH '?09).

En consecuencia, se introduce el concepto de solucién débil de (??7) por

Definicién 9.12. Una solucion débil de (77) es cualquier funcion u € H*(Q) tal que

(9.18) /QVu-Vvdx—i-/Qc(ac)uvdx = /vadac—l— (9,7%))gq Vv e HY(Q),

donde por (-,-)oq denotamos al producto de dualidad entre H—1/2(90) y HY2(0Q).

Teorema 9.13. Sean Q C RN abierto acotado de clase C', los datos c, f y g satisfaciendo (9.17), y
supongamos que ademds existe co > 0 tal que

(9.19) c(x) > ¢o epd. x € Q.

Entonces existe una y sdlo una solucion débil del problema de Neumann (??7). Dicha solucion estd caracte-
rizada por satisfacer

;/Q’Vu\deJr;/ (x)qux—/qudﬂf—<g7’70(u)>ag

c
0

= min 1/\VUQda?—&—I/C(x)Ude—/f’de—< (v))

7veH1(Q) 5 0 5 o 0 9,7 o0 | -

Ademdas (dependencia continua), existe una constante C' > 0 independiente de f y g tal que
ell @y < € (I aey + Nollar-vr2com)) -

Demostracién.- Basta aplicar el Teorema de Lax-Milgram con V = H!(Q),

a(u,v):/Vu-Vvdw—i-/c(:c)uvdx,
Q Q

y L(v) = /vader (9:70()) - -
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Observacién 9.14. 1) La hipdtesis (9.19) puede ser debilitada a c(x) = 0 c.p.d. en Q y [|c[|poc(q) > 0
(ver [3] para la demostracion).

2) Sin embargo, el teorema precedente es falso si ¢ = 0 c.p.d. en Q. En este caso es obvio que si u es
solucion débil de (??7), también lo es u+ k con k € R arbitraria; ademdas, tomando v =1 en (9.18), resulta
claro que para que exista solucion débil se ha de satisfacer la condicion de compatibilidad

(9.20) /Qfd:c + (g, 1)yq = 0.

3) Demostraremos en ejercicios, que usando la desigualdad de Poincaré en H'(Q), si se denota por V

al conjunto
V={uec H(Q): /udaz:()},
Q

entonces

a)V es un subespacio vectorial cerrado de H'(2) cuyo ortogonal en dicho espacio es el conjunto formado
por las funciones constantes.

b) Si Q@ C RN es un abierto acotado conexo de clase C', f y g satisfacen (9.17) y la relacion de
compatibilidad (9.20), entonces el problema de Neumann (??) con ¢ = 0 posee infinitas soluciones débiles,
siendo la diferencia de dos cualesquiera de ellas una constante.

Observacién 9.15. Es posible extender el Teorema 9.13 al caso del problema de Neumann

Au=f en§
PN ’
( ) { Op,u=g sobre 01,

donde el operador A es de la forma (9.1), con los coeficientes satisfaciendo (H1)-(H2) y una condicion
similar a (H3), siendo Q C RN abierto acotado de clase C*, f € L*(2), g € H™'2(9Q), y 05,u, la
denominada derivada conormal asociada al operador A, estd definida (formalmente) por

N

(D) (@) = > (aij(2)0u(x))it; (x)

ij=1
(ver [3] para los detalles).

Observacién 9.16. Usando un espacio denotado por H(div,Q2) (ver [3]), es posible demostrar, al ser f &€
L%(Q), que siu € HY(Q) es solucién débil de (7?), se puede definir dzu como un elemento de H—/2(0%),

y de hecho u es solucion débil de (7?) si y sdlo si

—Au+c(x)u=f enD'(Q),
Oru=g como elementos de H=1/2(09).

9.3. Problemas con condiciones de contorno de tipo Fourier o Robin

Consideremos el problema

(9.21) { —Au=f en {2,

a(x)u+ 0zu =g sobre OS2,

con Q € RY un abierto acotado conexo de clase C*, f € L*(Q), o € L®(9Q) y g € H~/?(09) dadas. Sobre
a suponemos ademds que no es idénticamente nula, y que a(z) > 0, o-c.p.d. en 9.

Es sencillo comprobar que si todos los datos, asi como la solucién u de (9.21), son regulares, entonces

= vdz z)v(z) do(x v LQ).
/QVU-Vvda:—i—/éma(:z)u(x)v(x)do(a:)—/Qf d +/8Qg( Jo(z)do(z) Yve H ()
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Definicién 9.17. Una solucion débil de (9.21) es cualquier funcion u € H'(Q) tal que
/ Vu - Vudz +/ a(x)u(z)v(z) do(x) = / fvdr + (g, v)aq Vv e H'(Q),
Q o0 Q

donde por (-,-)oq denotamos el producto de dualidad entre H=Y/2(092) y H'/?(9Q).

Teorema 9.18. Ewiste una unica solucion débil de (9.21). Ademds, existe una constante C > 0 indepen-
diente de f y g, tal que

lullzry < € (120 + llla-1720m)) -

Demostracion.- El resultado es consecuencia del Teorema de Lax-Milgram. El tinico punto delicado es
demostrar el cardcter coercivo en H'(§2) de la forma bilineal

a(u,v) := /QVU -Vudzr + /BQa(:c)u(@v(@ do(x),

pero esto es consecuencia de la Desigualdad de Friedrichs (Teorema 7.17), si tenemos en cuenta que de las
condiciones sobre a se deduce que existen € > 0y I'g C 9 tales que o(T'g) > 0y a(x) > €, o-c.p.d. en I'y
(ver ejercicio 48). [ ]

Observacién 9.19. También es facil caracterizar la solucion débil de (9.21) como solucion de un problema
de minimizacion en H*(Q).
9.4. Problemas de contornos mixtos

Sea Q C RY un abierto acotado conexo de clase C!, y Ty C 99 tal que o(I'g) > 0. El objetivo es analizar
un problema con condiciones de contorno de tipo mixto de la forma

—Au=f en (),
(9.22) u = ug sobre Ty,
Ozu=g sobreI'y =00\ T,

con f € L3(Q), up € H/*(Ty) y g € H'/?(T',) dadas, donde por H'/2(T) se denota al espacio de las
restricciones a I'y de los elementos de H/2(99), dotado de la norma,

= inf J|ju
l[woll g172(ryg) ﬂ‘;;"l:u0||u||Hl(g),

donde w;., denota 7o(u)}, (andlogamente para HY2(T,)), y H'/%(T,) es el dual topolégico de H'/2(T,).

To

Denotemos
(9.23) V={veH(Q): v, =0}

Si todos los datos, asi como la solucién u de (9.22) son regulares, es inmediato comprobar que
/ Vu-Vudr = / fvdx +/ g(x)v(x)do(x) YveV.
Q Q T,

En consecuencia,

Definicién 9.20. Una solucion débil de (9.22) es cualquier funcion u € HY () tal que u = ug sobre Tg y

/Vu'Vvdx:/fvdm—i-(g,v)pg VoveV,
Q Q

donde por (-,-)r, denotamos el producto de dualidad entre H-Y2(T,) y HY2(T,).
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Ahora podemos probar

Teorema 9.21. Eziste una unica solucion débil de (9.22). Ademds, existe una constante C > 0 indepen-
diente de f, ug y g, tal que

Il < € (12 + llwollgraqeyy + 9l a-12z,)) -

Demostracién.- Para resolver el problema (9.22), de manera similar al caso del problema de Dirichlet, se
fija en primer lugar una funcién @ € H'(Q) tal que 17|F0 = wug. Es sencillo comprobar que u es solucién débil
de (9.22) si y sélo si u = u + ug, siendo uy solucién de

ug €V,
/Vug-Vvda::/fvdx—/Vﬂ-Vvdx—i—(g,v)pg VoeV.
Q Q Q

Consideremos la forma bilineal a : V x V +— IR definida por

a(u,v) = / Vu - Vo.
Q

Para probar que a es coercivo hay que recordar que como consecuencia de la Desigualdad de Friedrichs (ver

(9.24)

Teorema 7.17) la expresion
9 9 1/2
(lalZ2ry) + 19320y )
define sobre H'(f2) una norma equivalente a la usual, y por tanto sobre V es equivalente a
[Vul[ g2y~
Basta ahora aplicar el Teorema de Lax-Milgram con esa norma en V. [ |

Observacion 9.22. También, es fdcil caracterizar la solucion débil de (9.22) como solucion de un problema
de minimizacion en V. similar a los obtenidos en situaciones anteriores.

Observacién 9.23. Finalmente, digamos que tanto el problema (9.22) como el problema (9.21) pueden
ser generalizados al caso de un operador eliptico A de la forma (9.1), con los coeficientes satisfaciendo

(H1)-(H2) (ver [3]).

0.5. Problemas con dominios no acotados

Evidentemente también nos podemos plantear un problema eliptico en un dominio no acotado. Presen-
tamos a continuacién un ejemplo en el que el dominio es todo el espacio R, y por lo tanto no hay condicién
frontera.

Nos planteamos resolver el siguiente problema
(9.25) ~Autu=f enRY,
con f € L2(RM).
Definicién 9.24. Diremos que u € H'(RY) es solucion débil de (9.25) si
Vu'Vv—F/ uv = fv, Vo€ HY(RM).
RN RN RN
De nuevo se tiene
Teorema 9.25. Eziste una tunica solucion débil de (9.25).

Demostracion.- Basta aplicar de nuevo el Teorema de Lax-Milgram a la forma bilineal

a(u,v) = Vu - Vo +/ uv.
RN RN
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9.6. EIl problema de Dirichlet homogéneo para el bilaplaciano

Al operador de cuarto orden A%, definido por A?u = A(Au), se le denomina el operador bilaplaciano,
o también operador biarmdnico. Se denomina problema de Dirichlet homogéneo para el bilaplaciano al
problema

(9.26) { Ay = f en €,

u = 0zu =0 sobre 052,

con  C RN un abierto acotado y f € L?(2) dados.
Si u € C*() es solucién de (9.26), es inmediato que

/AuA(pd$:/f<pd:E V¢ € D(Q).
Q Q

Por esto, y teniendo en cuenta el cardcter denso de D(Q) en HZ(f2), y la caracterizacién de este tltimo
espacio cuando Q es C, se dice

Definicién 9.26. u es una solucion débil del problema (9.26) si satisface

u € H3(Q),

2
(9.27) /AuAvdm:/fvdm Yo € HZ(Q).
[¢) Q

Teorema 9.27. Para cada f € L?(Q) el problema (9.26) posee una y solo una solucion débil u, que viene
caracterizada por ser solucion del problema de minimizacion

1/|Au]2d:n—/fudx: min (1/\Av|2d:v—/fvd:v).
2 Jq Q vEHZ(Q) 2 Jo Q

Ademds, se obtiene dependencia continua respecto del dato f,
1
[l 20y < a”f”m(g)-
Demostracién.- Consideremos la forma
a(u,v) == / AulAvdz, u,v € H3(Q),
Q
que evidentemente estd bien definida y es bilineal continua sobre HZ(€2). En efecto,

|a(u,v)| < [|Aullpz@)l|Av||2@) < |lullm2@ vl a2@)-

Para poder aplicar el Teorema de Lax-Milgram al problema (9.27), es necesario comprobar que la forma es
también coerciva sobre dicho espacio. Es decir, hemos de probar que existe a > 0 tal que

(9.28) a(u,u) = /Q |Au|? dz > a||u|\%]2(m Vu e H(9Q).
Para demostrar (9.28), lo primero que se observa es que, para toda funcién ¢ € D(Q2) y todo 1 < 7,5 < N,

/az'i@ajj@dﬂﬁ:/ |03 da,
0 Q

y en consecuencia, por densidad, se obtiene

se satisface

N
(9.20) 180k = 3 loyulfa Yue Hi@.

,j=1
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Por otra parte, para toda funcién ¢ € D(Q2) y todo 1 <i < N, se satisface

/|8¢<p[2d:):——/ 00 dx,
Q Q

y por tanto, nuevamente por densidad,

(9.30) HVu\|%2(Q)N = —/QuAuda: Vu e HE(Q).

Finalmente, recordemos que por la desigualdad de Poincaré, existe una constante C > 0 tal que en
particular
(9.31) [ullZ2(0) < ClIVullF2@qn  Vu € HF ().

De (9.30) es inmediato que para todo € > 0,
2 1 2 2 2
(932) IVl < 5 8ulZaq) +elulliae Vue HAQ).
De (9.31) y (9.32) podemos concluir que
1
||vu”%2(Q)N < %HAU”%?(Q) + ECHqu%?(Q)Na

y por tanto
1
(1= £0)|Vulfaqn < 5o I1AulFzo).

Usando ahora (9.29), sigue que

N
HUHJQW(Q) = HuH%2(Q) + HVUH%Q(Q)N + Z Haij“HQLZ(Q)
i,j=1

N
< (CH+DIIVulFa g + D 10l Z 0

27]:1
C+1 ) )
< mHAUHLQ(Q) + | AulF2 -
T d _ 1 il b tisf (9.28) B 1
omando € = 2C €S Sencillo comprobar que Se satisiace . con o = 1 T 20(1 n C) .

Con esto podemos aplicar el Teorema de Lax-Milgram y concluir el resultado.

Observacién 9.28. Es sencillo ver que lo que precede se puede generalizar al caso en que f € H™2(€).






CAPIiTULO 10

Principio del maximo. Unicidad de solucién débil del
problema de Dirichlet

Consideremos un dominio  C RY abierto, conexo, acotado y de clase C' y el operador
N N
Au= =" 9; (aij(z)0u(z)) + > bi(z)diu(r) + c(z)u(x),
Q=1 i=1
donde los coeficientes satisfacen
(H].) aij, b, CELOO(Q), 1<4,5 < N.

(H2) A es uniformemente eliptico, esto es, existe a > 0 tal que

N
Z a;j(x)&&; > al¢?, veEeRYN, cpd ze.

1,7=1

(H3) ¢(z) > 0c.p.d. z € Q.

10.1. Principio del Maximo débil
A lo largo del tema usaremos la notacién siguiente
uT := max{u, 0}, u” = min{u, 0},
y definimos

Definicién 10.1. Sea u € H(Q), definimos
supu =If{K e R:u <K endQ}.
oN

Es claro que infgo u = — supyq(—u).

Con esta notacién se puede ya enunciar el Principio del maximo.

Teorema 10.2. (Principio del méximo en forma generalizada) Sea u € H'(2) tal que Au <0 en €2,
esto es,

/AquO, Vo e HJ(Q), v>0 enQ,
Q

79
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o equivalentemente
(10.1) a(u,v) <0, Yo € HH(Q), v>0 enQ,
donde a es la forma bilineal asociada a A.

a) Supongamos que A wverifica (H1) — (H2) — (H3). Entonces,

supu < sup ut.
Q o0

b) Supongamos que A verifica (H1) — (H2) y ¢ = 0. Entonces,

sup u < sup u.
Q oN

Demostracién.- Supondremos por simplicidad que b; = 0 para ¢ = 1,..., N, para el caso general ver [5].

Sea

[:=suput >0.
o0

Es claro que si | = +oo el resultado estd probado. Asi podemos suponer que [ < oo. Tomemos
vi=(u—10)".

Es claro que v > 0 y que v € H}(2) gracias al Corolario 4.25. Por tanto, tomando esta funcién en (10.1)
llegamos a

N
;5\ T )0; u0;\U — +‘T clr)ulu — +ﬂ7
> [ @ty de+ [ ety de <o,

ij=1

y por tanto usando que
(10.2) Oudj(u— 1T = 0i(u—1)T9;(u—1)7, c(z)u(u —1)" >0,
se tiene que
[ vw-v <o
Q

de donde se deduce que (u — )T =0 y por tanto v < [ c.p.d. en z € .

Supongamos ahora que ¢ = 0, tomemos ahora

[ .= supu,
o0

del que desconocemos su signo. Tomando de nuevo v := (u — )™, se tiene (10.2) y nuevamente obtenemos
que v = 0. Esto completa la prueba. ]

Cambiando u por —u en el Teorema 10.2 se tiene el siguiente corolario

Corolario 10.3. Sea u € HY(Q) tal que Au >0 en Q.
a) Supongamos que A wverifica (H1) — (H2) — (H3). Entonces,

mmfu>infu".
Q (oY)

b) Supongamos que A verifica (H1) — (H2) y ¢ = 0. Entonces,

inf u > inf .
Q o0
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Es inmediata la siguiente consecuencia

Corolario 10.4. Supongamos que A verifica (H1) — (H2) — (H3) y sea u € HY(Q) tal que

Au <0 en (2,
u <0 sobre ON).
Entonces,
u<0 enf .

10.2. Unicidad de soluciéon débil del problema de Dirichlet

Se puede obtener un resultado de unicidad para el problema de Dirichlet més general que el obtenido en
el Tema 9. Consideremos el problema general

(PD) { Au=F en ),

U=y sobre 0f),

con Fe HY(Q) y g € H/?2(99). Se tiene

Corolario 10.5. Supongamos que A verifica (H1)—(H2)—(H3). Entonces si existe solucion débil de (PD),
ésta es unica.

Demostracién.- Supongamos que existen dos soluciones uy, us € H'(Q) de (PD). Definamos
w = uy —ug € Hy(Q),

que satisface claramente que Aw = 0. Aplicando ahora el Teorema 10.2 y el Corolario 10.3 se tiene que

infw™ <infw <supw < supw+.

0N Q Q o0

Pero como w € H}(2) se tiene que infapg w™ = supynwt = 0, de donde concluimos que w = 0. ]






CAPIiTULO 11

Regularidad de las soluciones débiles

En este tema exponemos resultados de regularidad para las soluciones de algunos de los problemas de
contorno estudiados en el Tema 9.

11.1. Un resultado de regularidad en RY

Para empezar, obtenemos un resultado de regularidad para la solucién débil de

u € HY(RY),
11.1
( ) Vu~Vvd:U+/ uv dr = fodz, Yve HY(RY),
RN RN RN
o equivalentemente
u € HY(RN),
~Au+u=f enD(RN).

Teorema 11.1. Dada f € L*(RY), si u es la solucién débil de (11.1), entonces u € H*(RY), y de hecho
”UHH2(RN) S CHfHLQ(RN), con C = 1+N

Ademds, si f € H™(RN), con m > 1 entero, entonces u € H™2(RN), y existe una constante C,, > 0,
que solo depende de m y N, tal que

[ull gm+2mny < Ol fll gm gy
En particular, si m > N/2 entonces u € C?(RY).

Demostracién.- Vamos a usar el método de las traslaciones, también conocido como método de los cocientes
diferenciales, debido a L. Nirenberg (ver [7] para otra demostracién).

Si w: RY — R es una funcién dada, y h € RY, con h # 0, denotamos (r,w)(z) = w(z + h), y
Dpw = (thw — w)/|h|, es decir

w(x + h) —w(z)

] para todo z € RV,

(Drhw)(z) =

Es inmediato que si w € H'(RY), entonces Dyw € H'(RY), con 0;(Dpw) = Dy, (d;w). En particular,
por tanto, tomando v = D_j(Dpu) en (11.1), obtenemos

Vu - (D_p(VDyu)) dx + / u(D_p(Dpu)) dx = (D_p(Dpu)) dz,

f
RN RN RN
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con lo que teniendo en cuenta que, como se comprueba facilmente, de manera general se satisface

/ w(D_p(Dpu)) dx :/ (Dpw)(Dpu) dx,
RN

RN
obtenemos
/ Y Dyul? da +/ \Dyul? da = / F(D_p(Dyu) da,
RN RN RN
y por tanto
(11.2) HDhUH?{l(RN) < f 2wy 1D n(Dru)l p2gay, VR € RY\ {0}

Por otra parte, recordemos que por la Proposicién 6.12 para toda w € H'(R"™) y todo h € RY \ {0} se
satisface

I1D-pwllr2() < [Vl 2@y,
para todo ' cc RY, y por tanto

[D-pwl 2mry < [[Vwllp2gayn.
De esta ultima desigualdad y de (11.2), obtenemos de manera inmediata que
(11.3) 1Dnull vy < 12y, ¥h € RV {0},

Observando que 0;(Dpu) = Dp(0;u), de (11.3) se deduce en particular
IDn(0su) |l 2wy < 2@y, Yhe RV\{0}, Vi=1,.,N,

y por consiguiente, por la Proposicién 6.12, para todo i = 1, ..., N, se satisface que d;u € H'(IRY), con lo
que u € H*2(RM) y
(11.4) 0iull L2y < ([flL2mey, Vi, j=1,.,N.

Como u es solucién de (11.1) sigue que

lull gy < Il 2@y
luego usando (11.4) se tiene
”UH%p(RN) < HfH%z(RN) + N2||f||%2(RN),
de donde se deduce la desigualdad
||u||H2(RN) S C”fHLQ(RN), con C: 1+N

Supongamos ahora que f € H'(RY), y demostremos que entonces u € H?(RY). Para ello, hemos de
demostrar que dju € H?(RYN) para todo 1 < i < N. Por lo ya demostrado anteriormente, sabemos que
O;u € H'(RY), y para demostrar que pertenece de hecho a H?(IR") basta ver que

(11.5) V(@iu)-Vvd:v+/

(Ou)vdr = / (@if)vde, Yve HY(RYN).
RN RN RN

Para comprobar (11.5), basta tener en cuenta que por (11.1),
~Au+u=f enD(RY),

y por tanto, —A(O;u) + dju = 0;f en D'(RY), con lo que, como D(IRY) es denso en H'(RY), es inmediato
obtener (11.5).

Para demostrar que si f € H™(R") entonces u € H™2(IRY), basta razonar por recurrencia sobre m y
usar (11.5). ]



11.2. Un resultado de regularidad local 85

11.2. Un resultado de regularidad local

En esta seccién demostramos el siguiente resultado de regularidad local, también denominado de regu-
laridad en el interior.
Teorema 11.2. Sea Q C RN un abierto no vacio y supongamos que v satisface
u€ HY(Q),
/QVu -Voudx + /qudac = /vadac, Vv € HY (),

con f € L*(Q). Entonces, para toda 6 € D(Q), se satisface que Ou € H?(SY), y de hecho, si f € H™(Q),
entonces Qu € H™2(Q).

(11.6)

Demostracién.- Denotemos w = %, la prolongacién por cero a R \ Q de fu. De acuerdo con la Obser-
vacién 4.15, w € HY(RY), y se satisface

dw = 00;u +udf, 1<i<N,

igualdad en el sentido de D’(IR”). En consecuencia, dada ¢ € D(RY), para todo 1 <1i < N se satisface
/ 0w, dx :/ @L@«p dx +/ 17070&@ dr = / 00;u0; dx + / u0;00; dx
RN RN RN Q Q
(11.7) = / 0iud;(0p) dx — / pOud;0 dx +/ u0;00;p dx.
Q Q Q
Teniendo en cuenta que 0;00;¢ = 0;(¢0;0) — v0;;0, y que al ser pd;0 € D(2),

/u@i(go@lﬂ) dx = —/ 00;ud;f dx,
Q Q

de (11.7) obtenemos

Vw-Vedr = / Vu-V(0p)dr —2 / (Vu-VO)pdr — /(Aﬁ)ugo dx,
RN Q

con lo que si observamos que por (11.6), al ser f¢ € D(Q2),

/Vu V(byp)d /uﬂgpdx+/f9<pd:v

Vw~Vg0da:+/ w«pdx:/ gedz, Y¢eDMRY),
RN RN

obtenemos facilmente que

RN

cong:fé—QVNu-%—JKG.

Basta ahora tener en cuenta que D(IR") es denso en H'(IR") y la expresién de g, para concluir, por
aplicacién del Teorema 11.1 que w € H2(RY), con lo que 6u € H*(Q).

Supongamos ahora que f € H'(£2). Observemos que por lo que acabamos de probar (9;0)u € H?(§2) por
lo que 9;((0;0)u) € H'(2), o lo que es equivalente 9;00;u + (0;;0)u € H* () y por tanto

&ﬂ&zu S Hl(Q)

Asi, g € HY(RY) y por tanto w € H3(RY), lo que implica que fu € H?(Q). Por recurrencia sobre m, se
prueba el resultado general para f € H™(Q). [

El siguiente resultado muestra el cardcter de regularidad interior del resultado anterior:

Corolario 11.3. En las condiciones del Teorema anterior, si Q' CC € entonces u € H*(Q') si f € L*()
yue€  H™2(Q) si f € H™(Q).

Observacion 11.4. Obsérvese que los resultados anteriores no dependen de la condicion de contorno que

satisfaga u.
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11.3. Teoremas de regularidad para los problemas de Dirichlet, Robin y Neu-
mann homogéneos

A continuacién enunciamos tres resultados de regularidad (para las demostraciones ver [2]).

Teorema 11.5. Sean Q@ C RN un abierto de clase C? de frontera acotada, f € L*(Q) y u € HL(Q) la

solucion débil del problema de Dirichlet

{ —Aut+u=f enfl,

(PD) u=20 sobre OS0.

Entonces, u € H*(), y de hecho
lullzz) < Clf L2
con C > 0 una constante que sélo depende de €.
Ademds, si Q es de clase C™F2 y f € H™(Q), con m > 1 entero, entonces u € H™2(Q), y existe una
constante Cy, > 0, que sdlo depende de m y (), tal que
[ull gmr2) < Coll fll zm(0)-
En particular, si m > N/2 entonces u € C?(1).

Teorema 11.6. Sean Q@ C RN un abierto de clase C? de frontera acotada, f € L*(Q), o € CY(Q) y
u € HY(Q) la solucion débil del problema de Robin

—Aut+u=Ff en €,
PR
(PR) { Osu~+o(x)u=0 sobre OS).
Entonces, u € H%(Q), y de hecho
ull 2y < Cllfllz2(@),
con C' > 0 una constante que solo depende de €.
Ademds, si ) es de clase C™ 12, f € H™(Q) y o € C™(Q) con m > 1 entero, entonces u € H™2(Q),
y existe una constante Cp, > 0, que sélo depende de m y 2, tal que
[ull gmt2) < Coll fll zm(0)-

En particular, si m > N/2 entonces u € C?(1). ]

Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente resultado:

Teorema 11.7. Sean Q@ C RN un abierto de clase C? de frontera acotada, f € L*(Q) yu € HY(Q) la
solucion débil del problema de Neumann

{ —Aut+u=f enQ,

(PN) Ozu =10 sobre 0f).

Entonces, u € H?(SY), y de hecho
lullz20) < Clfllz2c)s
con C' > 0 una constante que solo depende de §2.

Ademds, si Q es de clase C™2 y f € H™(Q), con m > 1 entero, entonces u € H™2(Q), y existe una
constante Cy, > 0, que sdlo depende de m y S, tal que
[ull m2(0)y < Conll fllam(0)-
En particular, si m > N/2 entonces u € C%(Q). ]

Observaciéon 11.8. Los Teoremas 11.5, 11.6 y 11.7 se satisfacen también si ) = ]Rf.



CAPITULO 12

Problemas de valores propios. Descomposicién espectral

12.1. Algunos resultados de Andlisis Funcional

A lo largo de este tema usaremos dos resultados de Andlisis Funcional que presentamos a continuacion.
El primero de ellos es consecuencia del teorema de Hilbert-Schmidt, y cuya demostracion se puede encontrar,
por ejemplo, en los apuntes de la asignatura EDPyAF.

Teorema 12.1. Sean V y H dos espacios de Hilbert reales separables de dimension infinita, tales que:

a) V es denso en H,

b) V — H con inyeccion compacta.
Sea a(-,-) una forma bilineal continua y simétrica sobre V', verificando la condicion de coercividad

Ja>0 tal que a(v,v) > alpl|} VoeV.
Entonces, existe una sucesion creciente de numeros reales positivos:
O< <. <., v nh;nolo)\n:—i—oo,
y existe una base ortonormal de H, {en}n>1, formada por elementos de V', tal que
alen,v) = A\p(en,v)g YveV, Vn>1.

Ademds, el conjunto {1)\671}”21 constituye una base ortonormal de V' si sobre este espacio se considera el

producto escalar definido Zor la forma bilineal a(u,v).

Recordemos ahora el teorema:

Teorema 12.2. (Teorema de alternativa de Fredholm) Sea T € L(H) un operador compacto en el
espacto de Hilbert H. Entonces:

a) La ecuacion

u—Tu=F
posee una y soélo una solucion uw € H para cada F € H si y sélo si la unica solucion de la ecuacion
homogénea

u—Tu=20
es u = 0.
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b) Por otra parte, si la ecuacion homogénea u — Tu = 0 posee soluciones distintas del cero, entonces,
dada F € H, la ecuacion
u—Tu=F,

posee soluciones st y solo si F' es ortogonal a todas las soluciones v € H de la ecuacion homogénea

adjunta
v—T% =0,

y en ese caso el conjunto de las soluciones de u — Tu = F es una variedad afin de espacio soporte el

formado por las soluciones de la ecuacion homogénea adjunta.

12.2. El espectro del laplaciano con condiciéon de Dirichlet

Vamos a considerar el problema de autovalores siguiente

—Au=Au en (,
(12.1)

u=0 sobre 0f2,

donde © C RY es un abierto acotado no vacio y A € R.
Definicién 12.3. Se dice que A € R es un autovalor del problema de Dirichlet (12.1) si (12.1) posee una
solucion débil no nula. Se dice en tal caso que la solucion u es una autofuncion asociada al autovalor A.

Al conjunto de todos los autovalores se le denomina el espectro.

Observacion 12.4. Obsérvese que si u es autofuncion entonces también lo es ku para toda k € R, k # 0.

El primer resultado que vamos a obtener estudia el espectro del problema (12.1).

Teorema 12.5. Si Q C RY es un abierto acotado no vacio, el espectro de (12.1) estd constituido por una
sucesion creciente {\, }n>1 de nimeros reales positivos, tal que

O< < L. . <<, ¥ lim A\, =+4o0.

n—oo

Ademds, existe una base ortonormal {e,}n>1 de L*(Q), formada por autofunciones asociadas a los auto-
valores Ap. Por dltimo {\j—}n>1 constituye una base ortonormal del espacio HE(Q) dotado del producto
escalar (u, v)H&(Q) (Vu, Vo) 2 q)n-

En consecuencia, para toda f € L*(S2), la solucion débil del problema de Dirichlet
{ —Au=f en(,

(12.2)
u=20 sobre 05,

viene dada por
=1
Z )\7 fv en L2 )ena
n=1""

siendo la serie convergente en Hg ().

Demostracién.- La demostracién es una aplicaciéon del Teorema 12.1. En efecto, basta tomar H = L?(Q)
yV = H&(Q), que gracias al Teorema de Rellich-Kondrachov sigue que V' se inyecta de forma compacta el
H.

Por otro lado, sea a : H}(Q) x H}(2) — R definida por

a(u,v) :/Vu~Vv.
Q
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Basta ahora aplicar el Teorema 12.1. Veamos ahora la ultima parte del Teorema. En primer lugar, gracias
a que {e,} forma una base ortonormal en L?(2), u puede ser escrito como (ver [2])

o0

u = Z(u, en)L2(Q)En-

n=1

Ahora bien, usando que u es solucién de (12.2) tenemos que

(fren)r2() = /fen /Ven Vu—)\n/ﬂenu:)\n(u,en),;z(g),

de donde sigue el resultado. [ |

El siguiente resultado nos garantiza que las autofunciones tienen més regularidad que la establecida en
los Teoremas 12.5.

Proposiciéon 12.6. Sea e, una autofuncion asociada al autovalor A\, cuya existencia garantiza el Teore-
ma 12.5. Entonces
en € C°(Q)  para todo n > 1.

Demostracion.- En efecto, dado cualquier abierto Q' CC Q, existe § € D(Q) tal que # = 1 en . Teniendo
en cuenta que en particular e, € H'(Q), y que

—Ae, +e, =M+ 1)e,  en D(Q),

del Teorema 11.2 se deduce inmediatamente que e, € H3(Y).

Asi pues obtenemos que e, € H3(Q) para todo Q' CC Q. Pero entonces, razonando como antes,
obtenemos que e, € H®({)') para todo ' CC €, y continuando indefinidamente, llegamos a la conclusién
de que e, € H*(Q) para todo € CC €, y para todo k > 1. Pero esto, teniendo en cuenta los teoremas
de inyeccién de Sobolev, implica que e, es de clase C*° en toda bola cerrada contenida en €2, y por tanto
en € C™(Q). ]

El siguiente propésito es caracterizar los autovalores )\, del problema (12.1). Para ello definamos el
cociente de Rayleigh, definido para cada u € H(€2), con u # 0, por

Proposicién 12.7. a) Si A\, es un autovalor y e, es una autofuncion asociada a dicho autovalor, enton-

ces \p, = R(ep).
b) Se tiene que

Al = min ~ R(u),
weHL(Q), u£0
An = mAax R(u).

u€span{ei,...,en }, u#0

(12.3)

Demostracion.- El primer apartado es evidente. Por otra parte, si u € H(}(Q) se tiene que

[e'e)
E u, en L2(Q e’na
n=1

siendo la serie convergente en H}(€2), con lo que

oo
HVU||L2 W= Z| U, En L2(Q)| ||VenHL2 W= Z)\ [(u, en) L2(Q Z u, en) L2(Q 2 = )‘IHUH%Q(Q)v

n=1 n=1
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y por tanto
M < R(u), Yu€ Hy (),

con lo que gracias al primer apartado, sigue la primera igualdad de (12.3).

Sea ahora u € span{ey,...,e,} y por tanto

n
U = Z aper.
k=1

Entonces,
n
S~ heot
Ru)="=—— <),
> ok
k=1
de donde de nuevo usando el primer apartado sigue la segunda igualdad de (12.3). [ |

De la carectizacion anterior se pueden obtener diferentes propiedades de los autovalores, presentamos
s6lo una de ellas.

Corolario 12.8. Sea ' C Q y denotemos por A\ () y A1(Q2) los primeros autovalores de (12.1) en Q' y Q
respectivamente. Entonces,
A1 () < A ().

Demostracion.- Sea u € H& (©), entonces si la prolongamos por cero fuera de ', la prolongacién pertenece
a H}(), con lo que HE(Q) C HI(Q). Basta ahora aplicar la Proposicién 12.7, en concreto la primera
igualdad de (12.3). [ ]

Observacién 12.9. ) Ezisten otras caracterizaciones de los autovalores similares a las de la Proposi-
cion 12.7. No son dificiles de demostrar las siguientes (ver [7]):

A = min R(u),
u€{er,....,en}t, u#£0
An = min max R(u),

WCH(Q),dimW=n ueW

donde por {61,...,6n}J‘ denotamos al subespacio vectorial de todas las funciones de H&(Q) que sean
ortogonales en L*(Y) a las n primeras autofunciones ey, ...,e,. Obsérvese que la sequnda caracterizacion
no depende de las autofunciones, y por tanto de ellas es fdcil deducir otras propiedades entre los
autovalores.

b) El primer autovalor A1 tiene otras propiedades interesantes. Por ejemplo, se puede demostrar que si
v € H}(Q) y R(v) = \i, entonces v es una autofuncion asociada a \1. Ademds, si ) es conezo,
entonces \1 es un autovalor simple, es decir, A\1 < A2, siendo el espacio de autofunciones asociadas
a A1 de dimension 1, y por otra parte e; no cambia de signo en ), con lo que se puede suponer que
e1(x) > 0 para todo x € Q (ver [7] para todas estas dltimas afirmaciones).

¢) La nocion de autovalores para el operador —A en § con condicion de Dirichlet, asi como el Teo-
rema 12.5, pueden ser generalizados sin dificultad al caso de un operador eliptico autoadjunto de la
forma

N
Au = — Z @-(aij@iu) + cu,

1,j=1
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siendo a;; = aj; € L®(2), c € L>®(Q), y tales que existe o > 0 satisfaciendo

N
Z gz{] > a’f‘Q Vf S ]RN c.p.d. en Q.

Evidentemente, en este caso, la sucesion de autovalores que se obtiene satisface —||c|poq) < M1 <
Ao < ... <\, — +oo. (Ver ejercicios.)

12.3. El espectro del laplaciano con otras condiciones de contorno: el caso
de Robin

Consideremos ahora otras condiciones de contorno, por ejemplo consideremos el caso de Robin, es decir
el problema de autovalores siguiente

—Au+u=>u en§,
(12.4)

Oru+ o(x)u =0 sobre 01,

donde Q C RY es un abierto acotado no vacio, ¢ € L*(99), o > 0y A € R. Obsérvese que (12.4) incluye
el caso de Neumann con o = 0.

Definicién 12.10. Se dice que A € R es un autovalor del problema de Robin (12.4), si (12.4) posee una
solucion débil no nula. Se dice en tal caso que la solucion u es una autofuncion asociada al autovalor A.

Al conjunto de todos los autovalores se le denomina el espectro.

Con razonamientos completamente analogos a los usados en la secciéon anterior podemos estudiar con
detalle (12.4). En el siguiente teorema mostramos dichos resultados:

Teorema 12.11. Si Q C RY es un abierto acotado no vacio, el espectro de (12.4) estd constituido por una
sucesion creciente {\p }n>1 de nimeros reales positivos, tal que

O< <<l <<, ¥ lim A\, =400

- n—00
Ademds, existe una base ortonormal {e,}n>1 de L*(Q), formada por autofunciones asociadas a los auto-

valores \p,. Por dltimo {%}nzl constituye una base ortonormal del espacio H'()) dotado del producto
n

escalar

(u, 0) g1y = (Vu, Vo) 2y + (u,v)12(0) + /asz ouv.

En consecuencia, para toda f € L*(S2), la solucién débil del problema de Robin

{ —Au+u=f en Q,
(12.5)

Osu+ o(z)u =0 sobre OS2,

viene dada por
— 1
Z)\*n fien) L2(Q)€n>
n=1
siendo la serie convergente en H'(€2).
Por dltimo, e, € C>(Q).
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Demostracién.- Basta tomar H = L?(Q), V = H'(Q) y a: H*(Q) x H'(2) — R definida por

a(u,v) /Vu Vv+/uv+/ ouv ,
15)9)

y aplicar nuevamente el Teorema 12.1. [ |

Para obtener la caracterizacion de los autovalores, necesitamos definir el siguiente cociente de Rayleigh,
definido para u € H'(2), u # 0, por

Y- /Q|Vu]2+/ﬂu2+/aga(x)u2
K

La demostracién es analoga a la de la Proposicién 12.7 y por tanto la omitimos.

Proposiciéon 12.12.  a) Si A, es un autovalor y e, es una autofuncion asociada a dicho autovalor, en-
tonces A\, = R(ep).

b) Se tiene que

AL = min  R(u),
u€H1(Q), u#0
An = max R(u).

u€span{ei,...,en }, u#£0
Observaciéon 12.13. Similares resultados pueden ser obtenidos para un problema de autovalores con con-
diciones de contorno miztas, esto es para el problema siguiente

—Au=Au enfl,
(12.6) u=0 sobre Ty,
Ozu =0 sobre I'y,

donde Q C RN es un abierto acotado no vacio y 00 =TeUTy con [Ty # 0.

12.4. Teoremas de alternativa

Como consecuencia del estudio del espectro del operador laplaciano con condiciones de Dirichlet y del
Teorema de alternativa de Fredholm, se obtiene el siguiente resultado para el problema de Dirichlet para el
laplaciano.

Teorema 12.14. Sea Q C RN un abierto acotado no vacio y consideremos el problema de Dirichlet
—Au=Au+f enQ,
u=20 sobre 052,

(12.7)

siendo A € R. Denotemos por \;, j € N, los autovalores del laplaciano con condiciones Dirichlet.

(a) Si A no es un autovalor del laplaciano en 2 con condicidn de Dirichlet, esto es A # \j para toda j € N,
entonces para cada f € L?(2) el problema (12.7) posee una y sélo una solucién débil.

(b) Si X es un autovalor del laplaciano en §2 con condicion de Dirichlet, digamos A = \j para algin j € IN,
entonces, dada f € L?*(Q), el problema (12.7) posee soluciones débiles si y sélo si f es ortogonal en
L?(2) el espacio de todas las autofunciones asociadas al autovalor Aj, es decir,

/va =0 para toda autofuncion v asociada a Aj,

y en tal caso el conjunto de todas las soluciones de (12.7) estd formado por la suma de una solucion
particular mds el subespacio de autofunciones asociado a ;.
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Demostracién.- Consideremos el operador S : L?(Q) — L?(Q2), f — uy, con uy = S(f) solucién débil del
problema

—Au= Q
(12.8) { u=soend

u=20 sobre 0.

Veamos que S es lineal, compacto y autoadjunto.

Es claro que S es lineal veamos ahora que es compacto. Sea {fn}n>1 € L?(Q2) una sucesién acotada
[ fallz2(0) < C para alguna constante C' > 0. Denotemos u, = S(f5) la solucién de (12.8), entonces

lunll iz ) < Clifallrz@) < €,

para constantes C' y C’. Teniendo en cuenta el Teorema Rellich-Kondrachov, es facil comprobar que u,, es
relativamente compacto en L?(Q), y por tanto S € L(L?(2)) es compacto.

Veamos ahora que S es autoadjunto. Sean f,g € L?(Q), u = S(f) y v = S(g). Entonces

(S(f>79)L2(Q) Z/

Q

S(f)gdx = /Qu(—Av)dx = /Q(—Au)vdx = (f,5(9) 20)-

Es inmediato que u es solucién débil de (12.7) si y sélo si u = S(Au+ f), si y sélo si es solucién de
(I —AS)u = S(f).

Sea A # 0. Es fécil probar que (A, u) es autovalor-autofuncién del laplaciano en € con condicién de Dirichlet
siy s6lo si u — ASu = 0.
Resulta ahora facil obtener las conclusiones del teorema por aplicacion del Teorema de alternativa de

Fredholm al operador T' = AS. En efecto, si A = \; entonces la ecuacién homogénea v — T'u = 0 tiene sélo
la solucién trivial, y por tanto existe una unica solucién de (12.7).

Por otra parte, si A = A; para algin j € N la ecuacién v — T'u = 0 tiene soluciones no triviales. En este
caso, hay solucién si, y sélo si, para cada v autofuncién asociada a A; se tiene que

OzlﬁngilﬁFsziﬂfFN”:;A&ﬁ

ozsz

Por dltimo, si A = 0 el problema (12.7) tiene una dnica solucién. [

o equivalentemente

Observacion 12.15. Similares resultados pueden ser obtenidos para problemas con condiciones de contorno
Robin, Neumann y miztas.
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