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EJERCICIOS DE AMPLIACION DE EDP Curso 2012-2013

. Reducir a forma candnica las EDP siguientes:

a) Ugy + 2Ugy + 3ty + dug + Suy +u =€, b) 2uzy — dgy + 2uy, + 3u =0,
€) Uga + DUy + duyy + Tu, = sen z, d) Ugg + Uyy + 2uy + 8uy +u =0,
€) Ugy + 2Uyy + Yuy + uy = 2, f) e — yzuyy = 4ye*.

. Determinar la regién de R? en la que las EDP que siguen son hiperbdlicas, parabdlicas o elipticas y

reducirlas, cuando sea posible, a forma candnica:

a) Ty + Uyy = T2, b) Uy + Y uyy =y,

€) Ugy + TYUyy = 0, d) 22Uy — 2xY Uy + y? Uyy = 0,

€) Ugy + Ugy — TUyy = 0, f) e ugy + e¥uy, = u,

g) (sen?x)ugy + (sen 22)ugy + (€os® X)uyy = T,  h) gy — YUy + TUy + YUy +u = 0.

. Demuéstrese que si u y v son dos funciones subarmoénicas en €2, entonces la funcién max(u, v) también lo

€s.

Probar que si u es arménica en un abierto Q C R, entonces u? es subarménica en . Dar un contrae-

jemplo que muestre que lo anterior no es cierto para u>. Probar que si u es arménica y no negativa en €,
entonces u" es subarménica para n > 1.

a) Probar que toda funcién arménica en RY acotada superior o inferiormente es una constante (Teorema
de Liouville).

b) Sea 2 = {z € RY; zy > 0}. Demuéstrese que si u € C%(Q) es arménica y acotada en Q, y u = 0 sobre
09, entonces forzosamente u = 0.

. Sean Q C RY un abierto acotado no vacio y u € C?(Q) N C°(Q) una funcién que verifica

N
0
Lu=—-Au+ kz_lak(x)a;; +c(x)u<0 en Q,
donde ay,c € C°(Q) y ¢ > 0 en . Probar que
maxu < maxu’.
a a0

Probar también que si Lu = 0 en Q2 y u = 0 sobre 052, entonces u = 0 en .

Indicacion: Probar en primer lugar el resultado por reduccién al absurdo cuando Lu < 0 en . A
continuacién considerar la funcién u + ev, donde € > 0 y v = exp(Azy), con A > 0 adecuada.

Sea Q = {x; x € RV, |z[ > 1}. Probar que si u € C*(Q)NC(Q), —Au=0en Q y lim)| 00 u(x) = 0,
entonces max |u| = max .
Q

Indicacién: Aplicar el Principio del méximo en una corona esférica adecuada.

. Probar la forma débil del Principio del Maximo, para la EDP eliptica en dos variables independientes

Lu = —aUgy — 2bugy — cuyy + dug +eu, =0 en Q, donde a,b,c,d,e € C°(Q), b* —ac <0y a>0en Q.

Indicacién: Probar en primer lugar el resultado por reduccién al absurdo cuando Lu < 0 en Q. A
continuacién considerar la funcién u + v, donde € > 0y v = exp(M ((x — 20)? + (y — y0)?)), con (xo,yo)
y M > 0 adecuados.

. Sea . C RV abierto acotado y conexo y u € C%(Q) N C°(Q2) una funcién que verifica

—Au<0 en, u<0 yuz#0 sobre 0.

Probar que u(z) < 0 para toda = € Q.
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Sea 0 :={(z,y) e R? : 22 +y?> <1}y
u(z,y) = 2° — 3xy>.
Calcular el valor méximo y minimo de u en €.
a) Sea 0 C RY abierto acotado y uy,us € C%(Q) N CY(Q) tales que
{ Auy = Aus  en (,
u; < ug sobre 0f2.

Probar que u; < us en Q.

b) Sea Q el tridngulo de vértices (0,0), (1,0) y (1,1). Usando el apartado anterior, demostrar que
vy + 2 +y<Py+yP+a, Y(z,y) €

Sean 2 C RY abierto y u € LP(f2), con p € [1,00), tal que u > 0 c.p.d. en 2. Demostrar que existe una
sucesion {pp tn>1 C D(Q) tal que @, — w en LP(Q) y ¢, > 0 en Q para todo n.

Sean 2 C RY abierto y p € [1,00]. Demostrar que LP(Q) C L}, (), y si u, — u en LP(f2) entonces
u, — u en D'(Q).
Sea Q C RY abierto. Dadas una sucesion {u,} C L _(Q) y u € L}, (), se dice que u,, — u en L, ()

loc loc
si para todo compacto K C € la sucesién u,1x converge a uly en L!(2). Demostrar:

a) Siu, — uen L, (Q) entonces u, — u en D’'(£).
b) Si {u,} C Li,.(Q) es tal que u,(x) — u(z) c.p.d. en Q, y existe v € L} (Q) tal que |u,(z)] < v(z)
c.p.d. en €, entonces u,, — u en L}, () y, en consecuencia, u, — u en D' ().

a) Sea

7

si x| <

n
fn(x): 2
0

S|I= 3=

si |z| > —.

Demostrar que f,, — dp en D'(R).

b) Sea {p, }n>1 una sucesién regularizante en R™. Demostrar que p,, — dp en D'(RY).

Demostrar:

a) fn(z) =

n
m(n2z2 +1)
n —n|x|?

b) fulw) = f-eap(—,
+o00o

Se recuerda que / exp(—tQ) dt = /.

— 00

— dp en D'(R) cuando n — +oc.

) — 6o en D'(R?) cuando n — +oo.

Calcular las derivadas sucesivas en D'(R) de:

1 six >0,
a)u(a:):sg(x):{ -1 sizx <0

b) u(z) = |xf;

¢) u(z) = [z] (parte entera de x).
1 1 1

Las funciones — y — mno son localmente integrables en R. Se definen vp(—) (valor principal de —) y
o x x

1
Pf(—2) (parte finita de —2), respectivamente, por:
z T

1 : ()
— =1 —d D
<vp(2) ¢ > W e @ Ve € D(R)
y
1 L p(z) 2¢(0)
< Pf(;),gp >= 161&1 </z|>6 2 dx p VYo € D(R).
Se pide:

1 1
a) Demostrar que vp(—) y Pf(—;) estdn bien definidas y pertenecen a D'(IR).
2
x x

1
b) Calcular la derivada primera de Vp(;).
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Demostrar que u(z) = log|z| es un elemento de D’(R). Calcular su derivada primera.

Sean Q = (—1,1) x (=1,1) C R? y g la funcién definida sobre Q2 por

(21, 29) = T1x9 six; >0,
gir1, T2) = 1 si z1 <O0.

Se pide calcular las derivadas parciales primeras y segundas de g en el sentido de D’(Q).

Sea f € L},.(R) dada. Denotemos por 7" la distribucién en R? definida por u(t,z) = f(t + x). Se pide

calcular
02T 9T

- _ = D’ 2 .
o2 Ox? (B
H H H H
Se definen Pf(ﬂ) (parte finita de (I)) y Pf( (21' ) (parte finita de (293) ), respectivamente, por:
x x x x

x oo p(x
<Pf(¥),gp >= 161%1 (/ (pfv)dx—i-go(())loge) Vo € D(R)

y
H@), ([ e
Se pide:
a) Demostrar que ambas estdn bien definidas y pertenecen a D'(R).
H
b) Calcular la derivada primera de P f (ﬂ)
x
H
¢) Calcular una primitiva de P f (ﬂ)
x

d) Resolver en D'(R) la ecuacién 2T + T = dy.
a) Probar que si T = 2 4 ¢ € D'(R) con ¢ € R, entonces 7" =1 en D'(R).
)

b) Obtener una solucién general en D’(R) de la ecuacién

(22 + )T’ + 22T = 1.

Sea T = ¢ + coH(x) € D'(R) con ¢1,c2 € Ry H la funcién de Heaviside. Probar que

27" =0 en D'(R).

Hallar una distribucién de la forma T = H(z)f(z), con f € C*(R), tal que satisfaga en D’'(R) la EDO

T" +2T" +T = 69 + 6.

Calcular T € D'(R) que satisfaga las siguientes desigualdades:

) 4T = op( )
b) (2 - a)T = 0;
¢) (= a)T = b;
d) (z — a)T = 0;;
e) (z—a)(z—b)T =0;

)
) 22T = 1;
g) (1+2%)(1— 2T =0.

1
Sea f(z,t) = 51{t>‘x|}. Calcular en D’(R?) la expresién

O2f  02f

ot?2  Ox?

Sea Ky la funcién definida en RY por Ky(z) = [2[>~N si N > 3 y Ko(x) = log|z|, con |z| la norma
euclidea. Demostrar que Ky € D'(RY) y calcular AKy en D'(RY).
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Sea E(x,t) la funcién definida para cada (x,t) € RY x R por

B(at) = H(t) (4t eap(—12E

u)

loc

Se pide demostrar que E € L} (RN*1) y calcular %—f — A E en D'(RNF).
Sea f(z,t) definida en R? por f(x,t) = —H(—x)H(t)e* ™", Calcular en D'(R?):

o0 f aof . of
o0t “ar Vo Tobt

Sea ) un abierto no vacio cualquiera de RY e i € {1,---, N}. Se pide:

(a) Probar que
/ dip(x)dr =0, YeeCHQ).
Q

(b) Sea a € C'(Q), probar que

[ a@e@dip(w)de = =3 [ Guala))sta)dn, Yo Cle.
Q Q

(c) Sea a € C1(2) N L>®(Q) y tal que d;a € L>(), probar que

1 2 1
/Qa(a:)u(a:)aiu(x) dzr = —5/(8ia(a:))u (r)dz, Ywue€ Hy().

Sea u,, una sucesién de funciones en W1?(Q) tal que u, — 0 en LP(Q) cuando n tiene a infinito, y para
cada 1 <7 < N la sucesiéon de derivadas parciales d;u,, es de Cauchy en LP(€Q).

Demuéstrese que en tal caso u, — 0 en WHP(Q) cuando n tiende a infinito.

Sea {u,} C H*(Q) tal que u,, — u en L*(Q) y {d;u,} estd acotada en L%()) para todo 1 < i < N.
Demostrar que entonces u € H ().

Sean Q) = (—1,1) x (0,1) € R? y u la funcién definida sobre Q por

| senz; siz; >0,
u(®1,22) = To siz1 <0

Se pide:
a) Calcular la derivadas parciales O1u y dau en D'(£2).

b) Determinar de manera razonada si u pertenece a H'((2).
Sean 2 = (0,1) x (—1,1) € R? y u la funcién definida sobre Q por

w(a, x2) = er1r2 sixg >0,
DT e+ 1 sizg <0
Se pide:

a) Calcular la derivadas parciales O1u y dau en D'(2).

b) Determinar de manera razonada si u pertenece a H'(().

Sean = (—1,1) x (0,1) € R? y u la funcién definida sobre Q por

(i, w2) = cosxy sixp >0,
Lo2) = rx3  siz <0.

Se pide:
a) Calcular la derivadas parciales O1u y dau en D'(2).

b) Determinar de manera razonada si u pertenece a H'(().
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Sean Q = (—1,1) x (0,1) € R? y u la funcién definida sobre Q por

w(z, ) = xosen(xy) sixzp >0,
LR2) =Y 2+ 1 sixq < 0.

Se pide:
a) Calcular la derivadas parciales O1u y dau en D'(£2).

b) Determinar de manera razonada si u pertenece a H'().

Demostrar que si u € H*({) entonces
/ poiudr = —/ udipdr Vo € CHQ).
Q Q

Sean u € HY(Q) y v € C1(Q). Demostrar que uy) € H(Q) con

para todo 1 < ¢ < N. Comprobar que, ademads, 1717) (la prolongacién por cero a RN \ ) pertenece a
HY(RY) y se satisface

dyuth = dju+udip 1<i < N.
Probar que lo mismo ocurre si ¢ € CH(RY) N L= (RY), Vi € L*(RM)N, sop v» ¢ RV \ 9.

Sea u € L?(Q2). Demostrar que u € H*() si y sélo si existe C' > 0 tal que

‘/ ud;p dx
Q

Sea € un abierto no vacio y u € WHP(Q) con 1 < p < co. Demostrar que

< Cllellze) Y9 eD() 1<i<N.

arctg(u) € WHP(Q).
Calcular sus derivadas parciales primeras.

Sea  un abierto no vacfo y u € WHP(Q) con 1 < p < co. Probar que

u

e WhP(Q).
14 u? )
Calcular sus derivadas parciales primeras.
Denotemos ut = max(u,0) y v~ = max(—u,0). Demostrar que si u € H'(Q) entonces ut, u™ y |u
pertenecen a H'(), con
Vut = Vulgusoy v Vu™ = —Vulg,coy-

Indicacién: Usar las funciones G, definidas por G(s) = [(s> + €2)'/2 — €] 1550y

Sea  C RY un abierto acotado de clase C' y sea p > N. Supongamos que tenemos una sucesién
uy, € LP(Q) y u € LP(Q) tal que

u, = wen LP(Q), O;u, acotada en LP(Q)) para todo i =1,...,N.
Probar que, al menos para una subsucesion, u,, — u en L ().

Seal <p<ooyuc WHP(Q) tal que u es nula fuera de un compacto contenido en Q. Probar que
u e WyP(Q).

Sea Q un abierto de C! y 9Q acotada. Sean u,v € H'(Q) N L>°(£2). Probar que

Yo(uv) = yo(u)yo(v).
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Sea Q un abierto acotado, conexo y de C!, y sean b € L>®(Q), b > 0y c € L>®(9Q), ¢ > 0y no
simultdaneamente nulas. Definimos

N
L(u,v) ::/ Z aij(:c)ajuaiv+/ b(ac)qur/ c(x)uv, Vu,v € HY(Q),
Q.55 Q a0
con a;; = a;; € L*°() definida positiva, esto es, existe v > 0 tal que

N
Z aij(z)fl{j Z "}/|£‘2, VS € RN, e.c.t.x e

ij=1
Probar que £(u,u) define un producto escalar en H'(2) equivalente al ordinario.

Deducir del ejercicio anterior que las siguientes normas son equivalentes a la ordinaria en H'(£2)

(/Qa(a:)|Vu|2—|—/3Qu2>l/2, (/Q|W|2+/mc(x)u2)l/2,

cona € L*®(Q),a>y>0yce L*®(0N), ¢c> 0y no idénticamente nula.

Sea  un abierto acotado y de C' y conexo, y sea Hy := {u € H'(Q) : 3T C 9, |T| > 0,70(u) |, = 0}.
Demostrar que en H; una norma equivalente a la ordinaria es

Jul*s= [ 19ul*
Q

Sea Q un abierto acotado y de C' y conexo, y sea Hy := {u € H'(Q) : [, u = 0}. Demostrar que en Hy
una norma equivalente a la ordinaria es
2 2
Jul?s= [ 1Vl
Q

Sean Q = (—1,1) x (=1,1) C R?, a(,) la forma bilineal continua definida sobre Hg (£2) por
a(u,v) = / (01ud1v + O2udav + 100 u + uv) dx,
Q

v g la funcién definida sobre 2 por

T1x2 sixz; >0
T1,Ta) = .
g(x1,72) {xl sixzp <0.

Se pide:
a) Demostrar que a(-,-) es coerciva sobre H}((2).
b) Estudiar si g € H2(Q).

¢) Demostrar que existe una y s6lo una solucién u del problema

ue g+ Hy(Q),

a(u,v) = / rvdr Yo € HY(Q).
Q

(P)
d) Caracterizar la u solucién de (P) como solucién débil de un problema de contorno.
Sean Q = (—1,1) x (—1,1) € R?, a(-,) definida sobre H'(2) por
a(u,v) = / (O1udv + Daudav + 21V u + wv) dx,
Q

y ¢ la funcién definida en R? por

T1Ty sixzy >0
X1, = .
g(x1,72) {xl sixzg <0.

Se pide:
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(a) Demostrar que a(-,-) es coerciva sobre H*(£2).

(b) Demostrar que existe una y sélo una solucién de cada uno de los problemas

Hallar u € g + H}(Q) tal que Hallar v € H'(Q) tal que
a(u,v) = / rvdr Yo € HY(Q), a(u,v) = / gvdo(x) Yv e HY(Q),
Q o0

y caracterizar ambas como soluciones débiles de sendos problemas de contorno.
Sea Q= (1,M) x (0,1) € R?, con M > 1, y a(,-) definida sobre H!(Q) por

a(u,v):/QVu~Vvdx—i—/ﬂuazvdx—i--/Q(log|:v1\)v5‘1udx—/qudac Yu,ve HY(Q).

(a) Demostrar que 2[|uf| 2 (q) < H52u||L2(Q) para toda u € Hg ().

(b) Demostrar que para toda u € H}(Q) se satisface la igualdad

2

u
1 Oudr = — | —dx.
/Q(og|w1|)u 1udz s x

(c) Siendo g(z1,72) = /2% + a2, probar que existe una y sélo una solucién u del problema
(PV) Hallar u € g + H}(Q2) tal que
a(u,v) =0 Yo e H} Q).
Sean Q C RY un abierto acotado y conexo de clase C*, f € L?(Q) y 8 > 1 dados. Se pide:

(a) Demostrar que existe una y sélo una solucién u del problema

ue HY(Q),
P
) /QVU-Vde—!—Q/ﬂ(@lu)vdx—|—[3/qudx—|—/89uvdo(x):/vadx Yove HY(Q).

(b) Caracterizar u como solucién débil de un problema de contorno.
Sean Q = B(0,v/2) c R? y f € L*(Q) dada. Consideremos fijados o > 0y 8 > 0 tales que 3 < 2a0.
Se consideran los problemas
u € H(Q)
1
(1) a/ (O1ud1v + Daudav) dx +/ udh v dx —|—/ r3v0u dx —i—ﬁ/ uwvdr = / fovdr Yov e Hy(Q)
Q Q Q Q Q
y
ue HY(Q)
2
(2) a/ (01u01v + Oaudav) dx +/ v(x%@lu + x102u) dx + ﬂ/ wodr = / fvdzx Vo€ Hl(Q)
Q Q Q Q

Se pide:
a) Demostrar que cada uno de los dos problemas precedentes posee una y sélo una solucién que se denotaran
u1 Y ug respectivamente.

b) Caracterizar u; y us como soluciones débiles de sendos problemas de contorno.

Sean Q = B(0,1) C R? y f € L?(Q) dada. Se consideran los problemas

u e HHQ)
1 1
(1) / ((x1 + 2)01ud1v + Daudav) dx +/ v(O1u + x10qu) da + 5/ wvdr = / fovdr Yo e HY(Q)
Q Q Q Q
Yy
u € HY(Q)
(2) 1 1
(O1udhv + Dqudav)da + [ x1vdoudr+ - [ wwde = [ fvdx Yve H (Q).
Q Q 2 Ja Q

Se pide:

a) Demostrar que cada uno de los dos problemas precedentes posee una y sélo una solucién que se denotaran
u1 Y ug respectivamente.

b) Caracterizar u; y us como soluciones débiles de sendos problemas de contorno.
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Sean Q = B (0,v2) c R?y f € L?(Q) dada. Se consideran los problemas

u € HE(Q)
(1) / ((x1 + 2)O1ud1v + Oaudav) dx —I—/ v(01u + x102u) dx —|—/ uv dr = / fovdx Vv e Hy ()
Q Q Q Q
y
u€ HY(Q)
(2) /(alualv—i—@gu[“)gv) dx—i—/ mlvagudaj—f—/ wodr = / fvdx Vo€ Hl(Q)
Q Q Q Q

Se pide:

a) Demostrar que cada uno de los dos problemas precedentes posee una y sélo una solucién que se denotardn
u1 v uo respectivamente.

b) Caracterizar u; y us como soluciones débiles de sendos problemas de contorno.

Sean O = B (0,1) c R?y f € L*(Q) dada. Se consideran los problemas

u € HE(Q)
1) / ((x2+2)281u81v+82u8211) dw+/ valudx:/falvdx VveH&(Q)
Q Q Q
Yy
u € HY(Q)
(2) /(81u81v+82u82v) dw+/v81udx+1/ uvdx:/fvdx VveHl(Q)
Q Q 2 Ja Q
Se pide:

a) Demostrar que cada uno de los dos problemas precedentes posee una y sélo una solucién que se denotaran
U1 Y Uz respectivamente.

b) Caracterizar u; y us como soluciones débiles de sendos problemas de contorno.

Sean 2 = B(0,1) la bola abierta unidad para la norma euclidiana de R®, I'y = QN R3, y g € L*(99Q)
dados. Denotemos I'_ = 0Q\ T4,y V ={v e H'(Q): y L= 0}. Se pide:

r
(a) Demostrar que existe una y sélo una solucién u del problema

u eV,

(P) /Vu~Vvdx+/(x~Vu)vdx+/uvdx:/ gudo(x) YveV.
Q Q Q r_

(b) Caracterizar u como solucién débil de un problema de contorno.

Sean  C R un abierto acotado de clase C1, f(x) € L*(Q) y g € L?*(992) dados. Se pide:

(a) Usando la desigualdad de Poincaré en H'(Q), demostrar que si se denota por V al conjunto
V={uec H(Q): /udx:O},
Q

entonces V es un subespacio vectorial cerrado de H'(2), cuyo ortogonal en dicho espacio es el conjunto
formado por las funciones constantes.

(b) Si f y g satisfacen la relacién de compatibilidad

/Qfdm—l—/mgdo(x)zo,

—Au=f enf,
Ozu =g sobre 0L,

posee infinitas soluciones, siendo la diferencia de dos cualesquiera de ellas una constante.

entonces el problema de Neumann

Sea Q = (—1,1) x R? C R3. Dado 3 € R, se considera la forma bilineal continua sobre H'(Q) definida
por

a(um):(1—1—2\/5)/Vu-Vvdx—i—/(x1+3)1/2u81vdx+ﬂ/uvdac Yu,ve HY(Q).
Q ) Q

Se pide:
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(a) Demostrar que [[u|p2(q) < [[01ul|f2(q) para toda u € HYQ).
(b) Demostrar que si 3 > (14 2v/2)7!, la forma bilineal es coerciva en H'(Q).

(¢) Comprobar que si 8 > —1/2, entonces se puede garantizar la existencia y unicidad de solucién u al
problema
Hallar u € H(Q) tal que

(PV) a(u,v) = / fode Yove Hy ().
Q

Sea © ¢ RN un abierto acotado, conexo y de clase C''. Supongamos que 02 =I'; UTy con IT2| > 0y sea
g € L*(09). Se considera el siguiente problema

—Au=0 en €,
(P) Onu+ 3u = g(z) sobre I'y,
u=~0 sobre I's.

(a) Definir solucién débil para el problema (P).

(b) Probar que existe una tnica solucién de (P).

Sean Q = B(0,v/3) C R?, f € L?(2) y B € R. Se considera el siguiente problema

(P) { —Au+ 101U+ 2300u+ Bu=f en Q,

Oru=20 sobre 0.
(a) Definir solucién débil para el problema (P).

(b) Probar que si 5 > 3 entonces existe una tnica solucién de (P).

Sean Q = B(0,R) C RY, f € L?>(Q) y B € R. Se considera el siguiente problema

(P) {—Au—i—(;v-Vu)—i—b’u:f en €,

u=0 sobre Of.
(a) Definir solucién débil para el problema (P).

(b) Probar que si 3 > R?/4 entonces existe una tnica solucién de (P).

Sean Q2 C R un abierto de clase C' contenido en la bola de centro el origen y radio 2 para la norma
euclidiana. Sean f € L?() y ¢ € L>(Q) tal que ¢(x) > 5/2 c.p.d. en Q.

Consideremos el problema

—Au+z-Vu+cu=f enQ,
u=0 sobre Iy, (1)
Oru=0 sobre 09\ T,

donde T’y es un subconjunto de 9) de medida superficial no nula.
Se pide:
(a) Definir el concepto de solucién débil de (1).

(b) Teniendo en cuenta que 2ab < a?/2 + 2b? para todo par a,b € R, demostrar que (1) posee una y sélo
una solucién débil u.

(c) Obtener una estimacién de la norma de u en H*(£2) en funcién de la norma de f en L?().
Sean Q = B(0,v2) c RN, f € L?(Q) y 0 < 8 < v/2 dados. Se pide:
(a) Demostrar que existe una y sélo una solucién u del problema

u € HY (),

) . 1
/QVu-Vvdm+5/§2x1(81u)vdm—&—/qud:v—i—/(muvda(:v)—/vadm Vve H (Q).

(b) Caracterizar u como solucién débil de un problema de contorno.
(c) Probar que u € H%(Q).



67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

Sea 2 C B(0, R) € RY un abierto conexo, de clase C1', R >0y con 9Q =T UTy, |T1| >0, f € L2(Q) y
B € R dados. Se pide:

a) Definir el concepto de solucién débil del siguiente problema

—Au+ 2301u+ fu=f en Q,
(P) S u=0 sobre Ty,
Ozu~+3u=0 sobre I's.

b)Demostrar que existe una y sélo una solucién u de (P) si 8 > R*/4.

Sea ) un abierto acotado, conexo y clase C!. Sean u € HY(Q) y f € L*(Q) tales que

Vu~V<p+/u<p: fo, VYo HY ).
Q Q Q

Probar que
min {infu, inff} < u(z) < max {sup u, sup f} .
oN Q 0 Q

Sea 2 un abierto acotado, conexo y clase Ct. Si u € H}(Q) es solucién débil de

—Au=0 en(,
u=~0 sobre 0f2.

entonces u = 0.

Sea 2 un abierto acotado, conexo y clase C'! y supongamos que u € H'(Q) satisface

—Au+u <0 enf,
Ozu <0 sobre 0f2.

Probar que u < 0 en .

Sea Q € RY es un abierto acotado, conexo de clase C! y ¢ € L=(Q), b€ L>®(0Q),c>0en Qy b >0
sobre 9€) y no simultdneamente nulas. Sea v € H*(f2) tal que

—Au+c(z)u >0 enQ,
Opu+b(x)u >0  sobre 0.

Probar que u > 0 c.p.d. en Q.
Sea ) un abierto acotado, conexo y clase C'. Probar que, si existe, es tinica la solucién débil del problema

—Au = Au en
u=g sobre 012,

si A # \;, para todo 4, siendo \; autovalor del Laplaciano.

Sean  C R un abierto acotado y conexo de clase C*, y sea u € HE () solucién débil de

—Au=Au en Q,
u=20 sobre 0f2.

Probar que si A # A1, no existe solucién positiva del problema anterior, siendo A; el primer autovalor del
laplaciano con condiciones de contorno Dirichlet.

Sean 2 C RY un abierto acotado de clase C' y denotemos por A, y e, los autovalores y autofunciones
del operador —A para el problema de Dirichlet. Probar:
(a) Sie; es autofuncién asociada a Aj, también lo es |eq].

(b) Sie, es una autofuncién y no cambia de signo, entonces e,, es autofuncién correspondiente al autovalor
A1

Sea w # 0, w € HJ () tal que R(w) = \;. Entonces, w es una autofuncién asociada a A;.
Si w es una autofuncién asociada a A1, w no cambia de signo.
A1 es simple.

La autofuncién asociada a A1, wy, puede ser elegida positiva. Es més, wq(x) > 0 para x € Q.



75. Sean 2 C RY un abierto acotado de clase C!, y c(x) € L*°(£) dados. Se pide:

(a) Demostrar que existe una sucesién no decreciente de ntimeros reales —||c| L) < A1 < Ag < ... <
Ap < oy con lim A\, = 400, y existe una base de Hilbert {e,},>1 de L?(2) tal que para cada

n—-+oo
n > 1 la funcién e, es solucién débil del problema

—Ae, +c(x)e, = Ape,  en
Oren =0 sobre 0f2.

(b) Demostrar que si ¢ € C*(Q), entonces e, € C(Q) para cada n > 1.
)

(c) Suponiendo ahora que c¢(z) > cg > 0 c.p.d. en Q, y f € L*(), demostrar que la solucién débil del

problema
—Au+c(z)u=f enQ,
Ozu =10 sobre 012,

viene dada por

— 1
Zr f76n L2(0)6n>

n=1

siendo la serie convergente en H' ().

76. Sean Q2 C R un abierto acotado de clase C*, y ¢(z) € L*°(Q) dados. Demostrar que existe una sucesién

creciente de ntimeros reales —||c[z=@) < A1 < A2 < ... < Ay <., con lirf A, = +00, y existe una
n—-+00

base ortonormal {e, },>1 de L?*(Q) tal que para cada n > 1 la funcién e, es solucién débil del problema

—Ae, + c(x)e, = Ape, en Q,
e, =0 sobre 0f2.

77. Sean 2 C RY un abierto acotado y conexo de clase C1, Ty C 9Q tal que o(Tg) > 0, y c(x) € L>=(Q)
dados. Se pide:

(a) Demostrar que existe una sucesion creciente de niimeros reales —|[c[[fc () < A1 <A < .. <A, <

con lirf An = +00, y existe una base ortonormal {e,},>; de L?(2) tal que para cada n > 1 la
n—-+4oo -

funcién e,, es soluciéon débil del problema

—Aep, + c(x)e, = Ape,  en
en =0 sobre T'g,
Oren =0 sobre 90\ T'g.

(b) Demostrar que si ¢ € C*(1), entonces e,, € C*°() para cada n > 1.
)

(c) Suponiendo ahora que c¢(z) > 0 c.p.d. en Q, y f € L), demostrar que la solucién débil del

problema
—Au+c(z)u=f enQ,
u =0 sobre T'g,
Oru=0 sobre 092\ T',

viene dada por
=1
Z )\7 f7 €n LZ(Q)e’ru
n=1

siendo la serie convergente en H}(€2).

78. Sean 2 C RY un abierto acotado y conexo de clase Ct, c(x) € L>®(Q), y o € L=(Q) tal que a £ 0 y
a(x) > 0 c.p.d. en 2. Se pide:

(a) Demostrar que existe una sucesion creciente de niimeros reales —|[c[[fc () < A1 <Ay < .o <A, <

con hm An = +00, y existe una base ortonormal {e,},>1 de L?(2) tal que para cada n > 1 la
71/—>‘ oo =

funcién e,, es soluciéon débil del problema

—Aep, + c(x)e, = Ane,  en €,
ae, + 0zen, =0 sobre 0f2.



79.

80.

81.

(b) Suponiendo que f € L?(Q2), demostrar que la solucién débil del problema

—Au+c(z)u=f enQ,
au+ Ozu =10 sobre 92

viene dada por

— 1
Zr fven L2(0)n>

siendo la serie convergente en H' ().
Sean 2 C RY un abierto, acotado, conexo, de clase C!, f(z) € L?(f2) dados y consideremos el problema

de Neumann
—Au=f en(),
Ozu =0 sobre 0f2.

Probar que una condicién necesaria y suficiente para que exista solucién es

/Qfdx:().

Ademas, en caso de existencia de solucién, el problema posee infinitas soluciones, siendo la diferencia de
dos cualesquiera de ellas una constante.

Definamos S : L?(Q) — L?(Q), f — u = S(f) siendo u la tnica solucién de

—Au+u=f enf
Oru =10 sobre 0f2.

Supongamos conocido que S esta bien definida, es lineal, compacta y autoadjunta.

Probar que si 1 no es autovalor de

—Au=Au en (),
Ozu =10 sobre 012,

entonces para f € L%() el problema

—Au—u=f enf
Ozu =0 sobre 0f),

tiene una tnica solucién en H!(f2). Probar ademas que u € H3(Q).

Sea 2 C RY un abierto acotado no vacfo, con 9Q = 'y UT', |Ty| # 0 y consideremos el problema

—Au=Xu+f enQ,
u=0 sobre Iy, (2
Oru=0 sobre I'y,

~—

siendo A € Ry f € L?(Q). Denotemos por Aj, j € N, los autovalores del problema siguiente

—Au=Au en ),
u=0 sobre Ty,
Ozu =0 sobre I';.

Probar:
(a) Si A # \; para toda j € N, entonces para cada f € L?(f2) el problema (2) posee una y sélo una

solucién débil.

(b) Si A = A, para algtin j € N, entonces, dada f € L*(2), el problema (2) posee soluciones débiles si
y s6lo si f es ortogonal en L?(12) el espacio de todas las autofunciones asociadas al autovalor \;, es
decir,

/ fv =0 para toda autofuncién v asociada a A;,

y en tal caso el conjunto de todas las soluciones de (2) estd formado por la suma de una solucién
particular mds el subespacio de autofunciones asociado a A;.



82. Sea € un abierto, acotado, conexo, de clase C' y f € L?(Q2). Consideremos el problema

—Au—3u=f en,
Osu+u=20 sobre 0f2.

Supongamos que 3 es un autovalor de

—Au=Mu en{,
Osu+u =0 sobre 0.

Dar una condicién suficiente para que exista solucién de (3). ;Es tnica?



