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Capitulo 1

ELEMENTOS DE ANALISIS
FUNCIONAL

“La distancia mds corta entre personas es una sonrisa”
E. Zeidler

1.1. Recordatorio de Analisis Funcional

En esta seccién recordamos algunos resultados que se usaran a menudo a lo largo del curso,
la mayoria de los cuales corresponden a la asignatura Analisis Funcional.
A lo largo del curso, los espacios vectoriales se consideraran siempre construidos sobre el

cuerpo de los nameros reales R.

Definicién 1.1.1 Sea X un espacio vectorial, una norma en X es una aplicacion ||-|| : X — R

que verifica:
1. ||lz|| =0 si y sdlo si x =0,
2. |A\x|| = |||z, VA e R,Vx € X,
3 Mlz +yll < llzll +lyll, Va,y € X.

Un espacio dotado de una norma, se llama espacio normado (en adelante e.n.). Los espacios
normados (en adelante también e.n.) son espacios métricos con la distancia

d(l’,y) = ||ZL‘ - va vay € X.

Si el espacio resultante es completo (i.e. si toda sucesion de A. Cauchy es convergente) se dice

que es un espacio de S. Banach.

Proposiciéon 1.1.2 Un subespacio de un espacio de Banach sigue siendo de Banach con la
norma inducida st y solo si es cerrado.

Proposicion 1.1.3 Dado un e.n. X, la aplicacion norma || - || : X — R es continua, de hecho
verifica
ezl = lylll < [lz —yll, Vz,yeX.

También son continuas las aplicaciones (z,y) € X x X »z+y € X,(\,z) e Rx X = \x € X.
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Observacion 1.1.4 A veces en un mismo espacio X podemos tener definidas dos normas || - ||a,
| - |l distintas. En general es falso que la aplicacion || - ||p sea continua considerando el espacio
X con la topologia definida a partir de || - ||q-

Definicion 1.1.5 Dos normas definidas en un mismo espacio X, se dicen normas equivalentes
st generan la misma topologia.

Proposicion 1.1.6 Dos normas || - ||a, || - [ son equivalentes si y sdlo si existen C1,Cy > 0 tales
que
Cillzlla < flzlly < Callzlla; Vo € X.

Ejemplo 1.1.7 5i X, Y son dos e.n., el espacio producto X X Y, es un e.n. con cualquiera de
las normas equivalentes

(@, 9)lloo = méx{[zx, lyly}, VzeX, Vyey,
@yl = llzlx +llyly, VzeX,VyeY,
@)z = (2% + 113) %, veeX, vyeY.

@)l = (2% + I9I2) 7, p € (1,+00), Vae X,VyeY.

Definiciéon 1.1.8 Sea X un espacio vectorial, una aplicacion (-]-) : X x X — R, se dice que es
un producto escalar si es bilineal, simétrica y definida positiva, es decir

1. Az + pylz) = Mzl|z) + plylz) VA peR, Vz,yz€X,
2. (zly) = (ylz), Vz,yeX,
3. (z|z) >0, VreX)\{0}.

Dado un producto escalar en X, se puede definir una norma sobre X (llamada norma inducida
por el producto escalar) mediante

||l = \/W, Ve X.

Un e.n. en el que la norma se define a través de un producto escalar, se llama prehilbertiano. En
los espacios prehilbertianos se verifica la desigualdad de A. Cauchy-H. Schwarz

[(ly)] < ll=llyll, Va,yeX.
Si el espacio es completo, se dice que es un espacio de D. Hilbert.

Se recuerda

Definicion 1.1.9 Dado X un espacio vectorial, se dice que C' C X es convero si para todo
x,y € C se tiene que el segmento

[z,y] = {de+ (1 =Ny /X e[0,1]}
estd contenido en C.

En los espacios de Hilbert se tiene el siguiente resultado fundamental:
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Teorema 1.1.10 (Teorema de la proyeccion) Sea H un espacio de Hilbert, K un conjunto con-
vezo cerrado no vacio y x € H, entonces existe un unico elemento & € K (llamado la proyeccion
de x sobre K ) tal que

|z — &|| = inf{||z — k|| / k € K}.

Ademds & estd caracterizado por

(1.1) zeK y (z—2lk—2)<0, VkeK.

1.2. Ejemplos de espacios normados.

1.2.1. El espacio RY
El espacio vectorial RY, formado por las N-tuplas z = (z1,- -+ ,zn) de numeros reales, es un
espacio de Hilbert con el producto escalar usual:

N

(zy) = inyi,vﬂf,y e RV,
i=1

La norma correspondiente es la norma euclidea. También se pueden definir otras normas como
por ejemplo

2]loo = max{|z1],-- -, |zn|}, Vo € RY,

|zl = SN |2, V& € RY,

2], = (SN, |2:|P)YP, p € (1,+00), Vo € RV.

En RY y en general en todo espacio de dimension finita, todas las normas son equivalentes.

1.2.2. Los espacios /?

Sobre el espacio vectorial de las sucesiones de niimeros reales y para 1 < p < 400, se define
fP por

P = {ac ={zn}nen/zn €R, Vn € N, Z |zn|P < —|—oo}.

n=1

Los espacios P son espacios de Banach dotados de la norma

1
def. [~ )" .
Izl = Nl =" | D lzal” |, Vo= {za} € .

n=1

Para p = 2, el espacio £ es un espacio de Hilbert con el producto escalar

($‘y) = anym Vo= {l'n}, Y= {yn} € 2.

n=1

Se define ¢*° por
0 ={z ={an}nen /20 €R, VR €N, {z,} esta acotada}.

El espacio £*° es un espacio de Banach dotado de la norma

def.
[2lloo = [[zlleee "="sup |zn], V&= {2} € L.
neN
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El espacio ¢y se define como el subespacio cerrado de £*° definido por las sucesiones que
convergen a cero y por tanto es también un espacio de Banach.

En los espacios ¢P se verifica la desigualdad de O. Holder: Sean p, p’ € [1, +00] dos exponentes
conjugados, i.e. tales que

1.2 -4+ —-=1
(1.2) p

(con el convenio que p = 1 = p/ = +oo y p = +o0 = p/ = 1). Si {z,} € 7, {yn} € &
entonces {z,y,} € ¢! y se tiene

{znyn e < IH{zn} lpl{yn Hlp-

Cuando 1 < p,p’ < 400, la desigualdad anterior se escribe

0o 0o 1/p 00 1/p
S lanl < (St ) (Sot)
n=1 n=1 n=1

Sip=1, p = +oo se tiene

(0.9} oo
Z [Znyn| < (sup [ynl) E |l
n—1 neN n—1

Entre los espacios P, se tiene la siguiente relacion de inclusion
Proposicién 1.2.1 Para 1 <p < q < +00 se tiene P C 49 y ademds:
(1.3) lally < llally. Va .

Demostracion: Primero observamos que para todo n € N, se tiene

o) 1/p
(1.4) |@n| = (|2 [P)"P < (Z vam!p> = [zl
m=1

En el caso ¢ = +oo la desigualdad anterior implica
1#][oc = sup [2n| < ||z|p,
neN

lo que prueba (1.3) para el caso ¢ = +o0.
Supongamos ahora p < ¢ < +00. Si z = 0 el resultado es evidente, en otro caso la desigualdad
(1.4) prueba que
|Zn|

Il <1, VneN
]l

q p
(i) < () vaen
EVARANE

Sumando la desigualdad anterior para todo n € N, se deduce entonces (1.3). O

y por tanto
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1.2.3. Los espacios LP({)

Sea © € RY un conjunto medible en el sentido de H. Lebesgue. Para una funcion f, integrable
en el sentido de Lebesgue, se denota la integral de f por alguna de las siguientes expresiones:

| 1= sia= [ sy

y la medida de Lebesgue de un conjunto medible €2 la denotaremos por [€|. Para 1 < p < +o0,
se define

Lp(Q):{f:Q—HR medible / /|f]p <—|—oo}.
Q

Las funciones de LP(2) se entienden definidas salvo conjuntos de medida nula, es decir, dos
funciones que son iguales salvo en un conjunto de medida nula son consideradas como la misma
funcion, luego en realidad no son funciones sino clases de funciones. Los espacios LP()) son
espacios de Banach con las normas

1/p
T ( / |f|p) Vfe Q).

Para p = 2, el espacio L?(f2) es un espacio de Hilbert con el producto escalar

(o) = [ fa. V1. g€ 12(@).
Se define L>°(€2) como el espacio formado por las funciones f : Q — R medibles tales que
supesg| f| < +o0,
donde “supes” es el supremo esencial de |f| en €2, el cual esta definido por
supesq| f| = inf{sup{|f(z)|/x € @\ N} /N C Q medible, de medida nula}.

Obsérvese que este valor no depende del representante de la funcion f escogido. El espacio L>(2)
es un espacio de Banach con la norma

def.
[ flloc = | fllee "=" supesq] f].

En LP(Q) se verifica la desigualdad de Holder: Sean f € LP(Q2), g € Lp'(Q), conl<p,p < +oo,
verificando (1.2), entonces fg pertenece a L'(Q) y se verifica

Ifglle < 1 Fllpllgllp

lo que en el caso 1 < p,p’ < +00, se escribe

L <([ !f\”)l/p (f \g\p’)w,

mientras que en el caso p = 1, p’ = +o0 se tiene

/Q ol < (supesalg]) /Q I

Cuando 2 es de medida finita, en los espacios LP(£2), se tiene la siguiente relacion de inclusion
(obsérvese que las relaciones van al contrario que en el caso 7).
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Proposicion 1.2.2 Supongamos |Q] < +o00, si 1 < g < p < oo entonces LP(Q) C L1(Q) y se
tiene

(1.5) 1fllg < 1QA®=2P £, Vf € LP(Q).

Demostracion: Supongamos primero p < 4+00. En este caso, basta usar la desigualdad de Holder
con los valores p/q, p/(p — q) (que son mayores que 1) de la siguiente forma

qa/p (p—a)/p
1= [uren < (fae) ™ (Lo )" < isigaro-oe,
Q Q Q

lo que extrayendo raiz g-ésima prueba (1.5).
Cuando p = +00, se tiene andlogamente

17¢ = /Q 7 < /Q (supes | f)? = 2] £]|%.

con lo que de nuevo se obtiene el resultado extrayendo raiz ¢-ésima. O

1.2.4. Los espacios C*([a, b))

Sea a,b € R,a < b e I =a,b], para k € Z, k > 0 se define el espacio C*(I) como el espacio
formado por las restricciones a I de las funciones de clase k en R (i.e. tales que son derivables
hasta el orden k con derivadas continuas, y en el caso & = 0 son simplemente las funciones
continuas en I). El espacio C*(I) es un espacio de Banach con la norma

k
Ifllex = 2 max | (1))

1.3. Aplicaciones lineales y continuas. Espacio dual.

Proposicion 1.3.1 Sean X, Y dos e.n., una aplicacion lineal A : X — 'Y es continua si y solo
si existe C' > 0 tal que
|Azlly < Cllzllx, Va e X.

Ejemplo 1.3.2 Por la Proposicion 1.2.1, para 1 < p < q < 400, podemos considerar la aplica-
cion (inyeccion) i : (P — 09 por i(x) = x, para todo x € (P. Claramente esta aplicacion es lineal
y por la desigualdad (1.3) se tiene

i(2)llg = llzllg < llz{lp-

Por tanto i es continua. En particular esto significa que si una sucesion converge en P, también
converge en £1. Andlogamente, por la Proposicion 1.2.2, si |Q] < 400, entonces para 1 < ¢ < p <
+00o la aplicacion i : LP(Q2) — L9(Q) definida por i(u) = u, para toda uw € LP(Q) es continua.

Definicion 1.3.3 El espacio vectorial formado por las aplicaciones lineales y continuas de X en
Y se denota por L(X,Y) y es un e.n. con la norma

[Allz(x,y) = f{C =0/ [|Azlly < Cfzlx, VzeX}=

A
= sup |Ax]ly = sup ||Az|y = sup ||Az|y, VA€ L(X,Y).
20 zllx 2121 <1
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Obsérvese que se verifica
[Azlly < [[Allzxxllzllx, VzeX.

Se tiene

Proposicion 1.3.4 SiY es un espacio de Banach, entonces L(X,Y) es un espacio de Banach.

Definiciéon 1.3.5 Dado un e.n. X, se denomina espacio dual de X y se denota por X' al espacio
L(X,R).

Notese que, por la Proposicion 1.3.4, X' siempre es un Banach (aunque X no lo sea). Si
2’ € X'y x € X se suele denotar

(@, z) = 2'(x)

y se denomina producto de dualidad de 2’ con z.
Cuando sea importante especificar los espacios, usaremos la notacion (2, z) x/ x.
)

1.4. Identificaciéon de algunos espacios duales

1.4.1. Espacios de Hilbert

En los espacios de Hilbert X se verifica el Teorema de F. Riesz que permite identificar X con
X'. Concretamente, se tiene que la aplicacion R : X — X’ definida por

(Rr,y) = (zly), Va,yeX,
es un isomorfismo isdémetrico entre X y X', es decir es lineal, biyectiva y verifica
Rzl x = |lzllx, VzeX,

en particular, tanto R como R~! son continuas. Este resultado permite identificar X con X’.

1.4.2. Espacios ?

Sil < p < 400, el dual del espacio 7 se identifica con ¢ mediante la aplicacion (es un
isomorfismo isométrico) R : ¢ — (£P)' definida por

(1.6) (Rz,y) = anyn, Vo= {z,} €, Vy={yn} .
n=1

En el caso p = +o0, la aplicacion anterior es lineal e isométrica (por tanto inyectiva) pero no
sobreyectiva. Si en cambio definimos R : £! — (cp)’ de forma analoga, i.e.

(Rr,y) = anyn, Vo ={za} €', Vy={ya} € (o),

n=1

entonces s resulta un isomorfismo isométrico, i.e. ¢! se identifica con (cp)’.
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1.4.3. Espacios LP({2)

Sil<p< +ooyQ CRY es medible entonces el dual del espacio LP(Q) se identifica con
L' (€2) mediante la aplicacion (es un isomorfismo isométrico) R : L (Q) — (LP(2))’ definida por

(Rf,g) = /Qfgdx, VfeLV(Q), Vge LP(Q).

Sip = 400, la aplicacion anterior es lineal e isométrica (por tanto inyectiva) pero no sobreyectiva.
El espacio L'(Q) no se identifica con el dual de ningtin espacio.

1.5. Algunos teoremas importantes.

Recordamos algunos resultados fundamentales referentes a la teoria de aplicaciones lineales

y continuas entre e.n..

Teorema 1.5.1 (H. Hahn-S. Banach) Sean X un e.n., M un subespacio vectorial de X y f €
M', entonces existe f € X' tal que

(1.7) f(z) = f(z), VeeM

(1.8) 1F11xr = 111l as-

Observacion 1.5.2 Sean X e.n., M subespacio vectorial de X, f € M’, f € X' tales que se
verifica (1.7), entonces se tiene

Ifllxr = sup |f(x)] = sup [f(x)l= sup [f(z)l =]/l

zeX rzeM rzeM
llzllx=1 llzllx=1 llzllx=L1

luego el Teorema de Hahn-Banach, ademds de decirnos que toda aplicacion lineal y continua de
M en R, se puede prolongar a una aplicacion lineal y continua de X en R, nos dice que esta
prolongacion la podemos tomar de forma que tenga la menor norma posible.

Definicién 1.5.3 Sean X un e.n., M un subespacio de X y N un subespacio de X', se define
el complemento ortogonal de M por

Mt ={z'eX') (a',2) =0, Yz e M}
y el complemento ortogonal de N por
IN={zeX/ (a/,2) =0, V2’ € N}.

Los conjuntos M+ y +N son subespacios cerrados de X’ y X respectivamente. El Teorema de
Hahn-Banach tiene las siguientes consecuencias importantes

Corolario 1.5.4 Sea X un e.n.

1. Para todo x € X existe ' € X' tal que ||2'||x: =1 y 2 estd alineado con z, i.e.

(1.9) (@', 2) = [|2"|| x| =]l x -
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2. Esto implica

/ (2’ z)
(1.10) |z]|lx = méx (2',2) =mix ——-, VreX.
el =1 @70 |||

3. Si M es un subespacio de X, y x € X \ M, entonces existe ' € M+ tal que (', x) # 0.
4. Como consecuencia se deduce

(1.11) M =1 (M%), para todo subespacio vectorial M C X.

5. En particular, un subespacio M C X es denso si y solo si M+ = {0}.

Teorema 1.5.5 (Teorema de separacion estricta de convexos) Sean C y K dos conjuntos con-
vexos cerrados no vacios de un e.n. X y, por ejemplo, K es compacto. Si C N K = () entonces

(1.12) 32’ € X’ tal que sup(x’,x) < inf (2, )
xeC ek

Corolario 1.5.6 Sean C un conjunto convezo cerrado no vacio de un e.n. X y xg ¢ C entonces

(1.13) Jz' € X' tal que sup(a’,x) < (', z0)
zeC

Teorema 1.5.7 (Teorema de la aplicacion abierta de Banach) Sean X,Y dos espacios de Banach
y A€ L(X,Y), sobreyectiva. Entonces A transforma subconjuntos abiertos de X en subconjuntos
abiertos de Y.

Teorema 1.5.8 (Teorema del inverso a la derecha de Banach) Bajo las mismas hipdtesis que
el Teorema 1.5.7 anterior, existe C > 0 tal que para todo y € Y, existe x € X con Ax = y,
lzllx < Cllylly-

Teorema 1.5.9 (Teorema del inverso de Banach) Bajo las mismas hipdtesis que el Teorema

anterior si ademds A es inyectiva (y por tanto biyectiva), la inversa de A es lineal y continua.

Teorema 1.5.10 (Teorema de S. Banach-H. Steinhaus) Sean X un espacio de Banach, Y un
e.n. y {A;} una familia de aplicaciones lineales y continuas de X en'Y tales que para todo x € X,
sup;er ||Aix||y es finito. Entonces

sup || Aill£(x,y) < +00.
i€l

1.6. Espacios reflexivos

Terminado el repaso de Analisis Funcional, comenzamos ahora con la materia propia del curso
introduciendo los espacios reflexivos.
Dado un e.n. X usaremos la notacion X” = (X')', X" = (X")', etc.

Definicién 1.6.1 Dado X e.n., se define J : X — X" por
(1.14) <J($),x/>XH,X/ = (x',x>X/7X, Ve X, V' e XI,

y se le llama inyeccion candnica de X en X”.
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Proposicion 1.6.2 La aplicacion J estd bien definida, es lineal e isométrica. Por tanto permite
identificar X con el subespacio J(X) de X"

Demostracion: Para ver que esta bien definida hay que probar que dado = € X, J(x) pertenece
a X", o lo que es lo mismo, que la aplicacion

reX — (2 x)x x
es lineal y continua. La linealidad se prueba facilmente, respecto a la continuidad basta usar
(2", 2)x x| < |zl x]le/lx, V2’ € X,

como J(z) es lineal (y por tanto, si no hay confusiéon, pondremos Jz), esta desigualdad prueba
que Jx es continua y ||Jz| x» < ||z| x. Para ver que de hecho esta desigualdad es una igualdad,
usando el Corolario 1.5.4 consideremos ahora ¥’ € X' tal que ||#'||x» = 1 y &’ alineado con z. Se

tiene
/ 1 y
[Jzllxr = sup (Jo,a')xnx = (J, &) xn x = (&', ) x/ x = ||lz]lx.
2]l xr=1
Para terminar la demostracién basta probar que J es lineal lo cual se prueba facilmente. O

Definiciéon 1.6.3 Un e.n. X se dice reflexivo, si la aplicacion J, definida por (1.14), es sobre-
yectiva.

Observacion 1.6.4 FEs claro a partir de la definicion anterior que todo espacio reflexivo se
identifica con su bidual, sin embargo esta condicion no basta para que el espacio sea reflexivo.
Puede ocurrir que haya una identificacion de X con X" distinta de J y que J no sea sobreyectiva.

Como el bidual siempre es un espacio de Banach se deduce en particular que todo espacio
reflexivo es Banach.

1.7. Ejemplos de espacios reflexivos

1.7.1. Espacios de Hilbert

Vamos a probar que si X es Hilbert entonces es reflexivo. Para ello hay que probar que
la aplicacion J definida por (1.14) es sobreyectiva. Sea entonces zj € X" y consideremos la
aplicacion de Riesz R : X — X' definida por

(Rz,y) = (z]y), Va,yelX,

la cual sabemos que es un isomorfismo isométrico. En particular, la composicion z(j o R es lineal
y continua y por tanto un elemento de X', luego existe zg € X tal que Rzp = z{ o R. Vamos a
probar que Jzg = z{; para ello consideramos ' € X’ y z € X tal que Rz = . Se tiene

(Jzo, 2" ) xn xr = (@', 20)x' x = (Rx,20) x7 x =

= (x|zo) = (Rxo, z)x+ x = (xn, Rr)xn xr = (xp, 2" x0 x7.

Como la igualdad anterior es cierta para todo 2’ € X', se deduce Jzg = z).
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1.7.2. Espacios ?

Se cumple que los espacios ¥ con 1 < p < +00 son reflexivos. Para probarlo, sea X = ¢
con 1 < p < 400 y definamos J por (1.14). Como antes hay que ver que J es sobreyectiva.
La demostracion es muy similar a la anterior, sea z” € ()" y consideremos la aplicaciones

Ry : P — (7Y, Ry : ¢7" — (¢7) definidas por

<Rp$ay>(gp’)/7ep’ = anyna V= {mn} €L, Vy= {yn} € Zp/

n=1

(Ryy, @)y = Y T, Y ={zn} €7, Vy = {yn} € ¥,

n=1
las cuales sabemos que son isomorfismos isométricos. Sabemos que la composicion z” o R, es
una aplicacion lineal y continua de ¢ en R y por tanto un elemento de (Kp/)’ , luego existe
z={x,} € (P tal que Ryz =2" o Ry. Dado 3/ € ({P) ey € 2" tal que R,y =1y se tiene

(Jz, ') (oyr (ovy = ' T) (o 0y = (RprY, T) o0y (07
= Zfﬂnyn = (B, y) o'y ' = (@, Ryy)x xr = @,y ) oy vy -
n=1
Como esta igualdad es cierta para todo 3y’ € (¢7) se deduce Jz = z”.

1.7.3. Espacios L?(f)

Analogamente al resultado anterior, se tiene que los espacios LP(2) con © C RY medible,

1 < p < +00 son reflexivos. La demostracion es practicamente idéntica a la anterior.

1.7.4. Propiedades de los espacios reflexivos
Veamos a continuacion algunas propiedades de los espacios reflexivos

Proposicion 1.7.1 Sea X un espacio de Banach, entonces X es reflexivo si y solo si X' es

reflexivo.

Demostracion: Supongamos primero X reflexivo, para probar que X’ es reflexivo hay que probar
que la aplicacion Jx € L(X', X"") definida por

<JX/.T/,$”>X/”’X" — <x’/7 :1?/>X//7X/7 vx/ c XI7
n

es sobreyectiva. Sea entonces =’ € X" y denotemos Jx a la aplicacién J definida por (1.14).

Como Jx pertenece a L£(X,X"), la composicion z(,’ o Jx es lineal y continua de X a R y por

tanto un elemento de X’. Tomemos pues x(, = z(, o Jx y vamos a probar que Jx/zj = z(/, lo

que como x( es arbitrario, probarad que Jx es sobreyectiva. Para 2”7 € X" y x € X tal que

Jxx = 2", el cual siempre existe ya que Jx es sobreyectiva por hipotesis, se tiene

(Ixrxh, ") xm xn = (2", 20) xr xr = (Ixx, 20) x7 X7 =

= <x6,x>X/7X = <x3/, JXx>X’”,X" = <336”,33H>X”’,X”-

Como la igualdad anterior es cierta para todo 2’ € X', se tiene entonces la igualdad Jx/aj, = z(.
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Supongamos ahora que X' es reflexivo y definamos Jy, Jxs como anteriormente, para probar
que X es reflexivo tenemos que ver que Jx es sobreyectiva o lo que es lo mismo Jx(X) = X”.
Ahora bien como Jx es un isomorfismo isométrico de X sobre Jx(X) y X es un espacio de
Banach se tiene que Jx (X) es un espacio de Banach, lo que por la Proposicion 1.1.2 significa que
Jx(X) es cerrado. Por tanto, por el Corolario 1.5.4, Jx(X) = X" si y solo si Jx(X)*+ = {0}.

Para probar esta tltima igualdad, consideremos z{’ € Jx (X), lo que significa

<£Cg/, JX1'>X”’,X” =0, xe€lX.

Como X' es reflexivo, existe z(, € X' tal que Jx/xz = z{ y por tanto la igualdad anterior

nos da
0 = (Jxzp, Jxx)xm xr = (Jxx, x0) x7 x = (T4, T) x7 X

para todo € X y por tanto z{, = 0, con lo que al ser Jx lineal se deduce z{;’ = 0 y por tanto

Jx (X)J‘ = {0}. O
Proposicion 1.7.2 Todo subespacio cerrado de un espacio reflexivo es reflexivo.

Demostracion: Sea X reflexivo y M C X un subespacio cerrado, queremos probar que la aplica-
cion Jyy : M — M" definida por

!/ /
(Jnm, m) ape e = (m'sm) v i
es sobreyectiva. Consideremos entonces m{ € M" y definamos zj € X" por
<.T6/, :ZJ/>X//,X/ = <m6’,x1M>Mu,M/, Vo' e X'

Como X es reflexivo, existe zg € X tal que Jxxo = z(j, donde Jx es la aplicacion J definida por
(1.14). Se tiene entonces

(1.15) <1‘,,ZL‘0>X/7X = (JX{L‘(),:E/>X//7X/ = <mg733‘,M>M”,M’7 va' e X',

Supongamos que xg no pertenece a M, como M es cerrado, por la Corolario 1.5.4, existe
2’ € X' tal que (@', z0)x' x #0y xiM = 0. Sin embargo esto es imposible por (1.15), luego zg
pertenece a M y por tanto podemos considerar Jy;zg. Sea ahora m’ € M’, por el Teorema de
Hahn-Banach existe 2/ € X' tal que :ZJTM =m’. Usando (1.15) y ¢ € M, deducimos

(Inrzo, ') vpm e = (s o) v v = (2 pps o) v v =

= (2, wo)x' x = <m8a$1M>M”,M/ = (mg, M)y -

Como m/ es arbitrario, se tiene entonces que Jyzg = my). O

1.8. Convergencia débil y x-débil

Definimos a continuacién las nociones de convergencia débil y convergencia *-débil que seran
de gran utilidad para probar resultados de compacidad en e.n..

Definicion 1.8.1 Sea X e.n., una sucesion {x,} C X se dice que converge débilmente a un
punto x € X y se escribe x, — x st y solo si

(1.16) (@' 2y) — (2 2), V2’ € X'.
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Definicion 1.8.2 Sea X e.n., una sucesion {z),} C X' se dice que converge x-débilmente a un
. * . . .
punto ¥’ € X' y se escribe xl, — x’ si y sdlo si

(1.17) (xh,z)y = (2, z), Vo e X.

Observacion 1.8.3 La nocion de convergencia débil procede de una topologia, denotada por
o(X,X"), que es la topologia menos fina sobre X que hace continua todas las aplicaciones
{¢u Yrrex’ definidas por:

o ix € X — (2, 2) €R.

Siendo o(X,X") la topologia menos fina que la topologia definida por la norma entonces tiene
menos abiertos y menos cerrados luego, en particular, si un conjunto es cerrado para esta topologia
entonces es cerrado para la topologia inicial de X y en general la reciproca es falsa.

Observacion 1.8.4 Obsérvese que la convergencia x-débil no es otra cosa que la convergencia

puntual.

Observacion 1.8.5 Los conceptos de limite débil y x-débil son lineales, esto es el limite de la
suma es la suma de los limites y el limite de un escalar por una sucesion es el escalar por el

limite de la sucesion.

Observacion 1.8.6 Estd claro que si una sucesion {x,} converge en norma (se dice que converge
fuerte) hacia un elemento x € X, entonces gracias a la continuidad de los elementos de X' se
tiene que (x',xy,) converge a (x',x) para todo x € X y por tanto {x,} converge débil a x € X.
Es decir, la convergencia fuerte implica la convergencia débil.

Cuando tenemos una sucesion {x}} definida en el dual X’ de un espacio X podemos con-
siderar la convergencia fuerte que serfa la convergencia definida a través de la norma en X',
la convergencia *-débil definida por la Definicién 1.8.2 y la convergencia débil definida por la
Definicion 1.8.1, donde decir que {x,} converge débilmente a 2’ en X’ es equivalente a decir

(1.18) <x”,x%)xu,xl — <£L‘”,.CE‘/>X//7X/, v e X",

Por otra parte considerando la inyeccion canonica J definida por (1.14), entonces decir que {x], }

converge *-débilmente a z’ es equivalente a

<J$,$;1>X//7xl — <J33,:c'>Xn7X/, Vxe X,
o lo que es lo mismo
(1.19) (2" 2y xr xr — (@ 2y xn xr, V2" € J(X).

Comparando (1.18) con (1.19) vemos que en general la convergencia débil implica la convergencia
x-débil, siendo equivalentes los dos conceptos en el caso de espacios reflexivos.
En los espacios de dimensién finita todas las convergencias anteriores son equivalentes.

1.8.1. Ejemplos

Teniendo en cuenta las identificaciones de espacios duales que vimos anteriormente se tiene
las siguientes convergencias débiles.
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Espacios de Hilbert

Sea X un espacio de Hilbert, una sucesion {z,,} en X converge débilmente a x € X si y solo
si

(1.20) (znly) = (zly), Vye X,

Al estar en espacios reflexivos, la convergencia *-débil es equivalente a la convergencia débil.

Espacios /?

Sil<p<+oo, {xn} ={anm} C P converge débilmente a x = {x,,} en (P si y solo si

o oo

Z TnmYm — Z TmYm, cuandon — oo, Vy={ynm} e r.

m=1 m=1

Si p = +00 se tiene que {z,} = {zpm} C € converge x-débil a z = {x,,} en £>° si y solo si

oo [ee]

Z TpmYm — Z TmYm, cuandon — oo, Vy={ynm} € o

m=1 m=1

Como ¢! se identifica con el dual de ¢j se tiene también que {x,,} = {Zpm} C £* converge *-débil
az={xy,}en ! siy solo si

o0 (oo}
Z TnmYm — Z TmYm, cuandon — 0o, Vy={yn} € co.
m=1 m=1

Obsérvese la diferencia con la convergencia débil, que serfa decir que se tiene la convergencia
anterior pero para todo y en £°° que es un espacio mas grande que cg.
Espacios LP(2)

Sil < p < 400, se tiene que una sucesion {f,} C LP(Q2) converge débilmente en LP(2) a
f e LP(Q) siy solo si

/fngdx%/fgdx, cuando n — oo, VgELp'(Q).
Q Q

En el caso L>®(Q) se tiene que {f,} C LP(£2) converge *-débil en L>®(Q2) a f € L>(Q) si y solo
si

/fngdx%/fgdx, cuando n — co, Vg€ L'(Q).
Q Q

Convergencia débil y no fuerte

Consideremos para todo n € N, {e,} = {e, m} la sucesion de sucesiones de nitimeros reales
definida por e, = 1, €,,m = 0 si m # n. Esta sucesion pertenece a ¢! y por tanto a P para todo
p € [1,400]. Siy = {yn} € co, se tiene

oo
(1.21) > enmtm = yn — 0,

m=1
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con lo cual {e,} converge *-débil a 0 en ¢1. Como 7 con 1 < p < 400 estd contenido en cy,
(1.21) implica también que {e,} converge débil a 0 en ¢? para todo p € (1,+00) y *-débil en £°°.
Sin embargo si definimos y = {y,,} € £*° por y,,, = 1, para todo m € N, se tiene

0o
Zen,mymzlﬁa Vn eN,
m=1

y por tanto {e,} no converge a 0 débilmente en ¢'. En particular, {e,} no converge fuertemente
a cero en /1. De hecho, como

[{en}loo = sup len,m| =1,
neN

y como |{en}|le < |[{en}]ler para todo p € [1,400] se tiene que {e,} no converge fuertemente
a 0 en ningin espacio £ con 1 < p < 4o00.

Si X es un espacio de Hilbert separable infinito-dimensional, es conocido que existe una base
ortonormal {z,} de X (si X es finito-dimensional el resultado también es cierto pero entonces
{zn} es finita), es decir ||z,|| = 1, para todo n € N, (z,|2m) =0sin#my

o0

x = Z(m|zn)zn, VeeX

n=1

donde la suma infinita se entiende en la topologia de X, i.e.

m
Ji_ e = 3 (olzn)anll =0
n—

Ademés se sabe que se verifica que la sucesién {(x|z,)} pertenece a £? y se tiene (identidad de

Parseval)

{(zlzn) iz = D (2lzn)? = [l2llk,

n=1
esto permite identificar z € X con la sucesiéon {(z]z,)} € 2 y por tanto identificar todo espacio
de Hilbert separable con ¢2. El ejemplo presentado anteriormente para los espacios P permite por
tanto dar un ejemplo en todo espacio de Hilbert separable infinito-dimensional de una sucesion
que converge débil pero no fuerte, de hecho como e,, se identifica con z, y se tiene que {z,}
converge débil a 0 pero no fuerte.

1.8.2. Propiedades

Veamos ahora algunas propiedades de la convergencia débil y *-débil.

Proposicion 1.8.7 Sean X, Y en. y A € L(X,Y). Si {z,} converge débilmente a x en X,
entonces Az, converge débilmente a Ax enY.

Demostracion: Sea {x,} que converge débilmente a x en X. Para todo 3’ € Y, se tiene que 3/ 0 A
pertenece a X’ y por tanto, por definicién de convergencia débil se tiene

(Y, Azp)yry = (Y o Azn)xr x = (Y 0o A,z x = (Y, Az)yry,

para todo y’ € Y’. Por tanto Az, converge débilmente a Az. 0
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Observacion 1.8.8 Si A no es lineal (aun cuando sea continua), el resultado anterior no es
cierto, asi hemos visto antes ejemplos de sucesiones {x,} que convergen débilmente a cero pero
no fuertemente, por tanto la sucesion ||zy|| no converge a cero en R (en R la convergencia fuerte
y débil son lo mismo) aunque la aplicacion || - || : X — R es continua.

Proposicion 1.8.9 Sea X e.n. Si {x,} converge débilmente a x € X, entonces estd acotada y
se verifica

(1.22) l|z||lx < liminf||z,| x.
n—oo

Andlogamente, si X es un espacio de Banach y {x}} una sucesion que converge x-débilmente a
2’ € X', entonces estd acotada y se verifica

n—00

Demostracion: Supongamos primero {x,} que converge débilmente a = € X. Consideramos
entonces la familia de aplicaciones Jx, € X” = L(X',R) (con J la inyeccion canonica, definida
por (1.14)), la cual, por definicion de convergencia débil, verifica que para todo 2/ € X’ la
sucesion (J:cn,x’)Xu,X/ = <x’,xn)X/’X es convergente y por tanto acotada. Como X’ y R son
espacios de Banach, el Teorema (1.5.10) de Banach-Steinhaus nos dice entonces que la sucesion
| Jzn| x» = ||zn||x estd acotada.

Por otra parte, para todo ' € X', con ||2’||x = 1, se tiene

(', z)| = Um [(2/,z,)| < ||2||x Miminf ||z, | x = liminf ||z, | x
n—o00 n— 00 n—00

y por tanto gracias a (1.10), del Corolario 1.5.4 de Hahn-Banach, se deduce (1.22).
En el caso de una sucesion {z]} en X', basta con aplicar el Teorema 1.5.10 de Banach-
Steinhaus a la familia {z],} contenida en X’ = L(X,R). O

1.9. Subconjuntos débilmente cerrados

Es importante en las aplicaciones saber si el limite débil de una sucesiéon contenida en un
determinado conjunto sigue estando en dicho conjunto. Ello conduce a la siguiente definicion.

Definicion 1.9.1 Sea X un e.n. y C C X, se dice que C' es secuencialmente débilmente cerrado
si para todo x € X tal que existe {xy} C C que converge débilmente a x se tiene que x € C.

Usando que la convergencia fuerte implica la convergencia débil es inmediato comprobar que todo
subconjunto secuencialmente débilmente cerrado de un e.n. es cerrado. El reciproco sin embargo

no es cierto en general aunque si para los subconjuntos convexos.

Teorema 1.9.2 (S. Mazur) Todo subconjunto convexo y cerrado de un e.n. es secuencialmente
cerrado.

Demostracion: Se basa en el Teorema de separacion de convexos, mas concretamente en el Coro-
lario 1.5.6. Sea {z,,} C C que converge débilmente a xg. Si xg no pertenece a C, existe entonces
' € X' tal que

Jz’ € X' tal que sup(z’,z) < (', z0),
zeC

por tanto

(2, 20) = nlirg(}(:v’,:nm < sug(w’,x) < {2, z0).
xE

Esta contradiccion prueba que xg € C y por tanto C es secuencialmente débilmente cerrado. O
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1.10. Teoremas de compacidad

Una de las dificultades principales de los espacios de dimensién infinita es que deja de ser
cierto el hecho de que todo subconjunto cerrado y acotado sea compacto, tal y como sucedia en
los espacios finito-dimensionales. De hecho se puede probar (Teorema de Riesz, ver por ejemplo
el libro de H. Brézis) que la bola unidad cerrada de un e.n. es compacta si y sélo si el espacio es
finito-dimensional. Los teoremas siguientes nos muestran que este resultado sigue siendo cierto
en espacios infinito-dimensionales si nos conformamos con la convergencia débil y *-débil.

Teorema 1.10.1 Sea X un e.n. separable y {z),} C X' una sucesion acotada, entonces eriste
una subsucesion de {x}} que converge x-débil.

Demostracion: Sea {y,} C X denso numerable. Se tiene

[ )] < [l 1yl

con lo que el hecho de que {z,} esta acotada implica que la sucesion (x},,y1) esta acotada en R

y por el Teorema de B. Bolzano-K. Weierstrass existe una subsucesion {z/, } de {z],} tal que
1, n

<w§l1’j,y1> converge. De la misma forma, se tiene ahora que la sucesion (:U;H’j,y2> esta acotada

. ‘s / / / s P

y por tanto existe una subsucesion {x;,, '} de {}, '} tal que (z7, ,y2) converge. También serd

convergente la sucesion (x;mj ,y1) al ser una subsucesion de (z), L y1). Siguiendo este proceso se
/

NEk+1,
para todo k € Ny {x’nk]} es una subsucesion de {z],}. Ademas para todo k € N y para todo

construyen para todo k € N sucesiones {x;,, ,} tales que {af,,  } es una subsucesion de {3, e
L €{1,-- k} existe el limite de (z;, ,u). Se define ahora la sucesién diagonal 27, = a7, . la
cual es tal que la sucesion {x;% }j>k es una subsucesion de ], ,,; bara todo k € N y por tanto

3 lim (m%j,yk), VkeN.

j—roo
Sea ahora x € X entonces para todo k € N, como la sucesiéon <$§1j,yk> es de Cauchy, se tiene

limsup [(x, ,x) — (z], ,z)| = lmsup [(x], — 2] ,x)| <
i,j—500 ! ’ i\j—r00 !

’ / / z / /
< h'II'lSllp |<xn] —Tp; s T — yk>‘ + hmsup ‘(xnj — Ty yk>| =
1,]— 00 1,]— 00
/ / / z / /
= lmsup [(z,, — @y, — yx)| < Hmsup ||z, — 20, || x|l =yl x-
1,]— 00 1,]—00
Como la sucesién {z;,} y por tanto la sucesion {z, } esta acotada y como la sucesion {yx} es
densa, se deduce que el miembro derecho de la desigualdad anterior se puede tomar tan pequeno
como se quiera. Es decir
’ / /
tmsup | (a},, 2) — {1 2)] = 0
1,]—0Q
lo que significa que la sucesién <x’nj,a;> es de Cauchy y por tanto convergente, es decir se ha
probado
z /
3 lm (zf,,2), VaeX.
J—00
Se define entonces 7’ : X — R por

/
njv

(1.24) 7' (z) = lim (z

j—o0

z), VzrelX.
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Facilmente se ve que 2’ es lineal, ademas se tiene

|2'(2)| = lim [(2], , )| < lmsup [lz;, [ x[lz]x < (sup |2, [1x)[z]lx,
—00 j—o0 neN
para todo z € X, lo que junto con la linealidad de 2’ prueba que 2’ se encuentra en X’. La propia
definicién (1.24) prueba entonces que {z7, } converge *-débil a 2. O
Un resultado relacionado con el anterior es cierto para espacios reflexivos. Antes, necesitamos
el siguiente resultado.

Teorema 1.10.2 Sea X un e.n. tal que X' es separable, entonces X es separable.

Demostracion: Sea {z],} un subconjunto denso y numerable de X'. Por definicion de norma en
el espacio dual, existe {z,} C X tal que para todon € N, ||z,||x =1y

1
(1.25) (@) = Sll2hllx

Sea D el espacio vectorial sobre Q generado por los vectores x,, n € N. Teniendo en cuenta

D= [j D,
n=1
con

n
D, = Zajxj o €Q
j=1
y que el cardinal de D,, es menor o igual que el de Q™ se deduce que D,, es numerable y por
tanto D como unién numerable de conjuntos numerables también lo es. Si probamos que D es
denso en X, habremos entonces terminado la demostracién. Pero por otra parte esta claro que
D es denso en el espacio vectorial sobre R generado por los vectores x,, el cual denotamos por
L. Por tanto para probar que D es denso en X, basta probar que L es denso, para lo que por
el Corolario 1.5.4 basta ver que L' se reduce al cero de X'. Sea pues 2/ € L', i.e. 2/ verifica
(«',z) = 0 para todo z € L.
Como {z,} es denso en X', para todo € > 0 existe ], tal que |2’ — 2},||x < €. Entonces
usando (1.25) se verifica

lenllxr < 2(af, 2n) = 2(z), — &', 2n) < 2.
Esto implica ||2'||x’ < 3¢ para todo € > 0, lo que prueba 2’ = 0 y por tanto L+ = {0}. O
Corolario 1.10.3 Un espacio reflexivo es separable si y sélo si X' es separable.

Teorema 1.10.4 Sea X reflexivo. Entonces toda sucesion acotada en X admite una subsucesion
débilmente convergente.

Demostracion: Sea {x,} una sucesion acotada en X. Denotamos por M la clausura del espacio
generado por los elementos de la sucesion. Entonces (razonando como con el espacio L que
aparecia en la demostracion del Teorema 1.10.2) M es separable. Por ser un subespacio cerrado
de un espacio reflexivo, la Proposicion 1.7.2 prueba que M es reflexivo y por tanto equivalente
a M". Por otra parte, el Teorema 1.10.2 prueba que M’ es separable con lo cual {z,} se puede
considerar como una sucesion acotada en el espacio M” dual del espacio separable M’ y por
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tanto, por el Teorema 1.10.1, existen una subsucesion {z,,} de {z,} y existe x € M tales que
{xn,} converge débilmente a x en M (recuérdese que en espacios reflexivos la convergencia débil
y la *-débil es lo mismo). Es decir, para todo m’ € M’ se tiene

<m',i€nj>M/,M - (m/;$>M/,M-

Ahora bien, si 2’ es un elemento de X', su restricciéon a M :L‘" as Dos da un elemento de M’y
por tanto se tiene

<$/,$nj>x',x = <x1Maxnj>M’,M — <$TM,95>M’,M = <$/,$>X',X-

Como esto es cierto para todo 2’ € X', se deduce que {z,, j} converge débilmente a x en X. O
Los resultados anteriores son consecuencias de teoremas mas generales que son validos cuando
se trabaja con la topologia débil. Enunciamos ahora algunos:

Teorema 1.10.5 (Alaoglu-Bourbaki) En todo B-espacio X, la bola unidad cerrada de X', Bxr =
{2/ € X' /||2'|| <1}, es compacta para la topologia *-débil.

Teorema 1.10.6 (Bourbaki—Kakutani—gmulian) Todo B-espacio X es reflexivo si y sélo si la
bola unidad cerrada de X, Bx = {x € X /||z|| < 1}, es compacta para la topologia débil.

Teorema 1.10.7 Todo B-espacio X es reflexivo si y sdlo si la bola Bx es secuencialmente
débilmente compacta.

Teorema 1.10.8 En todo B-espacio X separable la bola unidad cerrada Bx: de X' es secuen-
ctalmente x-débilmente compacta.



Capitulo 2

MINIMIZACION DE FUNCIONALES

2.1. Descripcion del problema

En el presente tema vamos a estudiar la existencia de solucion a problemas de Optimizaciéon
de la forma general abstracta

(2.1) inf f(z),

donde U es un conjunto dado, generalmente un subconjunto de un e.n. X, y f es una aplicacion
dada (un funcional) definida sobre U con valores en R. A U se le denomina el conjunto de las
restricciones o conjunto admisible y a f el funcional coste o funcional objetivo.

Obsérvese que un problema de la forma

sup f(z)
xelU

se convierte en uno de la forma (2.1) sin mas que cambiar f por — f, asi pues s6lo estudiaremos
el problema (2.1).

Definicion 2.1.1 Sea f: U — R con U un subconjunto de un e.n. X, se dice que f tiene un
minimo global o absoluto en un punto & si:

(2.2) zelyf(z)<flx), Vrxel.
En tal caso pondremos

f(2) = min f(z).

reU

Se dice que f tiene un minimo local o relativo en un punto T si:
(2.3) Tel yIER) tal que f(z) < f(x), YrelUNE(),
donde E(Z) denota un entorno del punto .

Anéalogamente se definen los maximos (globales, locales) y se dice que una funcién tiene un
extremo (global, local) si tiene un minimo o un maximo (global, local).

En este tema abordaremos el estudio de minimos globales o absolutos. Obviamente todo
minimo global o absoluto es un minimo local o relativo.

23
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Observacion 2.1.2 FEl resultado conocido mds importante referente a la existencia de minimos
globales es el Teorema de K. Weierstrass que dice: “si U es compacto, no vacio, y f: U — R es
continua, entonces f tiene un mdzimo y un minimo absolutos enU”, o su Corolario, que en RY,
dice: “si f : RV — R es continua y verifica M g5 400 f () = +00, entonces f tiene un minimo
absoluto en cualquier conjunto cerrado U C RN

Observacion 2.1.3 El método directo del Cadlculo de Variaciones, para resolver el problema
(2.1), consiste en elegir una sucesion minimizante {x,} C U, i.e. tal que

1i = inf

A3, (o) = e F0)

y probar que alguna subsucesion de {x,} converge a un minimo global & de f en U. Para que
este método sea exitoso se han de tener varias condiciones:

a) Para que la sucesion minimizante tenga una subsucesion convergente, se ha de tener alguna
condicion de compacidad sobre U. Para esto debemos elegir una adecuada topologia en U.

b) El limite de la subsucesion minimizante ha de estar en U. Para esto debemos tener que U sea
cerrado en dicha topologia.

c) Sobre el funcional f debemos tener alguna condicion de continuidad, de hecho, si se busca un
minimo, basta tener la siguiente condicion de semicontinuidad inferior

“si xy, converge en dicha topologia a x entonces f(x) < liminf f(z,)”,
n—oo
para que el limite de la subsucesion minimizante sea un minimo.

La condicion de semicontinuidad inferior se facilita mds cuanto mds restrictiva sea la topologia
en U, i.e. cuanto mds fina sea la topologia (cuanto mds abiertos tenga) ya que una funcion f
es continua en un punto xo si la imagen inversa de un entorno de f(xg) es un entorno de del
punto. Sin embargo elegir una topologia fuerte estd en contradiccion con la compacidad ya que
en una topologia fuerte hay “pocos” compactos. Por tanto debemos elegir una topologia que haga
un balance entre estas condiciones.

2.2. Semicontinuidad

Para no dificultar la exposicién, nos limitaremos al caso de espacios métricos.

Definicion 2.2.1 Sea U un espacio métrico, f : U — R, diremos que f es semicontinua infe-
riormente, y se escribird f s.c.i., en un punto x € U si para toda sucesion {x,} C U que converge
a x, se tiene

(2.4) f(z) < liminf f(z,)

n—oo

Diremos que f es semicontinua inferiormente (en U) si lo es en todo punto x de U.

Claramente, si f es continua en U se tiene que es semicontinua inferiormente en U. El reciproco
sin embargo no es cierto, basta considerar la funciéon f: R — R definida por
1 si 2#0
fz) = .
0 si x=0.

la cual es semicontinua en 0 pero no continua.
Las siguientes propiedades son inmediatas:
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Lema 2.2.2 Sea U un espacio métrico.
1. Si f es s.ci. enUd y A > 0 entonces A\f es s.c.i. enU
2. St f yg son s.ci. enU entonces f + g también.
3. Si f yg son s.ci. end entonces inf{f, g} también.

4. Si{fi}tier es una familia cualquiera de funciones s.c.i. en U entonces sup{f; /i € I} es
una funcion s.c.i. en U.

Se tiene la siguiente caracterizacion de semicontinuidad inferior.

Proposicion 2.2.3 Sea U un espacio métrico. Un funcional f : U — R es s.c.i. enU si y sdlo
st para todo A € R el conjunto de subnivel Ey definido por

(2.5) Ey—={o et/ f(z) <A}
es un subconjunto cerrado de U.

Observacion 2.2.4 FEn el resultado anterior estamos suponiendo que U es todo el espacio. En
las aplicaciones, lo usual es que U sea un subconjunto de otro espacio X, con lo que el resultado
anterior habrd que aplicarlo a U dotado de la topologia relativa de X . Por tanto lo que se tendrd
es que f es s.c.i. sty solo si para todo A € R existe un cerrado Cy de X, tal que Ex =UNCY, lo
que en el caso particular de que U sea cerrado es equivalente a pedir que Ey sea cerrado de X.

Demostracion de la Proposicion 2.2.3: Supongamos f s.c.i. en U y sea A € R. Para probar que
E) es cerrado consideramos una sucesion {z,} C F) que converge a un punto x € U, tenemos
que probar que z € E) o equivalentemente que f(x) < A, pero esto es evidente a partir de (2.4)
y f(zn) < A para todo n € N.

Para el reciproco supongamos ahora que E es cerrado cualquiera que sea A € R, consideremos
x € U, y una sucesion {x,} que converge a x y denotemos

I = liminf f(z,).
n—oo

Para probar que f es s.c.i. tendremos que probar la desigualdad f(x) <. Por definicion de limite
inferior, sabemos que existe una subsucesion {z,, } de {z,} tal que

3 lim f(zp,) =1
k—ro0

Por tanto para todo € > 0 existira ko tal que f(zp,) <!+ ¢ para todo k > ko, lo que significa
que x,, pertenece a L. para todo k > ko. Teniendo en cuenta que {xnk} p>k, COTVErge a
y que Ej . es cerrado, se tiene entonces que x pertenece a Ej... Es decir, hemos probado que
f(z) <1+ e para todo € > 0 y por tanto f(x) <. O

Observacion 2.2.5 Sild es un espacio topoldgico arbitrario, se puede tomar como definicion de
funcional f : U — R semicontinuo inferiormente en U precisamente el cardcter cerrado de los
conjuntos Ey para todo A € R. Cuando el espacio topoldgico es tal que los conceptos de cerrado y
secuencialmente cerrado no son equivalentes, esta definicion no coincide con la dada utilizando
sucesiones en la definicion 2.2.1.
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2.3. Teoremas de existencia

Usando el concepto de semicontinuidad inferior se tiene (ver la Observacion 2.1.3) el siguiente
Teorema de Weierstrass sobre la existencia de minimo

Teorema 2.3.1 (Teorema de Weierstrass) Supongamos que U es un espacio métrico, compacto

y no vacio y que f:U — R sea s.c.i. en U, entonces [ tiene un minimo global en U.

Demostracion: Sea p = inf,ey f(x). Por definicion de infimo, existe una sucesion {z,} C U
minimizante, es decir, tal que

lim f(z,) = p.

n—oo

Como U es compacto, existen entonces una subsucesion {z,, } de {z,} y un elemento & € U tales
que x,, converge a & en U. Por ser f s.c.i., se tendra

R, oy _
f(@) < liminf f(zy,) = lim f(zn) = p,

y por tanto f(Z) = p. O

A la hora de aplicar el Teorema anterior surge sin embargo la dificultad ya mencionada en el
tema anterior de que los conjuntos cerrados y acotados de e.n. infinito-dimensionales no son en
general compactos. Para salvar esta dificultad se puede tratar de usar la topologia débil en lugar

de la fuerte. Introducimos por tanto la siguiente definicién

Definicion 2.3.2 Sea X un en., U C X, f: U — R. Diremos que f es secuencialmente débil-
mente semicontinua inferiormente (y se escribe s.d.s.c.i.) en un punto x € U si dada cualquier
sucesion {x,} CU tal que x,, converge débilmente a x, se tiene

f(x) <liminf f(x,).

n—oo

Diremos que f es s.d.s.c.i. enU si lo es en todo punto de U.

Observacion 2.3.3 FEvidentemente, si f es s.d.s.c.i., entonces es semicontinua inferiormente,
pero no reciprocamente. De hecho, existen funcionales continuos que no son s.d.s.c.i.; basta por
ejemplo considerar la aplicacion

frrelr—1—|z|; R,

que evidentemente es continua. Si tomamos la sucesion {ey}n>1 C 22 dada por e, = {enm}m>1
con epm =1 sin=m, e,m =0 sin #m. Ya vimos en el tema anterior que {en} converge
débilmente en (2 a 1, sin embargo f(0) =1 y f(en) = 0 para todo n, con lo cual

£(0) > liminf f({en)).

De manera analoga a la Proposicion 2.2.3 se tiene el siguiente resultado (la demostracion es

completamente similar)

Proposicion 2.3.4 Sean X e.n., U C X secuencialmente débilmente cerrado y f : U — R.
El funcional f es s.d.s.c.i. si y sdlo si para cada A € R el conjunto Ey definido por (2.5) es
secuencialmente débilmente cerrado.

A fin de obtener ejemplos de funciones s.d.s.c.i., recordamos el concepto de funciéon convexa.
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Definicion 2.3.5 Sean X un espacio vectorial y U C X un subconjunto convexo. Se dice que
f:U—= R es convera si

flaz+(1—a)y) <af(z)+(1—a)f(y), Yz, yeU,Vaeclo1]
La funcion f se dice estrictamente convezra i
flax+ (1 —a)y) <af(x)+(1—-a)f(y), Vz,yelU, x#y, Yae (0,1).
Es inmediato comprobar que las funciones convexas verifican la siguiente propiedad:

Proposicion 2.3.6 Sean X un espacio vectorial, U C X convexo y f : U — R convezra. Entonces
para cada X € R el conjunto Ey definido por (2.5) es un subconjunto convezo de X.

El reciproco de la Proposicion 2.3.6 no es cierto en general; es decir, la convexidad de los
conjuntos Ey no implica la convexidad de f. Por ejemplo, la funcién f : x € R — f(x) = 22 no
es convexa y los conjuntos de subniveles son siempre convexos.

Gracias al Teorema 1.9.2 de Mazur, se tiene entonces:

Proposicion 2.3.7 Sean X e.n., U C X convexo y cerrado, f:U — R convexa. Entonces f es

s.c.i. enU siy solo si es s.d.s.c.i. enlU.

El resultado principal que usaremos para la existencia de solucién de un problema de mini-
mizacién en e.n. es el siguiente resultado.

Teorema 2.3.8 Sean X un espacio reflexivo, U C X un subconjunto secuencialmente débilmente
cerrado no vacio y f : U — R una funcion s.d.s.c.i. Suponemos ademds que se verifica una de
las siguientes condiciones:

i) El conjunto U es acotado.

ii) El conjunto U no es acotado pero
(2.6) lim f(z) = +oc.

Izl —oo

zeld

Entonces f tiene un minimo global en U.

Demostracion: Consideremos primero el caso U acotado, la demostracion es muy similar a la del
Teorema 2.3.1. Sea u = inf,eyy f(x) y tomemos una sucesion {x,,} C U minimizante, i.e. tal que

(2.7) lim f(z,) = p.

n—oo

Como U es acotado, la sucesion sera por tanto acotada, luego por el Teorema 1.10.4, de com-
pacidad débil, existen entonces una subsucesion {z,, } de {z,} y un elemento & € X tales que
{zn, } converge débilmente a Z. Como U es secuencialmente débilmente cerrado, tendremos que
I pertenece a U y como f es s.d.s.c.i., se tendra
f(2) <lim inff(xnk) = lim f(zn) = p,
k—ro0 n—r00

y por tanto f(Z) = p.

Consideremos ahora el caso en que U no es acotado pero se verifica (2.6). Sabemos entonces
que existe R > 0 tal que si x € U y ||z|| > R, se tiene f(x) > max{u+ 1,0} (u definido como en
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el caso anterior, que podria ser —oc). En particular, denotando Bg a la bola cerrada de centro
cero y radio R, se tiene

— inf —  inf .
1 ;reluf(x) mei{r%BRf(x)

Por otra parte, como el conjunto Br es convexo y cerrado, se deduce que es secuencialmente
débilmente cerrado y por tanto es facil ver que la interseccién U N B es secuencialmente débil-
mente cerrado. Puesto que claramente también es acotado, podemos aplicar el resultado anterior
y obtener la existencia de & € U N Br C U tal que

f@)= 1t f(z)=p,
IEMOBR
lo que termina la demostracion del resultado. O
A la hora de aplicar el resultado anterior conviene recordar el Teorema 1.9.2 y la Proposicion
2.3.7. Asi se tiene en particular

Teorema 2.3.9 Sean X un espacio reflexivo, U C X un subconjunto convexo, cerrado, no vacio
y f: U — R una funcion convexa y s.c.i. Suponemos ademds que se verifica una de las condiciones

i) 0 1) del Teorema 2.3.8. Entonces f tiene un minimo en U.

Obsérvese que el resultado se aplica en particular si f es convexa y continua.

Respecto de la unicidad de soluciéon al problema de minimizacion (2.1), se tiene:

Proposicion 2.3.10 Sean X wun espacio vectorial sobre R, U C X convexo y f : U — R,
estrictamente convexa. Entonces existe a lo mds una solucion al problema (2.1).

Demostracion: Supongamos 21 y T2 dos elementos distintos de U soluciones de (2.1), i.e.
f(@1) = f(#2) = min{f(z) /= € U},

entonces, como U es convexo, & = %(@1 +22) €U y, como f es estrictamente convexa, se verifica

F(#) < S(F(@0) + f(82) = min{ () /2 € U},

lo cual es un absurdo. a
Obsérvese que el resultado anterior no garantiza la existencia de soluciéon, tan solo el hecho
de que si existe solucién entonces a lo mas hay una.

2.4. Espacios de Sobolev unidimensionales

A fin de aplicar el Teorema 2.3.8 surge la dificultad de que el espacio en el que se encuen-
tra planteado el problema de minimo debe ser reflexivo. En el caso de espacios de funciones,
es entonces preferible considerar por ejemplo los espacios LP(a,b) que por ejemplo el espacio
C%([a, b]). Sin embargo la eleccién del espacio debe también tener en cuenta el funcional que
queremos minimizar, asi por ejemplo si queremos resolver el problema de minima distancia entre
dos puntos:

(2.8) min {/01 V314z(t)?2dt/x:[0,1] - R, 2(0) =0, z(1) = 1}
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no tiene mucho sentido escoger un espacio de tipo LP(0,1) ya que las funciones de LP(0,1)
no son derivables. Entre los ejemplos de espacios que vimos en el tema anterior nos veriamos
entonces obligados a considerar C*(]0, 1]) pero este espacio no es reflexivo y por tanto la eleccion
tampoco resulta adecuada. Si queremos pues disponer de herramientas que nos permitan probar
la existencia de problemas tales como (2.8) (el cual es un caso muy simple de los problemas del
Calculo de Variaciones) tendremos que introducir espacios con una estructura similar a LP pero
en los cuales tenga sentido derivar. Esta idea es la que conduce a la teoria de los espacios de
S.L. Sobolev, los cuales son también de gran utilidad para resolver por ejemplo problemas de
Ecuaciones en Derivadas Parciales o Problemas de Control. En el presente curso nos limitaremos
a una exposiciéon muy elemental de tales espacios que se limitard al caso de la dimensién 1,
centrandonos ademas en el caso de intervalos acotados. Para una exposicién més avanzada puede
consultarse por ejemplo [2] o [6].

Definicion 2.4.1 Sea I = (a,b) un intervalo abierto acotado de R y p € (1,400). Se define el
espacio WEP(I) como el conjunto de funciones u € C°(I) tales que existe una funcion v € LP(I)

verificando
t
(2.9) u(t) = u(a) +/ v(s)ds, Vte I
Se pone
(2.10) HYI) = Wh2(I).

Obsérvese que la integral que aparece en el segundo miembro de (2.9) esta bien definida ya que
LP(I) esta contenido en L'(I) y por tanto v es una funcién integrable. La igualdad (2.9) implica
también

(2.11) u(t) —u(s) = /tsv(r) dr, Vs,t € 1.

Por tanto, si existen dos funciones vy, v € LP(I) verificando (2.9) con v reemplazado por vy y
vg se tendria que cumplir

/ts(vl(r) —wo(r))dr =0, Vs, t €1,

lo que implica que v; = vy cpd I (recordar que: si v € L'(R) y va = 0, VE medible, entonces
v =0 cpd en R) y entonces la funcién v que aparece en (2.9) es tnica como funcion de LP(I).

Definicién 2.4.2 Dada u € H'(I), la tunica funcion v € L*(I) que verifica (2.9) se llama
derivada débil de u y se denota por . La igualdad (2.9) se suele escribir por tanto

(2.12) u(t) = u(a) + /tu(s) ds, VYt e I.

Observacién 2.4.3 Siu es una funcion de C(I), la regla de I. Barrow implica que la derivada
deu (en el sentido usual) verifica (2.12). Se tiene por tanto que las funciones de C1(I) pertenecen
a WYP(I) y ademds para toda funcion u € C*(I) la derivada usual y la débil coinciden.
Reciprocamente, obsérvese que si u € WIP(I) es tal que su derivada débil admite un repre-
sentante continuo (recuérdese que las funciones de LP(I) son en realidad clases de funciones),
entonces por (2.12) y por el Teorema Fundamental del Cdlculo Integral u pertenece a C*(I).
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Vamos ahora a obtener otra interpretacion de la derivada débil. Se tiene los siguientes lemas
fundamentales del Célculo de Variaciones:

Lema 2.4.4 (Lema fundamental del Cdlculo de Variaciones) Sea w € LP(I) tal que

b
(2.13) / u(t)p(t)dt =0, Ve CO).

Entonces u(t) =0 cpd t € I.

Demostracidn: Suponemos conocido el hecho que C°(T) es denso en L4(T), para todo g € [1,+00).
(ver por ejemplo [2] o [6]). El lema se tiene por (2.13) y el Corolario 1.5.4 de Hahn-Banach con
X =ILV(I)y M =C). O

Observacion 2.4.5 Para un resultado mds general puede consultarse el Lema IV.2 de [2].
Definicién 2.4.6 Denotamos por C$(I) el espacio
(2.14) Co(I) = {p € C'(I) / p(a) = ¢(b) = 0}.
Lema 2.4.7 Sea u € LP(I) tal que
b —
(2.15) / w(t)p(t)dt =0, Ve C(D).
Entonces existe C' € R tal que u(t) = C cpdt € I.

Demostracion: En principio, para cada funcion v € L'(I), se define la media © de v por

1 b
U= t) dt.
v b—a/av()

Fécilmente se prueba:
b b
(2.16) / w(®)o(t) — 7 dt = / o(®)u(t) —a)dt, Vue LP(I),v e IF(I).

Sea ¢ € C°(I) y definamos ¢ por ¢(t) = ft

"(¢(s) — ) ds, para todo t € I. Entonces ¢ € C§(I)
y

¢(t) =y(t) —, Vtew.
Por tanto, gracias a (2.13) y a (2.16) se deduce
b b
0= ["ult) (b(®) - ) dt = [ (u(t) - (o).

Teniendo en cuenta el Lema 2.4.4 anterior se deduce que u = % cpd en [I. O
Como consecuencia del resultado anterior se tiene ahora el siguiente resultado

Teorema 2.4.8 Sea u € LP(I) tal que existe v € LP(I) verificando

b b
(2.17) / w(t)p() dt = — / (Bt dt, Vo e CL(D).

Entonces existe w € WYP(I) tal que w(t) = u(t) y w(t) = v(t) cpdt € I.
Reciprocamente, si u € WYP(I) entonces se tiene (2.17) con v = 1.
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Demostracion: Definimos wog € WYP(I) por wy(t) = fjv(s) ds,Vt € I, entonces para toda
¢ € C(I), gracias al Teorema de Fubini, la regla de Barrow y ¢(b) = 0 se tiene

/ab wo(t)p(t) dt = /ab (/atv(s) ds) o(t) dt = /ab /atv(s)cp(t) ds dt =
= /ab /Sbv(S)sb(t) dt ds = /ab <v(5) /sb o(t) dt> ds = —/abv(s)go(s) ds.

Usando (2.15) se tiene entonces

b
[ttty -~ u)sorde =0, Vo€ i)
y por tanto, por el Lema 2.4.7, se concluye que existe C' € R tal que
wo(t) —u(t)=C cpdtel.

Definiendo w = wy — C se concluye el resultado.
Reciprocamente, sea u € W1P(I). Usando (2.9), para toda ¢ € C}(I) se tiene:

[ wwpwa= [+ [awaseoa= [ i g -

[ cwanicoras= [ 1w - etoics as = - [ itsres)as

O

Observacion 2.4.9 En lugar de definir la derivada débil de una funcion como lo hemos hecho
en el presente tema (ver Definicion 2.4.2), es usual definir la derivada débil de la siguiente
forma: una funcion v € LP(I) es la derivada débil de otra funcion u € LP(I) si se verifica
(2.17). Entonces se define WP(I) como el espacio de las funciones u € LP(I) tales que existe
su derivada débil v € LP(I). El resultado anterior prueba entonces la existencia de una funcion
continua w tal que uw = w cpd en I, con lo cual reemplazando u por w se puede admitir que las
funciones de WYP(I) son continuas. La ventaja de esta nueva definicion, que coincide con la
dada en el caso unidimensional, es que es mds fdcil generalizar al caso de dimensiones mayores
que 1, permitiendo definir los espacios de Sobolev en abiertos de RN (ver por ejemplo [2] o [6]).

Varias de las propiedades del espacio W1P(I) seran deducidas del siguiente lema.

Lema 2.4.10 Dada u € WYP(I) y p’ € (1,+00) el exponente conjugado de p entonces:

(2.18) ut) = u(s)] < [t = s Jlillpogry, Vtsel,
(2.19) lullooqry < min fu(s)| + (b = @)/ [ldll .

Demostracion: Gracias a (2.12), para todo t,s € I se tiene

o)~ = | [ty ar| <| [ oy an

<

)
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con lo que gracias a la desigualdad de Holder, se tiene

t o\ b 1/p , ,
[raopar] | [ a] < ([larar) e s = il o7

Esto prueba (2.18).
La demostracion de (2.19) es ahora inmediata. Basta observar que (2.18) implica

1/p
u(t)—u(s)| <

[u(®)] < Ju(s)| + [l Loqnlt = sV < Ju(s)] + l|all oy (b= )7, Vs € T.

Tomando entonces maximo en ¢ € I y minimo en s € I se deduce (2.19) O
Al espacio WP(I) se le da estructura de emn. y a H'(I) de espacio prehilbertiano de la
siguiente forma:

Definicién 2.4.11 En WP(I) se define la norma: | - lwiecry : WHP(I) — R por

. 1/p b b 1/p
220 lulwson = (Wl + Nilf)) = ([ ars [acyrar)

En H'(I) se define el producto escalar (-]-) g (py : H'(I) x HY(I) = R por

b b
(2.21) (ulo) gy = (ulv) g2y + (@]8) 20y = / u(t)u(t) dt + / a(t)o(t) dt.

El espacio H'(I) es por tanto un espacio prehilbertiano con la norma

2 2 1/2 b 2 b 2 1/2
(2.22) lllzricry = (lullZ0r) + 221 =</hﬁﬂﬁ+/hWNﬁ>-

Veamos ahora una proposicién muy ttil del espacio W1P(I).

Proposiciéon 2.4.12 La inyeccion i : WIP(I) — C°(I), definida por i(u) = u, Yu € WHP(I),
es continua, i.e. existe una constante C' > 0 tal que

(2.23) i)l cory = Nlulleocry < Cllullwrer)-

Demostracion: Es evidente que la aplicacién ¢ es lineal.

En principio observamos que min{|u(s)[P /s € I} < |u(t)|P,Vt € I. Integrando ahora, se
tiene: (b — a) min{|u(s)|P /s € I} < Hu(t)||’£p(1) y por tanto
(2.24) min{lu(s)| /s € I} < (b= a) "7 ||ul o).

La desigualdad (2.23) es consecuencia de (2.19), (2.24) y la desigualdad de Holder bidimensional
(i.e. arby + agbe < (a] + ab )i (B + bB)1/P). En efecto, se tiene

[ullcocry < 2161}3 lu(s)] + (b — a)l/p,HaHLP(I) <(b- a)_l/pHuHLP(I) +(b— a)l/p/Hu”LP(I)

<[ —a)™P+ (b= a7 |[ulwrsg)-

Teorema 2.4.13 El espacio WP (I) es un espacio de Banach reflexivo y separable. H'(I) es
un espacio de Hilbert separable.
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Demostracion: a) Veamos que W1P(I) es completo, para ello consideremos una sucesién de
Cauchy {u,} en WHP(I) es decir tal que

ottt = wm fwrnr) = 0,

y veamos que es convergente. Teniendo en cuenta

. . 1/p
ltn = wmllwroy = (len = By + lin = ) )

se tendra en particular que la sucesion {i,, } es de Cauchy en LP(I). De hecho también se tendria
que {u,} es de Cauchy en LP(I) pero mejor que esto, podemos usar la Proposicion 2.4.12 por la
cual sabemos que existe C' > 0 tal que

[un — um”co(f) < Cllun - umHWl’P(I)

y por tanto que {u,} es de Cauchy en C°(I). Usando que los espacios LP(I) y C%(I) son com-
pletos, tendremos por tanto la existencia de u € CO(I) y v € LP(I) tales que

(2.25) U, = uwen CUI), 1, — ven LP(I).

Por otra parte, por definicién de derivada débil se tiene
t
(2.26) U (t) = up(a) +/ tn(s)ds, Vtel.
a

Teniendo en cuenta que la convergencia en C°(I) (la cual es equivalente a la convergencia uni-
forme) implica la convergencia puntual y el hecho de que la convergencia en LP(I) implica la
convergencia en L'(I) y por tanto en L'(a,t) para todo t € (a,b] se puede pasar al limite en
(2.26) para deducir

u(t) = u(a) + /tv(s) ds, Vtel,

lo que prueba que u pertenece a WP (I) asi como la igualdad v = @ en LP(I). Usando ahora que

la convergencia en C°(I) implica la convergencia en LP(I), gracias a (2.25) se deducira también

) ) 1/p
lun = wllwroy = (lun =l gy + lin = @l ) =0 en LP(1)

y por tanto que u, converge a u en WHP(I).

b) Veamos ahora que W1P(I) es un espacio reflexivo. Como el producto de espacios reflexivos
es reflexivo (demostrarlo) y como LP(I) es reflexivo se tiene que LP(I) x LP(I) es reflexivo.
Consideramos la aplicacion F : WYP(I) —s LP(I) x LP(I) definida por F(u) = (u,1). Se tiene
que F es una aplicacién lineal isométrica de W1P(I) en LP(I) x LP(I), por tanto F(W1P(I))
es un subespacio cerrado de LP(I) x LP(I). Por la Proposiciéon 1.7.2 vemos que F(WYP(I)) es
reflexivo y por tanto también WP ().

c¢) Finalmente, veamos que W1P(I) es un espacio separable. En efecto, de nuevo recordamos
que LP(I) es separable y que el producto de espacios separables es separable (demostrarlo), luego
LP(I) x LP(I) es separable. Como todo subconjunto de un espacio métrico separable es separable
(demostrarlo), se tiene que F(W'P(I)) C LP(I) x LP(I) es separable. Como F es un isomorfismo
isométrico de W1P(I) sobre F(W'P(I)), se llega a que W'P(I) es separable. 0

En la demostracion del proximo resultado vamos a usar el Teorema de Ascoli-Arzela (ver por
ejemplo [2],[10] o [11]). A fin de recordar este resultado necesitamos la siguiente definicion:
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Definicién 2.4.14 Un conjunto U C C°(I) se dice equicontinuo si para todo € > 0 existe § > 0
tal que para toda u € U y para todo t,s € I con |t — s| < 3§, se tiene |u(t) — u(s)| < e.

Teorema 2.4.15 (Teorema de G. Ascoli-C. Arzela) Un conjunto U C CO(I) es relativamente
compacto en C°(I) (es decir, su clausura es compacta) si y sélo si es acotado y equicontinuo.

Estudiamos ahora un resultado mas fuerte que la Proposicion 2.4.12.

Teorema 2.4.16 Los conjuntos acotados de WP (I) son relativamente compactos en C°(I) (esto
significa que la inyeccion de WHP(I) en C°(I) es compacta,).

Demostracion: Consideremos un conjunto acotado U en W1P(I) y, por el Teorema de Ascoli-
Arzela (ver Teorema 2.4.15), vamos a probar que U es acotado y equicontinuo en C°([).

El hecho de que U es acotado es una simple consecuencia de (2.23), lo que nos prueba la
existencia de C' > 0 tal que

sup [[uflcopy < C'sup [Juflwrs(n.
uelU uelU
Con respecto a la equicontinuidad vamos a usar la desigualdad (2.18), la cual implica

[v(t) —v(s)| < sup |lullwremlt — sV vit,sel, Yvel.
uelU

Por tanto dado € > 0 y tomando

/

c p
(5 — 1)
supyep |[ullwirny +1

se deduce que para todo v € U y para todo t,s € I con |t — s| < § se tiene |v(t) —v(s)] <e. O

Observacién 2.4.17 Por definicion de la norma en WYP(I) estd claro que si una sucesion {uy}
converge fuertemente en WP (I) si y sélo si {u,} y {t,} convergen fuertemente en LP(I) a u y
u respectivamente. Teniendo en cuenta la Proposicion 2.4.12, el resultado es aun mejor, u, no
sdlo converge en LP(I) sino que converge en C°(I). Andlogamente también estd claro, al menos
en el caso p = 2, (usar (1.20) y la Proposicion 1.8.7) que si u, converge débilmente a u en
WUYLP(I) entonces 1y, converge a  débilmente en LP(I) y u, converge débilmente a u en C°(I).
Gracias al Teorema 2.4.16 vamos a ver que de hecho esta tltima convergencia es fuerte.

Veamos un lema de topologia ttil en lo que sigue:

Lema 2.4.18 Sea (X, 1) un espacio topoldgico y {xn} € X. Si existe x € X tal que toda subsu-
cesion de {xy,} posee una subsucesion que converge a x entonces {x,} converge a x.

Demostracion: Supongamos lo contrario. Entonces existe un 7-entorno £(z) tal que para todo
n € N existe m > n con {x,,} ¢ £(z). Por tanto existe una subsucesion {z,, } tal que {z,, } ¢
E(x) para todo k € N. De esta subsucesion es imposible extraer una sucesion que converja a x.0

Teorema 2.4.19 Si una sucesion {u,} converge débilmente en WP (I) hacia una funcion u,
entonces {u,} converge fuertemente a u en C°(I) (y por tanto en LP(I) para todo p € [1,+c0]).
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Demostracion: Como toda sucesion que converge débilmente estéd acotada, el Teorema 2.4.16

implica la existencia de una subsucesion {uy, } de {u,} y de 4@ € C°(I) tales que {uy, } converge

fuertemente a @ en C°(I). Como por otra parte la convergencia débil en WP(I) implica la

convergencia débil en C°(I) deducimos que la funcién @ debe entonces coincidir con u. En

particular el limite no depende de la subsucesion escogida y por tanto toda la sucesion {u,}

converge fuertemente a u en C°(1I). O
Otra propiedad importante del espacio W!P(I) viene dada por el siguiente resultado.

Proposiciéon 2.4.20 El espacio C*(I) es denso en WP(I).
Demostracion: Como CY(I) es denso en LP(I), dada u € WP(I) (luego @ € LP(I)), existe una
sucesion v, € C°(I) que converge fuertemente a 7 en LP(I). Definimos entonces u,, € C*(I) por
t —
un(t) = u(a) —i—/ vn(s)ds, Vtel.
a

Usando (2.12) y (1.5) deducimos por tanto que para todo ¢ € I se tiene

unlt) = w(t)] = | [(on(s) = ) ds| < lon(s) = i(5)| s < (b= @) o, — 10,

lo que, gracias a que v, converge a @ en LP(I), prueba

|un — ullcocry = r?éjx |un (t) — u(t)| — 0, cuando n — oo,

luego u, converge a u en C°(I) lo que a su vez implica que wu,, converge a u en LP(I). Como
también sabemos que u, = v, converge a 4 en LP(I) se deduce que

. . 1
= ullwrnry = (ln = ull? gy + i — all5 ) 7

tiende a cero, cuando n — oo. Esto prueba que u,, converge fuertemente a v en W4P(I) y por
tanto la densidad de C1(I) en W1P(T). 0

Observacién 2.4.21 La demostracion de la Proposicion 2.4.25 se ha basado en que C°(I) es
denso en LP(I), i.e.

(2.27) oo = ),

para probar que C1(I) es denso en WLHP(I), i.e.

WL (1)

(2.28) C(I) = WP(I).

Para terminar con esta introduccion a los espacios de Sobolev unidimensionales vamos ahora
_ . : 1
a definir y estudiar el espacio W,"(I).

Definicion 2.4.22 Se define Wol’p(I) como el subespacio de WP (I) formado por las funciones
que se anulan en los extremos a, b de I i.e.

Wo(I) = {u € W"P(I) [ u(a) = u(b) = 0}.

Las propiedades principales de VVO1 P(I) se resumen en el siguiente
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Teorema 2.4.23 Se tiene:

1. El espacio Wol’p(l) es cerrado en WYP(I) y por tanto es un espacio de Banach separable y
reflexivo. El espacio H'(I) es un espacio de Hilbert separable.

2. La aplicacion || - ||W01,p(1) : Wol’p(l)) — R definida por
. 1,
ooy = lilloy,  Yu e WP,

es una norma sobre Wol’p(I) equivalente a la de WHP(I).
3. El espacio CA(I) es denso en Wy (I).

Demostracion: 1. Sea {uy} una sucesion en Wol’p(l) que converge en W1P(I) hacia una funciéon
u € WHP(I). Como la convergencia en WHP(I) implica la convergencia en C°(I) y ésta a su
vez la convergencia puntual, la igualdad u,(a) = u,(b) = 0 para todo n € N, implica que
u(a) = u(b) =0 y por tanto u € Wol’p(l). Por tanto Wol’p(I) es cerrado en WHP(T).

2. Es facil comprobar que || - proporciona una norma sobre I/VO1 P(I). Para probar que es

lwgr )
equivalente a la de WP(I) observemos que para toda u € Wol’p(l), se tiene

. . 1/p
(2.29) lullyzogry = lllzony < (Il + 1allng ) = lllwroq.

Reciprocamente, sea u € Wol’p(l) entonces, por definicion (u(a) = 0, u(b) = 0) y por (2.4.3), se
tiene

t b
u(t) = / a(s)ds vy ult) = — / a(s) ds.
a t
Tomando valores absolutos, sumando y aplicando la desigualdad de Hélder, se tiene
t b b /
2fut) < [ li(s)lds+ [ Jis)]ds = [ Jids)|ds < 6@ il oo,
a t a
Elevando a p e integrando cuando ¢t € I obtenemos: QPHUHZ)(]) < (b— a)PHqup(l) ie.
b—a, . p Lp
(2.30) lullzon < S5 il Yu e WER(D)

con lo cual se tiene

. 1/p b—a\? . . 1/p
lalbwrcy = (o + Nilf) ™ < ((5) Wil + 1l ) =

b—a\P? 1/p . b—a\? 1/p
(o (5 o 5) s et

lo que junto con (2.29) prueba la equivalencia de las dos normas.
3. Sea u € Wol’p(I) C WHP(I). Por la Proposiciéon 2.4.25, sabemos que existe {w,} C C1(I) que
convergen a u en W5HP(I). Sean entonces u, € VVO1 P(I) definidas por

1

7 ((t—a)wa(0) + (b = t)wn(a)), Viel, Vnel

un(t) = wy(t) —
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Teniendo en cuenta que la convergencia en WP (I) implica la convergencia uniforme y por tanto
la puntual, se deduce que {wy(a)} y {w,(b)} convergen a cero y por tanto la igualdad

up(t) —wy(t) = ~3= a((t —a)wn(b) + (b —t)wy(a)), Vtel

implica facilmente que u, — w, converge a cero en WYP(I), con lo cual u, converge a u en
Lp
Wyt (I). O

Observacion 2.4.24 En el transcurso de la demostracion de la Proposicion 2.4.23 hemos pro-
bado la desigualdad (2.30), que se conoce como la desigualdad de H. Poincaré.

Finalmente veamos una representacion de los elementos del dual de WP (1),

Proposiciéon 2.4.25 Sea f € (W'P(I)), entonces existen ug,u; € LP (I) tales que se tiene la
representacion

(2.31) flw) = /Iu0w+/lu1u'), Yw € WHP(I)

y ademds se tiene la igualdad

/ / l/p/
(2.32) Il wamcyy = (ol ) + lall )

Demostracion: Se denota por X el espacio producto LP(I) x LP(I) dotado de la norma producto:

1/p
(2.33) 1o, 00)llx = (vl + 01150 ) " ¥(oo,01) € LE(T) x LP(D),

y se considera la aplicacion F : w € WHP(I) — F(w) = (w,w) € LP(I) x LP(I). Entonces F
es un isomorfismo isométrico de WP (I) sobre M = F(WP(I)) C LP(I) x LP(I). La aplicaciéon
g (vo,v1) € M — f(F~Y(vg,v1)) € R es una forma lineal continua sobre M. Por el Teorema
de Hahn-Banach se puede prolongar a una forma lineal continua g sobre X tal que ||g]|x = || f]|-
Por el teorema de representacion de Riesz se sabe que existen ug, u; € LY (1) tales que

(2.34) ((vo,v1)) /uovo +/u1v1, Y(vg,v1) € X,
con
- o 1/
(2.35) 19lx = oy un)llx = (luoll?y py + sl )
Es facil ahora ver (2.31) y (2.32). O

2.5. Principios de dualidad para problemas de norma minima

Los problemas de norma minima, i.e. los problemas de distancia de un punto a un conjunto,
en espacios de Hilbert son abordables mediante el Teorema 1.1.10 de la Proyecciéon. En el caso de
un e.n. dichos problemas pueden ser estudiados mediante los denominados teoremas de dualidad
que exponemos a continuaciéon. Estos teoremas son casos particulares del denominado Teorema
de dualidad de Fenchel (ver [12]). Aqui vamos a tratar solamente el caso de distancia de un punto
a un subespacio.

El primer resultado que exponemos es el siguiente
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Teorema 2.5.1 Sean X un e.n., M un subespacio vectorial de X y x € X entonces

(2.36) inf ||z —m|x = max (m ).
meM m'eMt
lm/ll s <1

Sea &' € M* el elemento donde se alcanza el mdzimo del sequndo derecho, si existe & € M el
elemento donde se alcanza el infimo del primer miembro (con lo cual serd un minimo) entonces
x — & y 2 estdn alineados, es decir

(2.37) @,z —2) =& xllz - 2l|x-

Demostracion: Sea

d= inf — :
Jnf flz —mllx
Sime Mym' € M* con ||m/||x <1, entonces
(m’,z) = (m', 2 —m) < [l —m|x,
de donde tomando infimo en el miembro derecho y supremo en el izquierdo, se deduce,

d> sup (m/, x).
m'eM~+
llm || xr <1
Si d = 0, es entonces evidente que se verifica (2.36). Suponemos, pues, que d > 0, o lo que es
equivalente, que 2 no pertenece a M. Para demostrar (2.36) basta probar que existe &' € M+
con ||#'||x <1 tal que (Z/,x) = d. Para ello sea N el espacio generado por x y M, es decir

N={ax+m/acR, me M},

y definamos
firar+me N+— ad € R.

Obsérvese que puesto que x no pertenece a M se verifica que para todo y € N existen a € R,
m € M tnicos tales que y = ax + m y por tanto f estd bien definida, ademés se ve facilmente
que es lineal y que verifica f(x) =d, f(m) = 0 para todo m € M. Se tiene también

f(az +m)| = |ald < |al Hx+ %HX = laz +m|x, VaeR\{0}, Vme M.

Como la desigualdad anterior es también cierta si @ = 0, se deduce que f pertenece a N’ y
| fllnr < 1. Por el Teorema 1.5.1 de Hahn-Banach podemos ahora encontrar ' € X’ tal que
& x = |1fllne <1y 2|y = f. Este 2’ verifica las condiciones deseadas.

Para probar la segunda parte del Teorema, sea & € M el elemento donde se alcanza el minimo
del miembro izquierdo de (2.36) y sea &' € M+ el elemento donde se alcanza el maximo. Se tiene
entonces

|z = 2llx = (&, 2) = (@, 2 - 2) < || xlle - 2lx < [lo - 2|lx,

con lo cual todas las desigualdades anteriores son igualdades y en particular
(@, x— 1) =& xllz — 2 x,

lo que prueba la condicion de alineamiento (2.37). 0
Analogamente al resultado precedente se tiene el siguiente que resulta més interesante a
efectos practicos.
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Teorema 2.5.2 Sean X un e.n., M un subespacio vectorial de X y 2’ € X', entonces

2.38 min |2/ —m/|| = su ' m
(239) Jmin o’ | = sup (', m)
[mllx <1

Ademds, si el supremo en el miembro derecho de (2.38) se alcanza en algin & € M con ||z|| <1
y si ' es donde se alcanza el minimo en el miembro izquierdo entonces ' — &' € X' yi € X
estan alineados i.e.

(2.39) (2 =2/, 2) = ||2" — /|| x[|2 ] x-
Demostracion: Para todo m’ € M+ y m € M con ||m|x < 1 se tiene

(@', m) = (' —m/,m) < ||’ —m||x[mllx < lla" = m||x.
Tomando supremo en el miembro izquierdo e infimo en el derecho se tiene entonces

inf ||z —m/|| > su ' m
ez s ()
llm||x <1

Para terminar la demostracion de (2.38) basta entonces probar la existencia de 2’ € M~ tal que

la" = &'l xr = sup (',m) = || [lar-
meM

Il x <1

Para ello usamos el Teorema de Hahn-Banach y entonces existe 7’ € X’ tal que

~/
7|

/ ~/ /
M:.T‘M, HJJ ”X’:Hx‘MHM"
El elemento &' = 2/ — &’ verifica entonces las condiciones deseadas.
Para demostrar la segunda parte del Teorema sea ahora &’ € M~ el elemento donde se alcanza
el minimo del miembro izquierdo de (2.38) y supongamos que existe & € M con ||Z||x < 1 donde
se alcanza el supremo, entonces

/

lo" = &llxr = (2, 2) = (2 = &/, 2) < [|2" = ¥[|x [ 2] x < [l = 2]l x.

Por tanto todas las desigualdades anteriores son igualdades y en particular se tiene la condicion
de alineamiento (2.39). O

Observacion 2.5.3 Como consecuencia del resultado precedente se concluye que, ante un pro-
blema concreto de norma minima, es interesante plantear éste en el dual de un e.n. conocido, ya
que en ese caso tendremos garantizada la existencia de solucidén al problema.

Como corolario del Teorema 2.5.2, se tiene el siguiente resultado de gran interés en las aplicaciones

Corolario 2.5.4 Sean X e.n., x1, -+ ,x, € X linealmente independientes, y c1,--- ,c, € R.
Supongamos que el conjunto

U={zd'eX /(@ z)=c, i=1,..,n}
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es no vacio. Entonces

n
St el =1

Ademds, si ' € U es un punto donde se alcanza el minimo en el miembro izquierdo de (2.40) y
a=(a1,..,an) € RN tal que Y7 aizily < 1, es un punto donde se alcanza el mdzimo en el
miembro derecho, entonces &' y > | 4;x; estdn alineados, es decir,

n
E a;x;
i—1

Demostracion: El hecho de que el supremo en el miembro derecho de (2.40) se alcanza es conse-

n
(2.41) (@, i) = ||| x
=1

X

cuencia de que el conjunto
n
{a e RN /1D amillx < 1}
i=1
es un compacto de RY, y la aplicacion a € RN +— f(a) = 31" | a;z; es continua en RY.
Por otra parte, como U es no vacio por hipétesis, si fijamos z{, € U, y denotamos por M al
subespacio vectorial de X generado por los z; entonces se tiene U = x(, + M L. con lo que

z f / — z f /! / .
if ll2llxr = f fzo—n]

Por el Teorema 2.5.2, el infimo anterior se alcanza y ademas,

n

min ||z —m/|| = méx (z',m) = max Zaici.
7’2’L/E]\4l meM a; (= R —
Jmllx<1 =t

n . .
[[Zpy eomi| <1

Finalmente, la condicién de alineamiento (2.39) prueba la igualdad (2.41). 0

A fin de poder usar el resultado anterior es conveniente saber que significa la condicion de
alineamiento en algunas situaciones particulares. El primer resultado es bien conocido y por tanto
no incluimos su demostracion.

Proposicion 2.5.5 Sea X un espacio prehilbertiano y sean x1,x2 € X, x1 # 0. Entonces
(2.42) (z1|z2) = ||z1||x]|z2l|x & emiste A >0 tal que x2 = Azy.

La siguiente condicién de alineamiento sigue directamente de las condiciones para la igualdad en
la desigualdad de Holder.

Proposiciéon 2.5.6 Sean Q C RN medible, p € (1,+00), 1/p+1/p' =1, f € LP(Q), y g €
LPI(Q), entonces [ y g estan alineadas, es decir

(2.43) [ swas= ([ |f<z>|f’dx)l/p ([ st dx)w .

sty solo si

F@IN (9@ el P son ) end
e (FE) = (D) o o= KU@PY s s e e

para alguna constante K > 0.
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Finalmente veamos el alineamiento entre funciones integrables y acotadas.

Proposiciéon 2.5.7 Sea Q C RN medible, f € L' (), g € L=(Q), entonces f y g estin alinea-
das, es decir

(2.45) | tade =0y lgll=(o

sty sélo si g y f verifican

(2.46) 9(z) = ||gllL(ysgn f(x) i.e g(z)= Ksgn f(x) cpd x € L,
para alguna constante K > 0.

Demostracion: Supongamos que se verifica (2.45) entonces se tiene

247) gl e = [ afdo < [ loliflde < [ lglmolf1de < o=@l oo
Luego todas las desigualdades deben ser igualdades. Se tendréa por tanto

gf =19l|f| cpd Q2

y por tanto g y f tienen el mismo signo. Ademas se tiene que cumplir

911 f] = llgll oo (@I f] cpd Q

que junto con la condicién de signo implica (2.46).
La demostracién del reciproco es evidente. O



Capitulo 3

OPTIMIZACION DIFERENCIABLE

3.1. Derivacién en los sentidos de Gateaux y Fréchet

En esta secciéon vamos a realizar una breve introducciéon a la teoria de derivacién en e.n..

3.1.1. Definiciones y primeras propiedades

Definicion 3.1.1 Sean X, Y en., U C X abierto, F: U =Y, xg € U, h € X. Diremos que F
es diferenciable en el sentido de R. Gateaux (brevemente, G-diferenciable) en x¢ y en la direccion

h si existe el limite en' Y
F(.%‘(] + Sh) — F(.%’(])

lim .
e—0 g
En este caso se denota
F h) —F
(3.1) SF (o, h) = lim LL¥0 M) = Flao)

e—0 e

y al elemento 0F (xo, h) € Y, asi definido, se le denomina la G-diferencial de F' en el punto xg y
en la direccion h.

Si existe 0F (xg, h) para toda h € X, diremos que F es G-diferenciable en xg, y a la aplicacion
dF (zo) definida por

(3.2) O0F (z9) : h€ X — 0F(xo,h) €Y
la denominaremos la G-diferencial (o diferencial Gateaux) de F en el punto xg.

Observacion 3.1.2 En la definicion precedente no es mecesaria estructura topoldgica para X ;
basta, para que las definiciones tengan sentido, que X sea un espacio vectorial sobre R y que
xg sea un punto interno de U, es decir, tal que dado h € X exista un €9 > 0 tal que para todo
e € (—ep,€0) se tenga xo+ch € U.

Observacion 3.1.3 Es inmediato demostrar que si F' es G-diferenciable en xg entonces la G-

diferencial es homogénea en h, es decir
0F (xzo,ah) = adF(xg,h), YaeR, Vhe X.

Ademds, la aplicacion t — F(xg + th) es continua en t = 0.

42
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Definicion 3.1.4 Sean X, Y e.n., U C X abierto, xo € U, F : U — Y G-diferenciable en xy.
Si aplicacion 0F (xg) pertenece a L(X,Y), entonces se dice que F' es G-derivable en xy y a la
aplicacion 6F (xy) se la denomina la derivada Gateaux (G-derivada) de F' en xy.

Observacion 3.1.5 Es inmediato comprobar que decir que F' es G-derivable en xq es equivalente
a decir que eziste A(xg) € L(X,Y) tal que

F(xo+eh) — F(xg)
£

lim

e—0

— A(zo)h|| =0, VheX,

Y

y en tal caso A(xg) estd determinado univocamente por A(zg) = 0F (xo).

Es evidente que si F' es G-derivable en xg entonces F es G-diferenciable en xg y entonces
F es G-diferenciable en xg en la direccion h. En general, salvo si X =Y =R, no se tienen las
implicaciones contrarias.

Las definiciones precedentes generalizan el concepto de derivada direccional para aplicaciones
de RN en R. Un concepto més restrictivo lo constituye la nocién de derivada en el sentido de M.
Fréchet.

Definicién 3.1.6 Sean X, Y en., U C X abierto, F' : U = Y, xg € U. Diremos que F es
derivable en el sentido de M. Fréchet (o F-derivable) en xq, si existe A(xg) € L(X,Y) tal que

(3.3) i I (@0 + h) — Fxo) — A(zo)hlly

=0.
h—0 |\ Rl x

En tal caso A(xg) es unico (ver la Proposicion 3.1.7), se le denota F'(xq) y se le denomina la
derivada Fréchet (o F-derivada) de F en xy.

Proposicion 3.1.7 Si F' es F-derivable en xq, entonces es G-derivable en xo, 6 F(xg) € L(X,Y),
F'(xg) = 0F(xz0) y F es continua en xg.

Demostracion: Sea h € X \ {0} y A(zo) € L(X,Y) satisfaciendo (3.3), entonces para € # 0 se
tiene

_ |1 F(z0 +eh) — F(z0) — A(wo)(eh)ly
Il x .

0<
y lehllx

H Flag +eh) = Flao)

3

Usando (3.3), podemos pasar al limite cuando € — 0 en la desigualdad precedente para probar

F ~F
A(zo)h = lim L0+ ) = Flao)

e—0 £

de donde se deduce que F' es derivable Gateaux en zg y 0F(z9) = A(xo). En particular, esto
prueba la unicidad de A(x() mencionada anteriormente.
La continuidad de F' en xg se sigue observando que (3.3) implica

(3.4) F(zog+ h) = F(xo) + A(xo)h + ||h]|r(xo, h)

donde
F(:CO —+ h) — F(SL‘()) — A(xo)h

T(:I}o,h) = ”hHX

— 0 en Y, cuando h — 0.
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Ejemplos

1. Es inmediato comprobar que si X e Y son en., A : X — Y es lineal entonces A es
G-diferenciable en todo punto zp de X, con dA(xog) = A. Si ademés A pertenece a L(X,Y),
entonces A es F-derivable en todo punto xg de X.

2. Supongamos X, Y, Z en., a(.,.) : X x Y — Z bilineal, entonces a es G-diferenciable en
todo punto (xg,yo) de X x Y con

0F((xo,v0), (h,k)) = a(xo, k) + a(h,yo), Y (xo,y0),(h, k)€ X x Y.

Si a es continua entonces es F-derivable.
Un concepto de derivada més restrictivo que el de aplicacion F-derivable y que usaremos mas

adelante es el siguiente.

Definicion 3.1.8 Sean X, Y e.n., U C X abierto, F : U — Y, xg € U. Diremos que F es
estrictamente derivable en xg, si existe A(xg) € L(X,Y) verificando que para todo € > 0 existe
un § = d(xp,e) > 0 tal que B(xg,0) C U y

(3.5) ||F(£L‘1) —F(l‘g) —A(ZEO)(ZL‘l —l’g)”y < 6”1’1 —$2HX, V."L‘l,:L‘Q S B(l‘o,&).
En tal caso, F es derivable Fréchet en xo con F'(xg) = A(zo), y escribiremos F € SD(xy).
Observacién 3.1.9 F derivable Fréchet en xo no implica F € SD'(z).

Observacion 3.1.10 Todas las nociones de diferencial y derivada que se han introducido poseen
cardcter lineal en F.

3.1.2. Regla de la cadena

Teorema 3.1.11 (Regla de la cadena) Sean X, Y, Z en., U C X abierto, z9p € U, V C Y
abierto. Consideremos dos aplicaciones ¢ : U — V, ¢ : V. — Z y denotemos yo = (z0),
F=vYoep.

Si ) es F-derivable en yo y ¢ es F-deriwable (respectivamente, G-derivable, G-diferenciable,
G-diferenciable en la direccion h de X ) en xg, entonces F es F-derivable (respectivamente, G-
derivable, G-diferenciable o G-diferenciable en la direccion h de X ) en xq, y se satisface

(3.6) F'(20) = ¢/(y0) © ¢'(x0),

(respectivamente, 0F (z9) = 9'(yo) o dp(xo), dF (xo,h) = ¥ (yo) (dp(z0,h))). Ademds, si ¢ €
SDY(xo) y 1 € SDY(yo), entonces F € SD*(xo).

Demostracion: a) Supongamos que ¢ es G-diferenciable en z( en la direccion h, es decir, que
existe

dp(zop, h) = lim Plro +eh) - go(xo).

e—0 e

Como 1) es derivable Fréchet en yp = ¢(xg), para todo y en un entorno de yo se satisface

¥(y) = $yo) +¢'(y0)(y = yo) + Iy = vollyr(y) con lim r(y) =0,

lo que unido a
lim ¢(x0 + €h) = yo,
e—0
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permite afirmar que si || es suficientemente pequeno entonces

F(xo +¢eh) — F(xo) (o +€h)) — ¥ (wo)

9 9

V' (yo) (p(@o + eh) — yo) + llp(wo + eh) — yolly7(p(z0 + €h))
9

Pero como 9/(yo) € L(X,Y) se tiene

i &' Wo) (o +h) — yo)

e—0 e

— /(g0 (Hm pleo +<h) - y”) — 4/ (30) (B0, 1))

e—0 £

1t 1920 +€h) — yollyr(p(zo + eh))

e—0 g

=0,
ya que, por continuidad, 7(¢(zo + €h)) tiende a cero con ¢, y el cociente

(o + eh) — wolly
€

se mantiene acotado.
b) Supongamos ahora que ¢ y 1 son estrictamente derivables en xy e yp respectivamente.
Consideremos fijado € > 0 y tomemos €1 > 0y €2 > 0 tales que

(3.7) 1| (o)l zov,z) + 211’ (o)l o (x,v) + €182 < €.

Entonces existen 6; > 0y 8 > 0 tales que By = B(z,61) C U, By = B(yg,d2) C V y:

(3.8) (1) — @(x2) — @' (wo) (21 — 22)|ly < erllwr —x2llx  Var,20 € By
(3.9) (1) — ¥ (y2) — ¥ (yo) (1 — w2)llz < e2llyr — w2lly  Yu1,42 € Ba.
Tomemos
) 02
0 = min (51, - ) < 4.
e1 + [|¢'(@o) [l c(x,v)

Sean x1 y w9 € B(xg,0) C By. Por (3.8)

(3.10) lp(z1) = e(z2)lly < (1 + ¢/ (zo)ll ccx vy ller — 22]lx, Va1, 22 € B(o, )
De aqui, por la definicién de &, se deduce o(21), p(22) € Ba. Asi pues
|F (1) — F(x2) — ' (y0) (¢ (z0) (21 — 22)) |l 2 <
< [l (1)) =9 (p(x2)) =1 (o) (p(z1) —p(@2) |2 +]1¥ (o) (p(21) — p(a2) — @' (w0) (21 — 22)) |2 <
< eallp(z1) — o(@2)lly + 19" (o)l v, z)erller — 22l x <

< (e2(e1 + 19 (o)l eexyy) + el (o)l viz)) llen — wallx < eller — 2allx,

y en consecuencia F' = 1) o ¢ pertenece a SD'(xq).
¢) Si ¢ y 1 son derivables Fréchet en xq e y respectivamente, el razonamiento se realiza como
en b) tomando xe = x9 y ©1 = xg + h. La demostracion del resto del Teorema es inmediata. O

Observacion 3.1.12 El Teorema precedente es falso si solamente se supone que 1y es G-derivable.
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Ejemplo. Sean X,Y en., a: X x X — Y bilineal y continua. Vamos a ver que la aplicacion
J : X =Y definida por J(z) = a(z,x) para todo x € X, es F-derivable.

Claramente, J = ao D, con D : X — X x X definida por Dz = (z,x), para todo z € X.
Como D es lineal y continua, entonces D es F-derivable para todo x € X y se tiene

D'(xg)h = Dh = (h,h), VheX.
Ademas, sabemos que a es F-derivable y
d'(z0,90)(h, k) = a(xo, k) +a(h,yo), ¥ (z0,%0), (h, k) € X x Y.
Usando la regla de la cadena, se tendra que J es F-derivable en todo xg € X y se tiene
J' (xo)h = (a0 D) (x0)h = a'(Dxo)D'(x0)h = a' (2, x0)(h, h) = a(zo, h) + a(h, x0).

En particular, si a es simétrica, se tiene J'(zg)h = 2a(zo, h).

3.1.3. Teorema del valor medio

Vamos a tratar ahora de generalizar el Teorema del valor medio al caso de funciones G-
diferenciables. Denotamos a los segmentos que une los puntos x1, zo por

[.%'1,.%'2] = {331 + t(.%'g — :L'l) /t S [O, 1}}, (.%'1,.%'2) = {xl —i—t(.%'Q — 1'1) /t € (0, 1)}
Se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.13 (Valor medio) Sean X un e.n., U C X abierto y x1, x2 dos puntos de U tales
que [z1,22] C U. Se tiene

1. Si F : U — R es G-diferenciable en todos los puntos de [x1,23] en la direccion xo — 1,
entonces eziste xog € (x1,x2) tal que

(3.11) F(.CIJQ)—F(.Z'l) :5F(x0,x2—1‘1)
2.5 Y esun en. y F: U — Y es G-diferenciable en todos los puntos de [x1,x2] en la

direccion xo — x1, entonces existe xg € (x1,x2) tal que

(3.12) [1F(z2) = F(z1)lly < [[0F (20, 22 — 21|y

Demostracion: En el caso 1., se considera ¢(t) = F(x1 +t(z2 — 1)), definida y derivable en todo
el intervalo [0, 1], con derivada

o' (t) = 0F (z1 + t(z2 — 1), 22 — 1).

Aplicando el Teorema del valor medio en R a ¢ se deduce entonces (3.11).
En el caso 2., por el Corolario 1.5.4 de Hahn-Banach, existe y' € Y’ con ||y/|ly: = 1 tal que

(', F(x2) — F(x1))yy = |F(22) — F(21)]ly-

Una vez elegido este ', se define ¢ : [0,1] — R por ¢(t) = (¢, F(z1 + t(ze — x1))) y se observa
que gracias a la regla de la cadena, la derivada de ¢ viene dada por

O'(t) =y, 0F(x1 +t(wg — x1), 2 — x1)), Vtel0,1].



José D. Martin Gomez 47

Aplicando el Teorema del valor medio en R a ¢ se tiene entonces que existe ¢ € (0, 1) verificando
1F(z2) — F(z1)lly = (¢, Fz2) — F(z1))yy = ¢(1) — ¢(0) =

= (Y, 0F (x1 + t(xg — 21), 22 — 1)) < ||/ |y |6F (1 + t(2z2 — x1), w2 — 1) ||y,

lo que junto con ||y'|ly: = 1 prueba (3.12) con x¢ = x1 + t(z2 — 1). O
Como consecuencia del resultado precedente, podemos obtener un criterio de derivabilidad
estricta. Para ello introducimos la definicion.

Definicion 3.1.14 Sean X eY en., U C X un abierto y F : U — Y. Se dice que F' es de clase
1 en U, y se denota F € CY(U,Y), si F' es G-derivable en todo punto xo € U y la aplicacion
xg € U — 6F(x0) € L(X,Y) es continua.

Proposicién 3.1.15 Sean X eY en., U C X abiertoy F: U — Y. Si F € CY(U,Y), entonces
F es estrictamente derivable en todos los puntos de U (y en consecuencia es derivable Fréchet
en todos los puntos de U ).

Demostracion: Sean zg € U y € > 0 fijados. Por hipdtesis, existe § > 0 tal que

Bs = B(x0,0) CU, [|6F(x) = 0F (2o)llzxy) <€ Va € Bs.
Si x1 y o pertenecen a By, entonces [x1,x2] C Bs. Aplicando el Teorema del valor medio a
F — 0F(z0), podemos afirmar la existencia de & € (z1,22) C B; tal que

|F(e2) — F(a1) — 8F (o) (w2 — 1)y < ISF(&) — 8F (o) |z — 1] < ellas — 4.

3.1.4. Derivaciéon de orden superior

Observacion 3.1.16 Si F' : U — Y es derivable Fréchet en todos los puntos de U, podemos
considerar la aplicacion F' definida por

F'izeUr— F(z) € LIX,Y).

Como L(X,Y) es un e.n., se puede hablar del concepto de derivada Fréchet de F'; caso de que
exista dicha derivada en un punto xo € U, la denotaremos (F') (xq) y diremos que F' es dos veces
derivable Fréchet en xy. Evidentemente, en tal caso (F') (zg) € L(X,L(X,Y)), y en consecuencia
es identificable con una aplicacion bilineal continua de X x X — Y que denotaremos F"(x).
Este razonamiento puede ser generalizado a derivadas Fréchet de orden mayor que dos, y da lugar
a un Cdlculo diferencial para derivadas Fréchet. Nosotros nos vamos a contentar con algo mds
modesto.

Definicion 3.1.17 Sean X e Y en., U C X abierto y F : U — Y. Dados xg € U y h € X,
se dice que F' es dos veces G-diferenciable en xg en la direccion h, si existe eg > 0 tal que F

es G-diferenciable en la direccion h en todo punto de la forma xo + ch con |e| < eg, y existe
82F (x0, h, h) definido como el limite

(3.13) §2F (0, h, h) = lim OF (zg + eh, h) — 0F (o, h).

e—0 3

Al elemento §F?%(x0,h,h) € Y asi definido lo denominaremos la G-diferencial sequnda de F en
el punto xq en la direccion h.
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Ejemplo Si X,Y son e.n., a(.,.) : X x X — Y es una forma bilineal simétrica y definimos J por
J(x) = a(z, ), entonces es facil comprobar que

62F(zo,h,h) = 2a(h,h) VheX.

Observacién 3.1.18 Estd claro que si para ciertos xg € U yh € X ewiste §2J(xq, h, h), entonces
existe 02F(xg, ah, ah) para todo o € R y se verifica

62F (g, ah, ah) = o8> F(xq, h, h).

Observacion 3.1.19 En el caso en que el espacio de llegada es R, caso de que existan, es fdcil
comprobar a partir de las definiciones que

2

d d
0F (zo,h) = dng(LL’o + Eh)|€:0 (52F(1Z0, h,h) = TEQF(%() + €h)|€:0.

Utilizando esta observacién, la férmula de Taylor para funciones reales de variable real y la
existencia, por el Corolario 1.5.4, de un elemento ' € Y’ con ||y/|lys = 1 alineado con un
elemento dado en Y, es facil demostrar el siguiente resultado

Teorema 3.1.20 Sean X, Y en., U C X abierto y F : U — Y. Supongamos dados x1,xe € U
tales que [x1,x2] C U, y F es dos veces G-diferenciable en todo punto de [x1,x2] en la direccion
To — x1. Entonces

1. SiY =R, existe xg € (x1,x2) tal que

1
(3.14) F(xg) = F(ZL’l) + 5F($1,£L’2 — $1) + 552F(x0, T9 — X1,T2 — 1'1).

2. Si'Y no es necesariamente R, existe xog € (x1,x2) tal que

1
(3.15) |F(xz2) — F(x1) — 0F (21,22 — 1) ||y < §||52F(:1:0,$2 —x1,x9 — 1)y

3.2. Derivaciéon y convexidad

Vamos ahora a mostrar como se puede aplicar la G-diferenciabilidad para estudiar la conve-
xidad de una funcién

Proposicion 3.2.1 Sea X un e.n., U C X abierto, convexo y F : U — R. Supongamos que
para todo par de puntos x1 y xo del abierto U existe la G-diferencial 0F (x1,x9 — x1). Entonces
se tiene

1. F es convexa si y solo si se verifica

(3.16) F(x9) — F(x1) > 0F (21,22 —x1) Vai,29 € U.

2. F es estrictamente convexa si y solo si se verifica

(3.17) F(x9) — F(x1) > 0F (1,29 —x1) Vay,29 € U, 21 # 22.
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Demostracion: Supongamos primero F' convexa, entonces dado ¢ € (0,1), se tiene

F(z1+e(xe —x1)) — F(21) < eF(z2) + (1 —¢e)F(x1) — F(x1)

= F(xg) — F(x1).

. 6 (z2) — F(x1)

La demostracion de (3.16) se sigue entonces sin mas que tomar el limite cuando ¢ tiende a cero.
Reciprocamente, si se satisface (3.16), entonces para todo par x1,z2 € U y todo « € [0, 1] se

tiene:

F(z1) > F(x1 + a(xe — 1)) + 0F (21 + a(z2 — x1), —a(x2 — 1))

F(x9) > F(x1 + a(ze — 1)) + 0F (21 + a(xe — x1), (1 — ) (2 — x1)).

Por la homogeneidad de la G-diferencial en la variable h, multiplicando la primera de las dos
desigualdades por 1 — «, la segunda por a y sumando, se prueba

Flari 4+ (1 — a)xs) < aF(r1) + (1 — a)F(x2)

y por tanto F' es convexa. El argumento anterior sirve también para probar que (3.17) implica
la convexidad estricta de F'.

Para probar el reciproco, supongamos F' estrictamente convexa. Como en particular F' es
convexa, se tendra por tanto (3.16). Si ahora x1,z9 € U x1 # 22 y o € (0,1) entonces, por el
caracter estrictamente convexo de F' se tiene

F(z1 + a(ze — x1)) — F(x1) _ 0F (21, a(z2 — x1))

F(x2) = F(x1) > " > . = §F(x1, 0 — 71).

O

Proposicion 3.2.2 En las hipdtesis de la Proposicion 3.2.1 con F' G-diferenciable en [x1, 2] y
en la direccion ro — x1. F' es convexa si y solo st

(318) 5F($2,CE2*$1)*6F(.’E1,.T2*331) >0, Vazi,z9€U.
Demostracion: De (3.16) se tiene
F(xg) — F(x1) > 0F (21,22 — 1)

F(l’l) — F(iL’Q) Z (5F($2,.Z’1 — .1‘2).

Sumando estas desigualdades y teniendo en cuenta la homogeneidad de la G-diferencial en la
direccion se obtiene (3.18).

Sean x1,x9 € U y consideremos la funcion ¢(t) = F(x1 + t(x2 — x1)). Por las hipotesis, ¢ es
derivable en [0,1] y ¢/(t) = 0F (z1 + t(xe — x1), 22 — 21).

Sea ahora 0 < s <t <1y llevamos x5 = 1 + s(xa —x1) y ¢ = x1 + t(xa — 1) a (3.18) en
lugar de 1 y x2. Se obtiene:

OF (x4, (t — 8)(x2 — x1)) = OF (x5, (t — s)(x2 — 1)),

dividiendo por t — s se deduce ¢'(t) > ¢'(s), i.e. ¢’ es creciente luego, por calculo elemental, ¢
(

>
es convexa y por tanto p(a) < ap(l) + (1 — a)¢(0) i.e. F es convexa. 0
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Proposicion 3.2.3 Sean X un en., U C X abierto, convexo y F : U — R. Supongamos que
existe la G-diferencial sequnda 6*F(x1,z2 — 21,72 — 1) para todo par de puntos x1, x2 de U,
entonces se tiene

1. F es convexa si y solo si se verifica

(3.19) 52F(x1,x2 —x1,x9—x1) >0, Vi, xe €U.

2. Si se verifica
(3.20) 52F(x1,x2 —x1,x9—x1) >0, Vi, xe €U.
entonces F' es estrictamente convexa.

Demostracion: Gracias a la Proposicion 3.2.1, a (3.14) y a

PR s = o - o0) = °F (6 -2 =T 0y g, L=, )

2
ro — X
= MézF(g’:UQ - £7x2 - 5)7
1€ — 2%

esta claro que (3.19) y (3.20) implican la convexidad y la convexidad estricta respectivamente de
F.

Para terminar la demostracion basta probar que si F' es convexa entonces se verifica (3.19).
Para ello sean z1, 29 € U con x1 # x2 (el caso x1 = x4 es trivial). Como F' es convexa entonces
se verifica (3.18) luego reemplazamos x5 por x; + t(x2 — 1), para cada t € (0, 1), y se tiene

5F(.%'1 + t(:BQ — xl),t(l'z — .1‘1)) — (5F($1,t($2 — .1‘1)) > 0.

Dividiendo por t?, teniendo en cuenta la homogeneidad de la G-diferencial en la direccion, y
haciendo tender ¢ a cero se obtiene (3.19). 0

Observacion 3.2.4 Si F' es estrictamente conveza, no tiene por qué verificarse (3.20), basta
por ejemplo con considerar la aplicacion F : R — R definida por F(t) = t* para todo t € R, la
cual es estrictamente convexa y sin embargo F”(0) = 0.

Ejemplo Si X es un e.n., a(.,.) : X x X — R es una forma bilineal simétrica y definimos J por
J(x) = a(z, ), usando el resultado anterior se tiene que J es convexa si y solo si es semidefinida
positiva y que si a es definida positiva entonces J es estrictamente convexa. De hecho en este
caso, se tiene que J es estrictamente convexa si y so6lo si a es definida positiva ya que si existe
h # 0 con a(h,h) = 0, entonces para todo « € (0, 1) se tiene

J(@0 + (1 —a)h) = (1 — a)?a(h,h) = 0= aJ(0) + (1 — @) J(h).

3.3. Teoremas de la funcién inversa y de la funcién implicita

Para terminar con esta introduccién a la teoria de derivaciéon en e.n. veamos ahora un Teo-
rema de la funcién inversa de gran generalidad, que nos servird mas adelante para obtener una
generalizacion del Teorema de los multiplicadores de J.L. Lagrange en el caso de espacios de
Banach
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Teorema 3.3.1 (Teorema de L.A. Liusternik de la funcion inversa ) Sean X, Y dos espacios de
Banach, U C X abierto, xo € U, y F : U =Y tal que F € SD(xg) y F'(x0) sea sobreyectiva.
Entonces existen dos nimeros rg > 0 y K > 0 tales que para todo y e]_f} (F(x0),7m0)) existex € U
con

(3.21) F(z)=vy, |lv—xollx < Kly— F(xo)lly

Demostracion: Suponemos, sin pérdida de generalidad, que zyp = 0 y F(z9) = 0 (bastaria con
reemplazar F' por la funcion G definida por G(x) = F(xzg + x) — F(x0)). Para simplificar la
notacion, denotaremos A = F’(0). Como A es sobreyectiva, por el Teorema 1.5.8, del inverso a
la derecha de Banach, sabemos que existe C' > 0 y una aplicacion M : Y — X tal que para todo
y €Y se tiene

AM(y)) =y, [M(y)lx < Cllyllx,

(se dice que M es un inverso a la derecha de A). Como por hipotesis F € SD'(0), podemos
afirmar la existencia de un 71 > 0 tal que B(0,71) C U, y

1 _
(3.22) HF(ml) — F(JJQ) — A(l’l — .%‘Q)Hy < %Hxl — .%'QHX V:L'l, T € B(O,T’l).
Tomemos
r1
rg = —.
07 2C

Fijado y €B (0, 79) definamos
x0=0, Zpt1=xp+M(y—F(z,)) ¥n>D0.

En primer lugar, vamos a demostrar por induccién que, con esta formula, los elementos x,, € X

que se obtienen verifican
(3.23) lznllx < 2C|lylly, VneN

con lo que en particular, z, € B(0,r1) C U. De ahi que tenga sentido F(z,) y por tanto que
exista x,41, es decir la sucesion {z,} estara bien definida.

Vamos a probar la condicion (3.23) por induccion. Claramente, la condiciéon se verifica para
xo. Para x1, se tiene también x; = M(y) y por tanto ||z1]|x < C|ly|ly < 2C||y||y. Sea entonces
n > 1y supongamos ||zg||x < 2C|y|ly para k =0,1,...,n. En tal caso se tiene

Tpy1 — & = M(y = F(zn)) = |[tnt1 = zallx < Clly = F(aa)lly

Ty — Tn—1 =My — F(an_1)) = y=F(xn_1) — Alxn_1 — Tn),
con lo que, por (3.22), se obtiene
1
[Zn41 — znllx < CIF(2n-1) = F(zn) — A(@p-1 — zn)[ly < iuxn — Tn-1|x-

En consecuencia ||,41 — 2|/ x < 55[/z1]ly, ¥ por tanto

1
(3.24) 2nsallx < ( n

on T gn 1 + .+ 1> lz1llx <2C|yllx-
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Ademas, del razonamiento precedente, se tiene que si m > n entonces

1 1

|Tm — znllx < <2m1 + ..+ Qn) |lzillx =0

si m y n tienden a infinito. En consecuencia, la sucesion {z,} asi construida es de Cauchy vy,
como X es completo, podemos afirmar que existe x € X tal que

lim z, =z, con ||z|x <2C|yly-
n—oo
Finalmente, de la igualdad z,4+1 = @, + M (y — F(zy,)) se tiene
Axpy1 = Azp +y — F(xn)a

con lo que
y= lim F(x,),
n—oo
pero como ||z||x < 2C|y|ly < 71, se deduce de (3.22)

1E(zn) = F(@)lly <|[F(2n) = F(2) = A(zn — 2)|ly + |Allzx v llon — 2l x <

1
< (55 + 4l ) llon = ol

con lo que
lim F(z,) = Fz),
lo que junto con (3.23) prueba el Teorema. 0

En el Teorema precedente, a causa de la debilidad en las hipétesis, la afirmacién final que
se obtiene dista bastante del Teorema clasico de la funcién inversa. Bajo hipétesis mas fuer-
tes y usando el Teorema de Liusternik se puede obtener el siguiente teorema que damos sin
demostracién.

Teorema 3.3.2 Sean X, Y dos espacios de Banach, U C X abierto, xo € U y F € CY(U,Y) tal
que F'(x) sea biyectiva. Entonces existe € > 0 tal que B(xg,e) C U, el conjunto V- = F(B(yo, 5))
es un entorno abierto de F'(xq), y se tiene

1. F es biyectiva de B(zg,e) en V.

2. La aplicacion F~' : V — B(xg,¢) es de clase 1 y verifica
_ _ ~1
(F~ () = (F'(F '), YyeV

Se puede también probar la siguiente version del Teorema de la funcioén implicita

Teorema 3.3.3 Sean X, Y, Z tres espacios de Banach, con U C X xX Y abierto, (xo,y0) € U.
Supongamos F € CY(U, Z) tal que la derivada de la aplicacion F(xo,-) : Y — Z (derivada
parcial) en yo sea biyectiva de'Y sobre Z, y sea zg = F(xo,y0), entonces existen ro > 0, r; > 0
y ¢ € CH(B(zo,70), B(yo,m1)) tales que

1. p(x0) = yo,
2. F(x,p(x)) = 29, para todo x € B(xg,r0),

3. 8i (w,y) € B(wo,r0) x B(yo,m1) y F(x,y) = 20 entonces y = ().
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3.4. Condiciones necesarias de extremo no condicionado.

Usando la derivacién en e.n., vamos ahora a obtener algunas condiciones necesarias y sufi-
cientes que debe verificar un punto en el cual se alcanza el minimo de una funcién. Comenzamos
recordando parte de la siguiente definicion 2.1.1.

Definicion 3.4.1 Sean X un e.n. y U un subconjunto de X. Diremos que en & € U se alcanza
un minimo local de f en U si existe € > 0 tal que

£(&) < f(z) Yo eUn B(ie).

Evidentemente todo minimo global de f en U, es minimo local. El siguiente resultado muestra
que de hecho, en el caso de funcionales convexos ambos conceptos de minimo son equivalentes

Proposicion 3.4.2 Sean X un e.n., U C X convexo y f : U — R convexa. En estas condiciones
f alcanza minimo global en & € U si y solo si alcanza minimo local en .

Demostracion: Supongamos que f alcanza minimo local en & € U, y consideremos fijado € > 0
tal que f(z) < f(x) Yz eUnB(z,e).

Por la convexidad de U, dado = € U, se tiene que para todo o € (0,1), &+ a(x — ) pertenece
a U. Ademas, si «v es suficientemente pequeno, se tiene ||a(z — Z)|| < € y por tanto & + a(r — &)
pertenece a B(Z,¢). Para dicho a se tendra por tanto

f@) < f@+alz-1) <(1-a)f(#)+ af(z),

lo que implica f(z) < f(x) para todo x € U. O
Si f no es convexa, el resultado anterior es en general falso, sin embargo como todo minimo

global también lo es local, un paso para encontrar los minimos globales consiste en buscar los

minimos locales. De manera analoga al caso de funciones reales de variable real, se tiene

Teorema 3.4.3 Sean X un e.n., U C X con Zf{;é 0y f:U— R dados. En estas condiciones se
tiene

a) Si f alcanza un minimo local en & GZf{ y f es G-diferenciable en &, entonces

(3.25) d0f(z,h) =0, VheX.

b) Sill es convexo y f es convexa en U y G-diferenciable en un punto & EZ;){, entonces f alcanca
un minimo global en T si y sdlo si satisface (3.25).

Demostracion: Para probar a), consideremos h € X fijado. Sabemos que existe g > 0 tal que
para todo € con || < g se satisface f(Z) < f(& + €h), con lo cual

f(@+eh)— f(&) >0 Ve tal que 0 < |g| < ep.

Dividiendo por ¢ en la desigualdad anterior y tomando limite cuando ¢ — 0 se prueba ¢ f(zZ, h) > 0
y 0f(&,h) <0, con lo cual se deduce (3.25).
Para probar el apartado b), basta observar que si & € U satisface (3.25) entonces gracias a
(3.16) se tiene
flx) = f(@)+6f(2,z—2) = f(2) Vzel.

Observando la demostracién anterior, introducimos la definiciéon
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Definicion 3.4.4 Sea x € U, un h € X no nulo, se dice que es una direccion admisible en x
para el conjunto U si existe g > 0 tal que para todo € con |e| < g¢ se satisface x +eh € U.
Al conjunto de direcciones admisibles lo denotamos por Dgq(x,U).

Entonces se tiene:

Corolario 3.4.5 Sean X un en., U C X y f: U — R dados. Si f alcanza un minimo local en
el y f es G-diferenciable en & y en cualquier direccion de Dqq(&,U), entonces

(3.26) §f(&,h) =0, Vhe Du(z,U).

En el caso U convexo, el resultado anterior se puede mejorar de la siguiente forma.
Supongamos X un espacio vectorial (no necesariamente normado), 4 C X un subconjunto
convexo no vacio de X y f : Y — R una funcién dada. Bajo estas condiciones, fijados dos puntos
Z y x en U, sabemos que para todo € € (0, 1] se satisface que & + e(z — Z) pertenece a U, y en
consecuencia esta definido el cociente
f@+e(x—2)) - f(2)

3

Por tanto tiene sentido la siguiente definicion.

Definicion 3.4.6 En las condiciones anteriores, si existe

i J00 42— ) — @)
e—0t €

se dice que f es G-diferenciable por la derecha en &, en la direccion x — T, y se denota al limite
anterior por 6T f(2,x — T).

Con esta definicion, razonando como en el Teorema 3.4.3 es facil probar el siguiente resultado

Teorema 3.4.7 Sean X un espacio vectorial, U C X convexo no vacio y f :U — R. Bajo estas
condiciones, se tiene

a) Si f alcanza un minimo local en & € U y f es G-diferenciable por la derecha en T, entonces
(3.27) §Tf(E,x—2)>0 Vaecl.

b) Si f es convexa y G-diferenciable por la derecha en & € U, entonces f alcanza un minimo
global en & si y sdlo si satisface (3.27).

Observacion 3.4.8 Se puede introducir de forma natural el concepto de direccion admisible
lateral en x para el conjunto U y generalizar la parte a) del anterior Teorema en el sentido del
Corolario 3.4.5.

En el caso de funciones dos veces diferenciables se tiene también la siguiente condicién suficiente
de minimo local.

Teorema 3.4.9 Sean X un en., U C X, y f : U — R dada. Supongamos que f alcanza un

o
minimo local en T €U, y que f es dos veces G-diferenciable en & en la direccion h. Entonces, se
verifica

(3.28) 82f(&,h,h) >0

(y por (3.25), 6f(z,h) =0).
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Demostracion: Basta considerar la funcion ¢ definida en un entorno de 0 € R por ¢(t) = f(z+th)
y observar que ¢'(0) = §f(&,h), ©"(0) = 62f (&, h,h) y que ¢ alcanza minimo local en t = 0. O

Observacion 3.4.10 Andlogamente al caso de funciones de variable real, se pueden también
conseguir condiciones suficientes de minimo local usando derivadas sequndas, pero para ello hay
que considerar la deriwada sequnda en el sentido Fréchet, la cual no hemos estudiado.

3.5. Problemas con restricciones

3.5.1. Multiplicadores de Lagrange

En muchas situaciones, el conjunto U de las restricciones de un problema de minimos se
escribe de la forma

U={zc0/G)=0},

con O C X un conjunto abierto que se conoce de manera explicita, y G una aplicaciéon definida
sobre O con valores en un e.n. Y, aplicacion que define de manera implicita el resto de las
restricciones del problema. En tal caso escribimos el problema en la forma

(3.29) inf{f(x)/xz €0, G(z)=0}

En el caso en que los espacios X y Y son de dimensién finita, es bien conocido que se verifica el
Teorema de los multiplicadores de Lagrange. En el presente tema vamos a ver una generalizaciéon
de este resultado al caso de e.n.. Se tiene

Teorema 3.5.1 (Teorema de multiplicadores de Lagrange) Sean X, Y dos espacios de Banach,
O C X un conjunto abierto, f : O - R, G: O — Y. Denotemos

U={xecO/G(x)=0}

y supongamos que en T € U se alcanza un minimo local de f en U. Si f y G son estrictamente
derivables en T y R(G'(2)) = G'(2)(X) es cerrado en' Y, entonces existen \g € R,y € Y tales

que (Mo,y’) # (0,0) y

(3.30) MNf (@) +y oG'(2) =0, en X’

o lo que es equivalente

(3.31) M(f'(2),h)x x + ', G'(&)h)yy =0, VheX.

Ademds, si G'() es sobreyectiva, entonces \g # 0 y se puede en consecuencia tomar \g = 1.

Demostracion: En el caso en que R(G'(Z)) esta estrictamente contenido en Y, la demostra-
cion es bastante simple. Como por hipotesis este espacio es cerrado, sabemos que existe 3’ €
[R(G’(i))]L, no nulo. Es decir ' satisface

(y,G'(&)h)y'y =0, VhelX.

Tomando entonces \g = 0 se tiene (3.30).
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Consideremos ahora el caso en que G'(Z) es sobreyectivo. Vamos a probar que en este caso
se verifica la siguiente condicion (que en algunos casos puede ser importante por si misma)

(3.32) N(G'(3)) € N(f'(@).

Razonamos por reduccion al absurdo. Supongamos hy € N (G’(i“)), el cual no pertenece a
N (f'(2)). Sea entonces H : O — R x Y definida por H(z) = (f(z),G(x)), para todo = € O.
Facilmente se puede ver que H es estrictamente derivable en Z, y su derivada viene dada
por H'(#) = (f'(#),G'(&)). Ademas se puede probar que H' es sobreyectiva, para ello sea
(t,k) € R x Y arbitrario. Como G’(Z es sobreyectivo, existe h € X tal que G'(2)h = k. Un

simple calculo prueba entonces

' t—(f'(2),h)x x B
H(®) <h TP ho)xx h°) =&

y por tanto H es sobreyectiva. Al ser H(Z) = (f(2),0), podemos afirmar, por el Teorema 3.3.1,

de la funcién inversa de Liusternik, que existen dos nimeros g > 0y K > 0 tales que para todo
e € (0,79) existe z. € O verificando

H(ze) = (f(#) —€,0), |l — 2llx < Ke.

En consecuencia, en todo entorno de & existe un punto de U donde f toma un valor estrictamente
menor que f(&), en contradiccion con el hecho de que en Z se alcanza un minimo local de f en
U. Esto prueba (3.32).

Sea ahora y' : Y — R definida por

y' (k) =—(f"(&),h)x x, VheX tal que G'(£)h=k, Vk €Y.

La aplicacion y' estd bien definida debido a que G'(Z) es sobreyectiva y al hecho de que si
hi,he € X son tales que G'(£)hy = G'(Z)he = k, para k € X. Entonces hy — hg pertenece
al nicleo de G'(Z) y por tanto, gracias a (3.32) se tiene —(f(2), ) x' x = —(f' (&), h2)x' x.
Facilmente se prueba que 3’ es lineal. Veamos también que es continua y por tanto un elemento
de Y’. Para ello usamos que por el Teorema 1.5.8 del inverso a la derecha de Banach, existe
C > 0 verificando que para todo k € Y existe h € X con G'(2)h =k, ||h||x < C||k|ly. Tomando
este h se tiene entonces

' (B)] = [{f'(2), hyxo x| < IF'@)xelIbllx < (1F/ @) | x CllElly

lo que al ser ¢/ lineal implica su continuidad. Teniendo en cuenta que por definiciéon y’ satisface
y' o G'(2) = —f'(2) se deduce ahora (3.30) con \g = 1. 0

Observacion 3.5.2 La condicion (3.30) o (3.31) del Teorema se obtiene introduciendo el la-

grangiano asociado definido por

L(x;X0,y") = Mo f (@) + (v, G(x))yy
e igualando a cero la derivada de éste respecto a x y manteniendo fijo (Ao, y').

En las aplicaciones que veremos en el curso (especialmente en el caso de problemas del Célculo
de Variaciones), aunque el espacio X es de dimension infinita, el espacio Y es finito dimensional.
Teniendo en cuenta que en R™ todo subespacio vectorial es cerrado asi como el hecho de que el
dual de R” se identifica con el propio R" es inmediato entonces el siguiente resultado.
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Corolario 3.5.3 Sean X un espacio de Banach, O C X un conjunto abierto, z € O, f : O — R,
g1, s gm : O = Ry supongamos que f, g1, - , gn Son estrictamente derivables en &. Denotemos

U={zeO/gi(x)=0, 1 <i<n}.

St en & se alcanza un minimo local de f en U, entonces existen Mg, A1, -+, An € R no todos nulos
tales que

(3.33) Xof' (&) + Z Nigh (2

A los nimeros Ay, A1, ---, An, se le denominan los multiplicadores de Lagrange del problema. Si los

vectores gi(Z) son linealmente independientes, entonces Ao es no nulo y se puede tomar Ao = 1.

Observacion 3.5.4 Como en la Observacion 3.5.2 la condicion (3.33) se obtiene introduciendo
el lagrangiano asociado definido por

L300, A1, 3 An) = Aof () + ZAzgz
e igualando a cero la derivada de éste respecto a x y manteniendo fijo A;.

3.5.2. Teorema de H-W. Kuhn- A.W. Tucker

En el Teorema 3.5.1, de los multiplicadores de Lagrange, hemos considerado restricciones de
tipo igualdad. En numerosas ocasiones hay que considerar restricciones de tipo desigualdad. En
el caso convexo, un resultado de gran interés en esta direccion es el teorema siguiente.

Teorema 3.5.5 (Teorema de Kuhn-Tucker). Sean X wun espacio vectorial, K C X convexo,
f: K — R convexa, g1, ,gn : K — R convexas, hi, -+, hy : X — R afines. Definiendo U por

U={zeK/gi(z) <0, 1<i<n, hj(z)=0, 1 <j<m},
y suponemos que existe T € U, solucion del problema
(3.34) min{f(z)/x e U}.

Entonces, existen \; >0, 0 < i <n, pu; € R, 1 < j < m, no todos nulos, tales que \jg;(&) =0,
1<i<nya es solucion del problema

(3.35) min{L(z; Ao, A1,y Ay 1,0+ 5 i) /T € K}

con L(x5 X0, A1, w3 Ay i1, -+ 5 pim) = Ao f () + 220 Aigi(@) + 2270, pihyi ().

Supongamos ademds que se verifica la condicion siguiente (condicion de Slater):

Todas las restricciones son de desigualdad (es decir no aparecen las funciones h;) y para todo
i€{l,---,n} existe z;, € U verificando g;(x;,) < 0,. Entonces Ao # 0.

Reciprocamente, supongamos que existen & € U, Ay, -+ ;A >0, p1,-++, un € R tales que
Xigi(2)=0,1<i<nyi es solucion del problema

min{L(z; L, A1, Ay i1, -+, i) /& € K}

Entonces & es solucion de (3.34).
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Demostracion: La demostraciéon usa el siguiente resultado de separaciéon de convexos que es una
consecuencia inmediata del Corolario 1.5.6. Dado C' € R convexo, (71,--- ,7n) € RV \ C, existe
(A1, -+, An) € RV {0}, tal que

N N
Z)\Z"ﬂ‘SZ)\iTi, V(Tl,”-,TN)EC.
i=1 =1

a) Comenzamos suponiendo g;(#) =0, i € {1,--- ,n}. Definimos entonces C' C R**™+! por
C= {(7—07 T :Tn—i-m) € Rn+m+1/ dz € K con

f(z) <79, gilx) <7, 1 <0<, hj(x) =Tpej, 1 < j<m}.

Fécilmente se prueba que este conjunto es convexo. Ademas gracias a que & es solucion de (3.34),
se deduce que el punto

(@) 01(@). - . gn(@), I (&), hn(@)) = (£(2),0,-- ,0)

no pertenece a C. Existen por tanto Ag,- -, An, 41, -+ , Un € R no todos nulos tales que
n m n m

(3.36)  Aof(&)+ D Nigi(®) + > pihi (@) <D Nimi+ Y piTars, V(70,7 Tagm) € C.
i=1 j=1 i=0 j=1

Sea por otra parte C' definido por

C={(r0," " ,Tn+m) € R"™H! /33 € K con

f(@) <70, gi(z) <7, 1<i<n, hj(z) =Tpey, 1 <j<mb

Entonces para todo (19, ,Tntm) € C y para todo 6 > 0, se tiene que el elemento (19 +
8,71,y Tntm) € C. Sustituyendo este elemento en (3.36) y tomando limite cuando J tiende a
cero se deduce que (3.36) es cierto para todo (70, -+ , Tnim) € C.

Dado z € K, y teniendo en cuenta que (f(x),g1(x), - ,gn(z), h1(z), -, hm(z)) € C se
deduce entonces que & es solucion de (3.35).

Dado i € {0,--- ,n} y definiendo e’ = (¢}, - - , €, ,,) € R™™ ! por

eb=1sil=1i, e =0sil+#i,
y tomando en (3.36)
(7-0,... aTner) — (f(:i'),o, 70)_|_€’L GC,

se deduce \; > 0, i € {0,---,n}. Como estamos suponiendo g;(&) = 0, esta claro también que se
tiene \;g;(Z) = 0 parai € {1,--- ,n}. Esto prueba el resultado cuando g;(#) =0, € {1,--- ,n}.

b) Supongamos ahora el caso general y sea I = {iy,---,4 /i1 < --- < 4}, el conjunto de
indices de {1,--- ,n}, en los cuales la desigualdad g¢;(Z) < 0 es estricta. Consideramos ahora el

conjunto de restricciones:
U ={ze K/g(@) <0, i ¢ 1 hj2) =0, je {1, ,m}},
y veamos que & es soluciéon del problema

(3.37) min{f() /x € U},
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Sea = € U*. Entonces, para todo € € (0,1), también se tiene g;(& +e(x — 2)) < 0, ¢ & I,
hj(@+e(x—2))=0,j5€{l,---,m}. Ademas, si i € I, se tiene

9i(Z +e(x—2)) <(1-¢)gi(®) +egi(z) < (1 —¢) I?g}(gk(i") + Erggfgk(:r)-

Como méaxger gx(Z) < 0, se deduce, que si € > 0 es suficientemente pequeno, entonces g;(Z +
e(x—1)) <0,1 €1, es decir &+ (1 — &)z pertenece a U, se tiene entonces

f@) < f@+e(x—2) <(1-e)f(@)+ef(z),

de donde se deduce f(z) < f(x), luego Z es soluciéon del problema (3.37).

Aplicando el resultado ya probado a este problema, deducimos la existencia de Ao, Ai;, -+, Ay,
{1, , lm en las condiciones del Teorema aplicado a (3.37). Tomando A\; = 0 si @ € I, es facil
ver que se cumplen todas las condiciones del Teorema.

Supongamos ahora que se verifica la condicién de Slater. Tenemos que probar A\g # 0. Por
reduccion al absurdo, supongamos Ao = 0, sabemos entonces que debe existir ig € {1,--- ,n} tal
que \;, # 0. Dado este 4, consideremos z;, € U tal que g;,(x;,) < 0. Usando que en & se alcanza
el minimo que aparece en (3.35), A; > 0y \jgi(Z) =0, € {1,--- ,n}, se tendré entonces

0= Z)‘igi(i) < Z )‘igi(xio) < /\iogio (331’0) <0,
=1 i=1

lo que da la contradiccién.

Para terminar supongamos ahora & € U tal que existen A\;, i € {0,--- ,n}, p;, j € {1,--- ,m}
en las condiciones del Teorema con A\g = 1. Dado = € U, y usando las propiedades de los A; y
fj, se tiene entonces

F@) = @)+ Xgi(@) + > pihi(@) < f(z) + > Nigi(e) + Y pihi(z) < f(x).
i=1 i=1 i=1 i=1
Esto prueba por tanto que & es solucion de (3.34). a
Observacién 3.5.6 Si en el Teorema anterior existen

(5+f(i',$—(i'), 5+gi(i‘7w—§;)a 2‘6{17"' 7n}7 Ve e K

(la existencia de §Thj(Z,z — &), j € {1,--- ,m} se verifica siempre ya que son afines), entonces,
usando el Teorema 3.4.7, se tiene que decir que & es solucion de (3.35) es equivalente a

n m
MO (&, — &)+ Y NibTgi(d,w — &) + > padThi(d, @ — &) >0,
i=1 i=1
Observacion 3.5.7 Para el estudio de un problema de minimizacion con infinitas restricciones:

(3.38) min{ f(x) / G(x) < 0},

donde f es definida sobre un espacio vectorial X y G es una aplicacion de X en un e.n. Z puede
consultarse por ejemplo el libro de D. Luenberger.



Capitulo 4

ELEMENTOS DEL CALCULO DE
VARIACIONES

Como aplicacion de los resultados expuestos vamos ahora a realizar una pequeiia introduccion
a los problemas del Célculo de Variaciones clasico. El Calculo de Variaciones constituye la primera
fuente historica de problemas de extremos planteados en espacios de dimension infinita (espacios
de funciones).

4.1. Ejemplos clasicos

Son ejemplos clésicos de este tipo de problemas:
a) Hallar la curva plana de clase C'! que da la menor distancia a dos puntos dados (zg, yo) ¥
(21,y1) del plano (problema de respuesta bien conocida), el cual se formula

min { / " TTR@ d g € Clao, 2], y(a0) = o, y(a1) = yl} |

b) Hallar la curva plana de clase C'' que une dos puntos dados (zg,%0) v (21, y1) del plano,
y que al girar alrededor del eje OX engendra una superficie de area minima, el cual se formula

min {/3?1 y(x)\/1 4 92(x) dz [y € CYzo, 21], y(xo) = Yo, y(x1) = yl} )

0

c¢) Problema de la braquistocrona.- Hallar la curva plana de clase C! que une dos puntos
dados Py = (x0,y0) y P1 = (x1,y1) y que produce la caida de Py a P, bajo la sola acciéon de la
gravedad, en el menor tiempo posible.

De la igualdad de energias
1

mgyo = mgy(t) + lev\Q(t)

se obtiene (v = (1,7))

T P 1 -2
T_/ ﬁ—/ de _ L9 0
0 p [0l Jae V29(yo — y(2))

Por consiguiente, el problema se formula

) 1 14+ 9% (x
mm{ @ gy 1y e Mo, yizo) = vo. y<x1>:y1}

z V/29(yo — y(x))

60
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d) El problema de la reina Dido.- Hallar la curva plana de clase C' que une dos puntos dados
(0,0) y (x1,0) del plano, que tiene una longitud prefijada [ y que encierra con el eje OX un
area méaxima, el cual se formula:

mx{/ y(@) dz |y € Clwo, 21), y(wo) = 0, y(z1) = 0, / mdm—z}.

0
Es éste un problema de los que se denominan de tipo isoperimétrico.

En la presente tema vamos a ver como en algunos casos se pueden resolver este tipo de
problemas. En realidad, a fin de disponer de resultados que nos garanticen la existencia de
solucion, seria preferible trabajar con espacios de tipo Sobolev en lugar del espacio C'. Como
nuestro principal objetivo va a ser no la existencia sino el obtener condiciones necesarias que
debe verificar una funcién para ser solucién, nos vamos a limitar al caso de soluciones C, lo cual
simplifica un poco la exposicion.

Antes de ver como se resuelven estos problemas vamos a estudiar directamente tres ejemplos

de problemas de minimizacién en el conjunto:

U={z e H0,4])/z(0) =0, z(4) =2}.
(4.1) fnf{/4a;(t>2dt/x eu}.
0
4
(4.2) inf{/o ]1—9‘c(t)2|dt/:neu}.

(4.3) inf { /0 Y arctan? (3(t)?) dt / z € u} .

El problema (4.1) tiene una tunica soluciéon y es Z(t) = t/2. En efecto & € U y para todo
x € U se tiene (omitiendo la variable muda t):

4 4 4 4 4 4
/ &2 dt— / 2 dt = / (i—2)(2+2) dt = / (i—2)(2—2+22) dt = / (—az)? dt+ / (i—2) dt =
0 0 0 0 0 0

4 4
_/0@; Y + [ — 4]} /0( Y2t > 0,

luego Z(t) = t/2 es una solucion de (4.1), ademas, esta ultima integral se anula si y s6lo si
i—7=0ie.xz—%= C, constante, pero como Z y x € U entonces C =0 i.e. x = 2.

El problema (4.2) tiene infinitas soluciones. Obviamente el infimo es no negativo y para las
funciones de U que tienen pendiente +1 es nulo. Ahora bien, existen infinitas soluciones que
verifican esto: las funciones lineales a trozos de pendiente £1 cuyas gréaficas estéan situadas en el
rectangulo de vértices (0,0), (1,—1), (4,2),(3,3) y que unen los vértices (0,0) y (4,2).

El problema (4.3) no tiene soluciéon. Obviamente el infimo es no negativo. Veamos que es
cero, para ello sea n € N y definimos la sucesiéon minimizante: z,(t) = 0si0 <t <4—1/ny
xn(t) =2n(1/n—4+1t)sid—1/n <t <4, entonces se tiene:

4 4 2
0< / arctan® (i, (t)%) dt = / arctan® (i, (1)) dt < == — 0,
0 4-1/n n
luego el infimo es cero. Si existe una funcién & € U que lo alcanza entonces & = 0 i.e. & es
contante y las funciones constantes no estdn en .
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4.2. Algunos resultados importantes de derivabilidad.

Vamos a ver en esta seccidon dos resultados referentes a la derivabilidad de los funcionales
que aparecen usualmente en el Célculo de Variaciones y que nos permitiran aplicar los teoremas
estudiados en el Capitulo anterior a este tipo de problemas.

Como suele ser usual en el Célculo de Variaciones, los puntos de R'* los vamos a denotar
por (t,z), con t € R, z € RY aunque la letra z se usara también para denotar funciones.

Teorema 4.2.1 Sea Q C RN abierto, y sea I un intervalo cerrado y acotado de R. Entonces,
el conjunto
O ={zeCULRY)/(t,a(t) €Q, Vte I}

(que podria ser vacio) es un abierto de C°(I).

Sea f € CO(Q), tal que existe Vo f : Q — RN (el gradiente con respecto a las N iiltimas
variables) y V.f € CO(Q;RY), entonces el funcional (de V.V. Nemitskii) N : O — CO(I),
definido por

N(x)(t) = f(t,z(t)), Vtel, VzeO

es de clase C' y se verifica
N'(z)h(t) = Vo f(t,z(t)) - h(t), Vtel, YazeO, Vhe COI;RY).

Demostracion: Vamos a probar que O es abierto, para ello consideramos xg € O y vamos a ver
que existe un entorno de este punto contenido en 0. Denotamos

(4.4) G(ao) = {(t.ao(t) [t e T} C O,
el grafo de zp. Como xg es continua e I compacto, se verifica que G(zg) es compacto y por tanto
(4.5) d = dist (G(z0), Q) > 0.
Sea entonces z € CO(I,RY) tal que ||z — xol|co < d y t € I, se tiene
dist ((t, 2()), G(20)) < |(t,2(8)) — (t,70()|zren = [(t) — 20(B)|g < o — wolleo < d,

lo que implica que (¢,z(t)) pertenece a €, para todo t € I, y por tanto que x pertenece a O.
Esto prueba que O es abierto.
Vamos ahora a probar que N es de clase C!, comenzamos probando que para toda zg € O y
para toda h € CO(I;RY), se verifica
N(xg+¢eh) — N(xg
oW = M) g, aol)) b

g

lim, o

oo(n)
vgmmmnwwﬂzo

(4.6)

= lime 0 méxser

lo que probara que N es diferenciable Gateaux en zg en la direccién h y
ON (2o, h)(t) = Vaf(t,zo(t)) - h(t), Vtel.
Denotamos

(4.7) K = {(t,x) € Q/dist((t, ), G(xo)) < min{l, g}}
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conjunto que se prueba facilmente que es cerrado y acotado y por tanto compacto. Como V. f es
continua en {2, se tiene entonces que V. f es uniformemente continua en K. Sea entonces p > 0
y consideremos ¢ > 0 tal que

(Ve f(t1,21) — Vo f(t2, z2) |y < p,
para todo (t1,21), (t2,z2) € K, con |(t; — ta,x1 — z2)|g1+~ < J. Entonces, para todo € € R con
. cd
min{%. 4
O<e< M,
[hllco +1

es facil ver que en particular se verifica que (¢, zo(t) + 0ch(t)) € K para todo t € I y para todo
0 € [0,1]. Ello permite aplicar el Teorema del valor medio para probar que para todo ¢t € I, existe
0(t) € (0,1) verificando

9

= |(Vaf (t, zo(t) +0(t)) - h(t) — Vo f (£, 20(t))) - h(t)).

Como por las condiciones impuestas a ¢, se tiene

- vxf(ta $0(t)) ’ h(t) =

(t,zo(t) +0(t)h(t)), (t,xo(t)) € K, [(0,e0(t)h(t))|gren < 0,
se tiene entonces

Vo f(t,zo(t) +0(t)) - h(t) — Vi f(t,zo(t))) - h(t)] < p,

para todo ¢t € I. Esto prueba (4.6).

Para probar ahora que N es derivable Géteaux hay que probar ahora que la aplicacién
SN(x0) : h € CUI;RN) —= 6N (g, h) € CO(I) es lineal y continua. La linealidad es evidente,
respecto a la continuidad, basta observar que gracias a que G(xo) es compacto, para todo h €
CO(I;RY) se tiene

10N (o, k) cory = mdx [V f(, 20(t))-h(t)] < (g(lx's\vxflm) méx [h(t)|gy = (gg% Ve flrn) [[Rllco,

lo que prueba la continuidad de 0N (zg).

Para terminar la demostraciéon de que N es de clase C' hace falta probar que la aplicacion
SN :z € O+ 6N(x) € L(COI;RN),CO(I)) es continua en todo punto xg € O. Para ello, dado
xo € O, definimos G(xg), d y K por (4.4), (4.5) y (4.7). Dado € > 0, tomamos 6 > 0 tal que

|Vaf(ti,21) — Vi f(to, x2)|ry <&,

para todo (t1, 1), (ta, 29) € K, con |(t; —t2, 21 —2)|gi+~ < 0. Tomando entonces § = min{%, o},
es facil ver que si ||z — xo||co < 0 entonces (¢, z(t)) € K, para todo ¢t € I y se tiene

[N () — SN (z0) | £(co(r:rNy,co(r)) = ”hlﬁlfixq [ON (2, h) — SN (z0, h)||co(ry =
c0>

< r?gl]x‘ (Vaf(t,z(t) — Vo f(t,z0(1))) |1RN < e,

y por tanto d N es continua en x. O
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Observacién 4.2.2 Se tiene un resultado totalmente andlogo cuando f € CO(Q,RM), cambian-
do el vector gradiente V. f por la matriz de Jacobi:

&
9% ) oy Mj=1 N

)

Teorema 4.2.3 Sean Q C R? abierto, cuyos puntos denotamos por (t,z,z), I C R cerrado y

acotado. Entonces, el conjunto
O={zecCWI)/(t,x(t),x(t) €Q, Vte I}

es un abierto de C1(I) (que podria ser vacio).
Sea f € C(Q), tal que existen f,, fi € C°(Q). Entonces el funcional (del Cdlculo de Varia-
ciones) J : O — R, definido por

J(z) = /[f(t,x(t),yb(t))dt,Vx co
es de clase C' en O vy se verifica
J' (z)h = /I(fgg(t,x(t),:t(t))h(t) + falt,z(t),2(t)h(t)) dt, Yae€O,Vhe CY(I).

Demostracion: Consideramos la aplicacion D : C(I) — C%(I;R?) definida por
D(z)(t) = (z(t),2(t)), VYtel, Yae CYI),
la cual se prueba facilmente que es lineal y continua. Definiendo entonces
Y= {(331,1‘2) € CUL;RY) / (t,z1(t), z2(t)) € Q, Vi € I},

el cual es abierto gracias al Teorema 4.2.1 y teniendo en cuenta la igualdad O = D~1(V), se
deduce que O es la imagen inversa por una aplicacién continua de un abierto y por tanto abierto.
Dada ahora f en las condiciones del Teorema, definimos N : V — C9(I) por

N(z1,22)(t) = f(t,21(t),22(t)), Vtel, V(zi,z2) €V,
eZ:C%I)— R por
T) = [san Vye )

se verifica J = Z o N o D. Como, por el Teorema 4.2.1, N es de clase C', e Z, D son lineales
y continuas y por tanto C! se deduce, gracias a la regla de la cadena, que J es de clase C'.
Ademas, usando la regla de la cadena, los resultados vistos para la derivaciéon de aplicaciones
lineales y continuas y el Teorema 4.2.1 se tiene

J'(x)h = T'(N(D(2)))N'(Dz)D'(z)h = IN'(z, &) Dh = T(N'(z, &) (h, i) =

= Z(fo (2 (), 2()A0) + fil 2(), 2() = /(fx(t7 w(t), & () h(t) + falt, 2 (t), &(t))h(1)) dt.

1
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4.3. El problema mas elemental del Calculo de Variaciones

El problema que vamos a estudiar en esta seccidén se enuncia como sigue: Entre todas las
curvas planas C'' que unen dos puntos (tg, zg) y (t1, 1) dados, encontrar la o las que minimizan
(o maximizan) un criterio de la forma

/I St (1), (1)) dt,

con I = [tg,t1]. Por el Teorema 4.2.3, sabemos que si f € C°(Q) con Q C R? abierto es tal que
existen las parciales f, y fi y pertenecen a C°(Q), entonces el conjunto

O={zecClI)/(t,z(t),(t) € AVt €I},

es un abierto de C1(I) y la aplicaciéon J : O — R definida por
t1

(@)= [t =(t),&(t)) dt
to

es de clase C''. Denotando

U={xecO/x(ty) =zo, z(t1) = x1}
(que supondremos no vacio) el problema mas elemental del Célculo de Variaciones se enuncia
(4.8) min{J(z) /z € U}

(o méx en vez de min).
Nosotros nos vamos a interesar en encontrar condiciones necesarias que debe satisfacer una
funcién x € U para que se alcance un minimo local en z.
Como O es abierto, se tiene quesizx € U y h € Col (I), entonces existe un gy > 0, dependiente
de x y h, tal que
x+eh €U, Ve con |g| < &.

Claramente, si en x se alcanza un minimo local de f, entonces la aplicacion € € [—|egl, |eo|] —
f(x + eh) alcanza un minimo local en 0, con lo que gracias al Teorema 4.2.3 se deduce

(4.9) J'(x)h = / (b2 (8), #(0)A(E) + falt,(t), #(8)i(0)) dt = 0, Vh e CL(I)

to

Vamos a ver como esta condicién implica que x satisface una cierta ecuacién diferencial que se
conoce como la ecuaciéon de L. Euler-J.L. Lagrange de f.

Lema 4.3.1 (de Du Bois-Reymond) Sean p,q € C°([to,t1]) tales que

/ ! (p(t)h(t) + q(t)h(t)) dt =0, Vh € CI(I),

to

entonces ¢ € CL(I) y se tiene

(4.10) q(t) = p(t), Vtel.
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Demostracion: Gracias al Teorema 2.4.8 se deduce que ¢ pertenece al espacio H'(I) y se verifica

¢ = p en el sentido débil de las derivadas. Como ademas p es continua la Observacién 2.4.3 nos

dice que de hecho ¢ € C*(I) y su derivada débil coincide con la usual. O
Como consecuencia inmediata de este resultado y de (4.9), se tiene

Teorema 4.3.2 Si x es una solucion local de (4.8), entonces la aplicacion
t el fi(t,x(t), (1)),

es de clase C' y se verifica la ecuacion de Euler-Lagrange

(4.11) %(fj;(t,x(t),jc(t))) = folt,a(t),i(t)), Vtel.

Observacion 4.3.3 A fin de calcular z, a la ecuacion de seqgundo orden (4.11) hay que anadirle
ademds las dos condiciones de contorno Z(tg) = xo, Z(t1) = x1.

Observacion 4.3.4 Se puede probar, mediante el Teorema de la funcion implicita, que si x es
una solucion de la ecuacion diferencial (4.11), fi € CYH(Q) y fiz no se anula en ), entonces x
pertenece a C%[to, t1].

Observacion 4.3.5 Cuando la funcion f no depende explicitamente de t (f = f(x,2)) y x es
una solucion de (4.11) que ademds es clase C2, un simple cdlculo prueba que la derivada, respecto
de t de la expresion

f(2(@),2()) = 2(8) fa(x(t), 2(1),

es idénticamente nula en I y por tanto existe C € R tal que

f(a(t), &(t) — o(t) fe(2(t),2(t)) = C, Viel,
con lo que en vez de una ecuacion de sequndo orden, lo que hay que resolver ahora es una de

primer orden.

4.4. Otros tipos de problemas del Calculo de Variaciones

Vamos a ver ahora algunos ejemplos de problemas méas complejos, donde el conjunto de
restricciones no se reduce a x(tyg) = xo, z(t1) = 1. La forma usual que emplearemos para resolver
estos problemas consistira en aplicar bien el Teorema de los multiplicadores de Lagrange, bien
el Teorema de Kuhn-Tucker. Asi por ejemplo observemos que para estudiar el problema més
elemental del Calculo de Variaciones considerando lo que se conoce como la lagrangiana del
problema

L(x) = L(x; Mo, A1, A2) = Ao " flt,x(t), 2(t)) dt + M (x(to) — o) + Ao(z(t1) — 1),

to
el Teorema de los multiplicadores de Lagrange nos dice que si x es solucién del problema entonces
existen Ao, A1, A2 € R no todos nulos tales que £'(z; Mg, A1, A\2) = 0, es decir

L' (z; 00, A1, \2)h =0, YheCY[to, t1]).

A partir de este resultado, es facil ahora concluir (4.11).

Obsérvese que a fin de poder aplicar el Teorema de los multiplicadores de Lagrange necesita-
mos que las aplicaciones consideradas sean de clase C'* (o al menos estrictamente derivables). En
gran parte esto se deducird del Teorema 4.2.3, si bien en algunos casos nos encontraremos con
funcionales que no son del tipo considerado en este Teorema, cuyas propiedades de derivabilidad
admitiremos.
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4.4.1. Problemas Isoperimétricos

Se trata de problemas en los que aparecen restricciones de tipo integral, como ejemplo con-
sideramos el siguiente:
Encontrar la solucion de problema

(4.12) min {/wa'(t)2 dt + z(m) /x € C1([0,7]), (0) = 0, /Oﬂa/:(t)sentdt =0, } .

probando que la funcion obtenida es efectivamente solucion

Solucion.- Puesto que el funcional a minimizar es convexo y las restricciones son lineales,
podemos aplicar tanto el Teorema de los multiplicadores de Lagrange como el de Kuhn-Tucker.
En cualquier caso definimos la lagrangiana del problema por

L(z) = Xo </07r () dt + ar(7r)> + M12(0) + Ao /OTr z(t)sent dt =

/07r ()\oj:(t)2 + Xoz(t)sent) dt + Aoz(m) + A1z(0),

(es preferible que aparezca una sola integral). Entonces, si  es solucion, existen Ag, A1, A2 no
todos nulos tales que

(4.13) L'(x)h =0, YheCo,n]).

El Teorema de Kuhn-Tucker nos diria también Ao > 0 aunque puesto que no sabemos nada sobre
el signo de A1, A9 esté claro que esto siempre se puede suponer y por tanto no aporta ninguna
informacion. Una ventaja a destacar del Teorema de Kuhn-Tucker es que no necesita que los
funciones sean C, bastaria con diferenciables Gateaux.

Usamos ahora

L' (z)h = iE(ac + eh)je—o,

de
donde -
L(x+¢eh) = /0 <)\0(3'c(t) + eh(t))? + Ao(x(t) + eh(t))sen t) dt+
+Xo(z(m) + eh(m)) + A1(x(0) + €h(0)).
Por tanto

d%ﬁ@: +eh) = /0 i (2)\0(9b(t) + eh(£))h(t) + Ah(t)sen t) dt + Moh(r) + A h(0).

La condicion (4.13), se escribe por tanto

(4.14) /0 i (QAOj:(t)h(t) + /\gh(t)sent) dt + Moh(m) + MA(0) =0, Yhe CY([0,x]).
En particular, se tiene

(4.15) /0 i (QAO:t(t)h(t) + Aoh(t)sen t) dt =0, YheCo,n]).

El Lema de Du Bois Raymond nos dice entonces que se verifica la ecuaciéon diferencial

(4.16) %(2)\053(25)) = Agsent, Vte 0,
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Teniendo en cuenta esta ecuacién e integrando por partes, se tiene que para toda h € C1([0, 7)),
se verifica

/ " Nod(t)h(t) dt = 220i(m)h(r) — 2203 (0)h(0) — / ) %(QAOQ'c(t))h(t) dt =
0 0

= 2X\o&(m)h(m) — 2X02(0)R(0) — /07r Aosent h(t) dt.
Sustituyendo esta relacion en (4.14), se obtiene
Ao(1 4 2&(m))h() + (A1 — 2X02(0))R(0) =0, VY h € C3([0,7]).
Tomando h tal que h(0) =0, h(7w) = 1 se deduce
(4.17) Xo(1+ 2&(m)) = 0.
Tomando h tal que h(0) = 1, h(r) = 0 se deduce
(4.18) A1 — 2X2:(0) = 0.

La condiciéon (4.14) se reduce por tanto a (4.16), (4.17) y (4.18). A estas condiciones hay que
anadirles el hecho de que x verifica las restricciones del problema, es decir

(4.19) z(0)=0

(4.20) /07r x(t)sentdt = 0.

Como los multiplicadores Ag, A1, As estéan definidos salvo una constante multiplicativa, alguno
de ellos, que no sea nulo, se podra tomar igual a 1. Vamos a ver que A9 # 0. Razonamos por
reduccion al absurdo, si fuera cero, (4.18) implicaria Ay = 0. La condicién (4.16) nos daria
también Ao = 0 pero entonces todos los multiplicadores son nulos. Por tanto A\g # 0 y podemos
suponer Ao = 1. La condicion (4.18) se escribe por tanto A; = 2%(0), ecuacién que ahora no
aporta nada, su tnica utilidad seria la de permitirnos calcular A\; en caso de que nos hiciera
falta.

Resolviendo la ecuacion (4.16), se deduce
A2
x(t) = —?sent + At+ B, Vtelo,n],

con A, B € R. Las ecuacion (4.19) nos da B = 0 mientras que (4.17) (4.20) nos proporciona el

sistema ) . )
2 _ 1 a _
> + A= 5 1" + Am =0,
que implica A = —1/6, Ay = —2/3. Por tanto se tiene finalmente
(t) = Ssent — 2t, vie[o,n]
x(t) = zsent — = 7.
3 6 ? )

El problema nos pide ahora probar que esta funcién es efectivamente soluciéon del problema.
En realidad ello se deduce inmediatamente de Kuhn-Tucker ya que Ay # 0. Otra demostracion
de este resultado algo més directa consiste en considerar otra funcién arbitraria satisfaciendo
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las restricciones del problema, la cual la podemos escribir en la forma x + h, con x la solucion
encontrada y h € C1([0,7]). Como tanto z como h verifican las restricciones del problema, se
deduce que h satisface

(4.21) h(0) =0, /07T h(t)sentdt = 0.
Para ver que z es solucién del problema tendremos entonces que probar
(4.22) /0 ") + h(8)2 dt + () + h(r) > /0 " S0 dt + w(m),
para toda h € C*([0,7]) que verifique (4.21). Desarrollando, se tiene
(4.23) /0 (#(t)+h(t)2 dt + () + h(r) = /0 ()2 dt+ () +2 /0 (Oh(E) di+h(r)+ /0 T2 dt
Ahora bien, como h satisface (4.21) y A\g = 1, la condicion (4.14) prueba
) /OW HOR(E) dt + h(r) = 0

y por tanto (4.22), se deduce inmediatamente de (4.23).

Podemos razonar también como en el ejemplo 4.1. Sabemos que un candidato a solucién es
Z(t) = sent — ¢t, Vt € [0,7]. Sea z un punto admisible i.e. z € U = {z € C'([0,7]) / z(0) =
0, f; x(t)sentdt = 0} entonces

/OW:Eth—i-x(ﬂ)—/Oﬂi?th—@(ﬂ)—/Oﬂ(i—ﬁ:)(a'c—i-fc)dt—i-m(ﬂ)—50(77)—
—/Oﬂ(ab—fc)(:t—i'—l—%)dt%—x(ﬁ)—50(7r)—/OW(JU—:i")gdt+2/0ﬂ£'(9b—£)dt+x(7r)—fc(w)—
:/Oﬂ(i—:é)Zdt+2/oﬂ(;cost—é)(i—ﬁ})dt+w(ﬂ)—9&(ﬂ):
:/Oﬂ(i—gé)?dw [(gcost—;)(x(t)—i(t))}:—/ow(—isent)(i(t)—x(t))dt+x(7r)—fc(ﬁ):

:/ (& — )% dt >0,
0

luego Z(t) = 3sent — it es una solucion de (4.1), ademas, esta tltima integral se anula si y solo
siz —2 =01ie x— &= C, constante, pero como Z y « € U entonces C' =0 i.e. x = &, luego &
es la tnica solucion del problema (4.12).

4.4.2. Problemas de punto final variable

Estos problemas se caracterizan porque al menos uno de los extremos del intervalo en el cual
esté planteado el problema es también una incognita. Consideramos el ejemplo siguiente (el cual
no so6lo es de punto final variable sino también isoperimétrico).

Supuesta la existencia de solucion, resolver el problema

T T
min {/ z(t)2e(t)*dt /)T >0, z € C*(0,T]), z(0) = 0, z(T) = 1, / z(t)?dt = 1.}
0 0
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Solucion.- Supongamos que tenemos una solucion (7', x). Usando que dada S € (0,7 + 1) e
y € C([0, 9]) existe § € C1([0,T + 1]) tal que su restriccion a [0, S] coincide con y, esta claro
que la pareja formada por Ty una prolongacion # de x a C1[0,T + 1]) es también solucion del
problema,

s ] s
min {/g(t)2@<t>2dt/s € (0,7 +1),§ € C'([0,T +1]),5(0) = 0,§(S) =1, / g(t)? dt = 1} :
0 0

Este problema tiene la ventaja de estar planteado en el abierto O = (0,7 + 1) x C1([0,T + 1))
que es un abierto del espacio de Banach R x C1([0,T+1]). Ademas (T, %) € O. El Teorema de los
multiplicadores nos dice entonces que existen Ay, A1, A2, A3 no todos nulos tales que definiendo
la lagrangiana

S S
L(S,9) = Ao /0 G252 dt + Mg(0) + A2 (§(S) — 1) + A3 ( /O ()2 dt — 1) -

= /S G2 (Mo (t)® + Ag) dt + MF(0) + A2 (F(S) — 1) = A3, V(S,§) € R x C'([0,T + 1)),
0
se tiene

@24)  C(T.2)B. ) = d%/:(T L eBiteh) =0, V(B.h) €Rx CY([0,T + 1))

Usando que L(T + &8, & + ¢h) viene dado por

- T+ep . z
L(T + B, & +¢h) = / (#(8) + eh(£)? (Mo (F(t) + eh(£))? + As) di+
0

+A1(2(0) + €h(0)) + Mo (F(T + €B) + h(T + €B) — 1) — A3,
se deduce

%E(T +eB, @ +¢eh) = (F(T +eB) +eh(T +B))* (Mo (&(T + £B) + eh(T + ef))? + A3) B+

eB N N . - - 3
+/OT+ [2(2(t) + eh(t))h(t) (Mo (2(t) + eh(t))? + X3) + (E(t) + eh(t))* No2(Z(t )+6h( ))h( )] dt+

+FAR(0) + Ao (F(T + £8)B + R(T + £8) + eh(T + £8)).

Haciendo entonces € = 0, la condicion (4.24) se escribe entonces

F(T)? (MF(T)2 + M) B+ J (220 (Mo (1)? + Aa) + H()2X23(A(1) ) di+

(4.25) N -
FMR(0) + Ao (F(T)B + R(T)) =0, ¥(B,h) € R x CY[0,T +1]).

Como vemos en la expresion anterior solo aparecen los valores de & en el intervalo [0,7] que es
donde coincide con z, de la misma forma para cada funcion h € C1([0,T]), en (4.25) solo aparece
la restriccion h de h a [0,T]. Esto ocurre siempre en este tipo de problemas, obsérvese que en
todo lo anterior en vez de T+ 1 podriamos haber considerado cualquier ntiimero mayor que 7.
De esta forma, (4.25) se escribe

2(T)2 (Mo (T)? + Ag) B+ [ <2x (£) (Mo () + As) + 2Nz (t)2a(t )h(t)) dt+

(4.26)
MA(O) + X2 (#(T)F +R(T)) =0, ¥(5,h) € R x C'((0,T)).
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Tomando en la expresion anterior 8 = 0, h € C§([0,T]), se deduce

/ ' (Qx(t)h(t) (No#(£)2 + Ag) + 2)\0x(t)2:t(t)h(t)> dt=0, VheClo,T]).
0

Por el lema de Du Bois-Raymond se deduce entonces que x verifica la ecuacion diferencial

(4.27) %(mox(t)%(t)): 20(t) (Ao (t)2 + X3),  Vtel[0,T].

Integrando por partes y usando (4.27), se deduce que para toda h € C1([0,T]), se tiene

/ ngx(t)2A02m'(t)h(t) dt = 2202(T)2%&(T)h(T) —2X02(0)%E(0)h(0) - Z
0 0

(2)\055(15)233(75)) h(t) dt =
= 220z(T)2&(T)h(T) — 2X02(0)2E(0)h(0) — /0 ' 22(t) (MoZ(t)* + A3) h(2) dt.
Sustituyendo esta expresién en (4.36) y tomando 3 = 0, se obtiene
(2002(T)?2(T) + A2) M(T) + (—2X02(0)%2(0) + A1)R(0) = 0, VYh € C*([0,T7),

lo que como en el ejemplo anterior implica

(4.28) 2002(T)?&(T) + X2 =0

(4.29) —2X02(0)%2(0) + Ay = 0.
Tomando ahora h =0, 5 =1 en (4.36) se tiene también
(4.30) 2(T)? (Nod(T)? + A3) + Ao#(T) = 0.

La condicion (4.36) resulta entonces ser equivalente a (4.27), (4.28), (4.29) y (4.30). A estas
condiciones tenemos que anadirle las restricciones del problema

(4.31) 2(0) =0

(4.32) z(T)=1

(4.33) /OT x(t)?dt = 1.

Como en el ejemplo anterior, vamos a ver que Ag es distinto de cero y que por tanto se puede
tomar igual a 1. Por reduccion al absurdo, supongamos Ay = 0, entonces las ecuaciones (4.27),
(4.28), (4.29) prueban respectivamente Az = 0, Ay = 0, A\; = 0 pero entonces todos los multipli-
cadores son nulos, lo cual es una contradiccion. Tomamos entonces Ag = 1. Como en el ejemplo
anterior podemos ahora prescindir de la ecuacion (4.29), que solo serviria para calcular A;. Sin
embargo éste no es el caso de (4.28) (que esté asociada al extremo variable T') ya que Ay también
aparece en (4.30). Lo que se hace usualmente es eliminar este multiplicador de las dos ecuaciones
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correspondientes obteniéndose lo que se conoce como la condicién de transversalidad del proble-
ma. En nuestro caso, despejando Ao de (4.28) y sustituyendo en (4.30) se obtiene la condicion
de transversalidad

(4.34) z(T)*(—2(T)* + \3) = 0,

Tendriamos ahora que resolver la ecuacion diferencial (4.27), mejor que tratar de hacerlo direc-
tamente, es usar que esta ecuacioén no es otra que la ecuaciéon de Euler-Lagrange del funcional

fz, &) = 2% (% + A3)

(que era lo que aparecia como integrando en la lagrangiana, usando A\g = 1). Por tanto, gracias
a la observacion 4.3.5 sabemos que existe C' € R tal que

(4.35) () (-2 +X3) =C,  Vte[0,T]

Usando bien z(0) = 0 bien (4.34), deducimos C' = 0. Obsérvese que entonces la ecuacion (4.34)
estd contenida en (4.35) y por tanto ya no es necesaria. La ecuacion (4.35) nos llevaria a que
(recuérdese que z € C*([0,T])) o bien x(t) = 0 para todo t € [0,7T] o bien —i(t)? + A3 = 0 para
todo t € [0,T]. Como z(T') = 1, la primera condiciéon no puede darse, luego

i(t)>=X3, VteR
y por tanto  describe una recta que debe pasar por (0,0) y (7,1), es decir

2(t) = % Vt e [0,T).

La condicion (4.33) nos da finalmente
t

4.4.3. Problemas con datos convexos y restricciones de desigualdad

Este tipo de problemas se pueden estudiar usando el Teorema de Kuhn-Tucker. Consideramos
el ejemplo
Resolver el problema

1
min {m(l) Jz € C4([0,1]), z(0) =0, / (2(t)2 + @(t)2) dt < 1, }
0

comprobando que la funcion encontrada es efectivamente solucion.
Solucion.- Definimos la lagrangiana

1
L(z) = L(z, Ao, A1, 1) = Aoz (1) + M1 (/0 (x(t)2 + 9'5(75)2) dt — 1) + px(0).

Entonces, si x es solucién del problema, existe A\g € R, A\; € R, p € R, no todos nulos tales que
a) E( Yh =0, Vh e CH0,1])

(4.36) Ai 20 = 0 1

A (o (@) +0)2) de — 1) =0,
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Calculando esta derivada se obtiene entonces

(4.37) Aoh(1) 42X\ /Ol(x(t)h(t) + @ (t)h(t)) dt + ph(0) =0, Yhe C([0,1]),
lo que en particular prueba

(4.38) A1 /Ol(as(t)h(t) + x(t)h(t)) dt =0, YheCl(o,1]).

Por el lema de Du Bois-Raymond, se tiene entonces

(4.39) %(Ali(t)) = \z(t), Vit elo,1].

Usando esta ecuacion e integrando por partes se tiene

Lo o La, -
M /0 BOh(E) dt = \a(1)h(1) — Mi(0)h(0) — /0 & (w(t))h) dt =

= M2(1)h(1) = \&(0)R(0) — Ay /01 z(t)h(t) dt.
Por tanto, la condiciéon (4.38), se reduce a
(Mo + 202 (1)A(1) + (p—202(0))R(0) =0,  Vhe CY([0,1]),
lo que implica

(4.40) o+ 2M\3(1) =0

(4.41) pw—2\2(0) = 0.
Ademas tendremos que considerar las condiciones

(4.42) 2(0) =0

1
(4.43) / (z(t)* + 2(t)%) dt < 1.
0

73

Ahora deberiamos eliminar algin multiplicador viendo que es distinto de cero y que por tanto lo

podemos suponer igual a 1. En este caso, las ecuaciones (4.40) y (4.41) implican inmediatamente

A1 # 0y por tanto suponemos A; = 1. En particular, la condicién ¢) de (4.36) se escribe entonces

(4.44) /1 (z(t)® +2(t)?) dt = 1.
0

Como en los otros ejemplos, podemos ahora olvidar la condicién (4.41) que solo serviria para

calcular p. Sin embargo, la ecuacion (4.40) si que nos da alguna informacion ya que A\g > 0y

por tanto se tiene

(4.45) (1) <0,
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La ecuacion (4.39), se convierte en la ecuacion linea homogénea con coeficientes constantes de

segundo orden
Z(t) = x(t) vt e [0,T).

Resolviendo la ecuacion caracteristica de esta ecuacion (r?2 = 1), se deduce entonces que existen
C1,C5 € R tales que
z(t) = Cret + Cgeft, Vit e [0,1].

las condiciones (4.42), (4.44) permiten ahora calcular C y C5 obteniéndose

1 1 1 1
Qo T m e YT a e T a

La condicion (4.45) nos dice que la segunda condicion es la correcta, se tiene por tanto

Para probar que esta funcion es efectivamente solucion, basta tener en cuenta que (4.40) implica

-1
e+e

A= ————- >0,
2 _ g2

y por tanto, el Teorema de Kuhn-Tucker nos dice que = es efectivamente solucion.
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