Tema 1

Introduccion al Calculo Numeérico

1.1. Definiciones. Métodos constructivos y no cons-
tructivos

El Célculo Numérico o Analisis Numérico es la rama del Analisis Matematico que
estudia los métodos constructivos para la resolucién de problemas mateméticos.

Un método constructivo es cualquier procedimiento que permite obtener en un nimero
finito de pasos, bien sea de manera exacta (métodos directos) bien de forma aproximada
(métodos iterados), una solucién de un determinado problema matematico. En contraposi-
cién con esta nocién, se denomina método no constructivo a todo aquel procedimiento
que permita afirmar la existencia de la o las soluciones de un determinado problema
matematico, sin que establezca la forma de obtenerlas, exacta o aproximadamente, de
manera efectiva.

Un ejemplo de método no constructivo, tal vez el primero de la Historia, lo consti-
tuye la demostracion que hizo Euclides de que existen infinitos niimeros naturales primos.
Supongamos que aq,...,a, son n nimeros primos, distintos entre si, si probamos que existe
otro ntimero primo distinto de cualquiera de estos n niimeros primos, habremos demostra-

n

do el resultado. Para ello, consideremos N = 1 + H ai. Si N es primo, ya tenemos un
k=1
niumero primo estrictamente mayor que cualquiera de los n dados. Si N no es primo,

entonces forzosamente tiene un factor primo distinto de los n dados.

Observamos que en el ejemplo precedente, no hemos indicado la forma en que dados
los n nimeros primos, aj,...,a,, podemos encontrar otro, ya que si N no es primo (un
ejemplo de este caso: 2 x 3 x5 x 7 x 11 x 13+ 1 = 30031 = 59 x 509), no hemos dicho
cémo descomponerlo en factores primos.

Para aplicar en un mismo ejemplo los dos tipos de métodos, constructivos y no con-
structivos, consideremos el problema elemental siguiente. Sean a, b, ¢ tres ntimeros reales
tales que a # 0 y b* — 4ac > 0. Se pide justificar que en tal caso, la ecuacién de segundo
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grado ax? + bx + ¢ = 0, tiene exactamente dos soluciones reales distintas.
Una manera, en este caso no constructiva, de demostrar lo anterior, es usar el teorema
de Bolzano. Recordemos:

Teorema 1.1 Sean [o, 3] C R un intervalo cerrado y f : [a, 5] — R una funcion continua
tal que f(a) y f(B) tienen signos distintos, es decir, f(a)f(8) < 0. Entonces, existe al
menos un punto x € (a, ) tal que f(x) = 0.

Supongamos sin pérdida de generalidad que a = 1 (en caso contrario se divide por
a la ecuacién az?® + bxr + ¢ = 0). Consideremos la funcién continua f(z) = 2 + bz + c.
Es inmediato ver que f’(z) = 2z + b se anula en el punto x = —b/2, siendo f'(z) < 0
en el intervalo (—oo, —b/2), y f'(z) > 0 en el intervalo (—b/2,+00). En consecuencia,
f(z) es estrictamente decreciente en (—oo, —b/2), y estrictamente creciente en el intervalo
(—b/2,4+00).

Por otra parte,

mkrfm f(x) = IETm[x(x +b) + ] = +o0.
En consecuencia existe un 3; > —b/2 tal que f(;) > 0, y por tanto, por el teorema de
Bolzano, existe un x; € (—b/2,4+00) tal que f(x1) = 0. Ademds, teniendo en cuenta que
[ es estrictamente creciente en el intervalo (—b/2,4+00), podemos afirmar que x; es la
tinica solucién de la ecuacién 22 + bx + ¢ = 0 en dicho intervalo.
Finalmente,

lim f(z) = lim [x(z+b)+ ] = +o0,
rT——0Q r——0oQ

y en consecuencia, existe un [y < —b/2 tal que f(52) > 0, con lo que, razonando como en
el caso anterior, podemos concluir la existencia de un tnico punto xs € (—o0, —b/2) que
es solucion de la ecuacién x? + bz + ¢ = 0 en este intervalo.

Asi pues, hemos demostrado, de manera no constructiva, en el caso a # 0, b*> —4ac > 0,
la existencia de dos tinicas soluciones reales de la ecuacién ax? + bx 4 ¢ = 0.

Otra forma, bien conocida, de resolver el problema precedente consiste en dividir la
ecuacién por a, y a continuacién sumar y restar b%/4a?, con lo que la ecuacién se tranforma
en la ecuacién

es decir,
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o lo que es lo mismo,

con lo que se obtiene

b Vb? — 4dac
r+—=+——,
2a 2a

y por consiguiente

—b 4+ /b? — 4dac
xr = e : (1.1)

con lo cual hemos demostrado, esta vez de manera constructiva, la existencia de dos
soluciones distintas de la ecuacion de segundo grado dada.

La férmula (1.1) constituye lo que se denomina un algoritmo para la resolucién de la
ecuacion de segundo grado. De manera general, un algoritmo es un conjunto de instruc-
ciones para efectuar operaciones matematicas disenadas para obtener de manera exacta
o aproximada la soluciéon de un problema. Si el procedimiento exige un niimero finito de
pasos, se dice que el algoritmo es finito; en caso contrario, se dice que el algoritmo es
infinito.

Ejemplos de algoritmos son los siguientes:

a) Los bien conocidos de las operaciones algebraicas.

b) El de la obtencién de la raiz cuadrada de un nimero positivo. Este es un ejemplo
de un algoritmo, en general, infinito. Asi, por ejemplo, la determinacién de las
cifras decimales de v/2 es un algoritmo constructivo infinito (se recuerda que V2 es
irracional).

c¢) Otros algoritmos finitos son el que se aplica para conocer si un nimero natural es
0 no primo, o el algoritmo de Euclides para determinar el m.c.d. de dos niimeros
naturales.

1.2. Resena historica

Con anterioridad al siglo XIX, la mayor parte de los trabajos en Matematicas consistian
en la bisqueda de soluciones de problemas concretos. De esta forma, se obtuvieron éxitos
espectaculares, como la prediccion de eclipses de sol y de luna, la aparicion de cometas en
el firmamento, etc...; dichos resultados se lograban calculando de manera aproximada las
soluciones de problemas matematicos que eran modelos de los correspondientes fenémenos.

La figura culminante de este modo de proceder es L. Euler (1707-1783). Sus obras
completas, més de setenta volimenes, estan llenas de algoritmos y férmulas, siendo de
destacar el uso frecuente que hace de los desarrollos en serie.
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En el siglo XIX, decrece la fe en la utilidad numérica de los algoritmos, debido por
una parte a que se abre un periodo de construccion logica en que la preocupacién esencial
es fundamentar los progresos realizados, por otra parte porque la complejidad de los
problemas a tratar hace inviables los métodos constructivos, y también porque los métodos
constructivos que se logran desarrollar son inaplicables por la cantidad de operaciones que
exige su puesta en practica.

De todas maneras, en los siglos XVIII y XIX se abordan problemas como la resolucion
de ecuaciones no lineales (método de Newton), la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales (método de Gauss), y se elaboran algunas técnicas de aproximacién de funciones
(Tchebycheff). A principios del siglo XX se desarrollaron los primeros métodos para la
resolucion aproximada de ecuaciones diferenciales ordinarias.

El avance decisivo en el campo de los métodos numéricos se produce con el desarrollo
de las calculadoras electronicas. La aparicion del ordenador supuso un cambio radical en
la forma de abordar muchos problemas, y se paso a la formalizacién de métodos conocidos
mas o menos empiricamente. El Célculo Numérico se convirtié en Andlisis Numérico, una
rama de las Matematicas con entidad propia desde los anos 50 del siglo pasado.

1.3. Ejemplos de problemas del Calculo Numérico

Como ejemplos de problemas del Calculo Numérico, citemos los siguientes:

i) La resolucién exacta o aproximada de grandes sistemas de ecuaciones lineales.

Se trata de la resolucion de sistemas de ecuaciones de la forma

a11r1 + 1222 + ... + o NTN = bl,

A21X1 + Q222 + ... + GoNTN = bg,
(3.2)

L ap1T1 + Apn2T9 + ...+ ApMNITN = bM,

siendo a;; y b;, para 1 < ¢ < M, 1 < j < N, ntmeros reales dados, y z; € R,
1 <7 < N, las N incégnitas.

La formulacién del sistema lineal (3.2) se puede hacer de forma més compacta. Para
ello, se introduce la notacion vectorial, denotando en particular a los elementos
de RY y R™ como vectores columna, es decir, como matrices N x 1 y M x 1
respectivamente. Denotemos
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I b1
x b

c= 0, b= 7|, (3.3)
N bM

y sea A la matriz M x N de término general a;;, es decir,
A= (ai)icismi<j<n

De esta forma, el sistema lineal (3.2) se escribe

Az =b (3.4)

Este tipo de sistemas se presentan con gran frecuencia en las aplicaciones (por
ejemplo en el estudio de circuitos eléctricos, ver [1]), siendo en general M < N, es
decir, el nimero de incégnitas suele ser igual o superior al de ecuaciones.

En este Curso abordaremos algunos métodos basicos de resolucion exacta de sis-
temas como (3.2) en el caso en que M = N, es decir, hay igual nimero de incogni-
tas que de ecuaciones. En este caso, la matriz A es cuadrada, y si, por simplificar,
suponemos que su determinante |A| es distinto de cero, entonces para cada b € RY
dado existe una y sélo una solucion, que se puede hallar, por ejemplo, por la férmu-
la de Cramer. Desde el punto de vista tedrico, en este caso de M = N y |A| # 0,
el problema (3.2) queda resuelto. Pero, salvo cuando N es pequeno, la férmula de
Cramer es impracticable desde el punto de vista numérico.

En efecto, denotemos por ky al nimero de operaciones algebraicas que hace fal-
ta hacer para calcular el determinante de una matriz N x N de nimeros reales.
Evidentemente,

ko = 3,

y por otra parte, para todo N > 2, si A = (a;j)1<i j<n, sabemos que
Al = ann| Al | = awo] A | + o+ (1) ain| A1yl

siendo A’ la matriz (N — 1) x (N — 1) obtenida eliminando de A la primera fila y
la columna j-ésima. Por ello, es sencillo ver que

k’N:(]CN,1+1)N+N—1:N]{JN,1—|—2N—1.

Con estas formulas, se puede comprobar que, por ejemplo, k19 = 9864099, es decir el
nimero de operaciones necesarias para calcular el determinante de una matriz 10x 10
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es, en principio, de casi diez millones. Por otra parte, si queremos resolver un sistema
lineal de N ecuaciones y N incégnitas aplicando la regla de Cramer, el nimero Cy
de operaciones necesarias vendra dada por el calculo de N + 1 determinantes de
matrices N x N,y N divisiones, es decir,

Cny=(N+1)ky+ N,

con lo que, en particular Cjy = 108505099, es decir, el numéro de operaciones
necesarias para resolver un sistema de diez ecuaciones y diez incognitas aplicando
la regla de Cramer, resulta ser superior a los cien millones.

En el tema 3 de este Curso estudiaremos algunos métodos de resolucién de sistemas
de ecuaciones lineales que reducen radicalmente el nimero de operaciones necesarias
respecto del obtenido con anterioridad.

El célculo aproximado de los autovalores y autovectores de una matriz cuadrada.

Otro problema de gran importancia que se presenta con frecuencia consiste en el
calculo de los autovalores y autovectores de una matriz cuadrada dada. De nuevo,
salvo si el orden de la matriz es bajo, se hace imprescindible el desarrollo de métodos
apréximados de calculo de los citados autovalores y autovectores.

Este problema, aparte de su interés en Fisica, posee muchas aplicaciones de tipo
tedrico. Asi por ejemplo, si A es una matriz de coeficientes reales, y suponemos por
fijar ideas que A es simétrica N x N, entonces es conocido que A puede ser escrita
en la forma A = PDP~!, siendo P una matriz N x N de determinante no nulo, y
D una matriz N x N diagonal, es decir con todos los elementos que no pertenezcan
a la diagonal nulos, y con los elementos de la diagonal siendo los autovalores de A,
cada uno contado tantas veces como indique su multiplicidad. En el caso en que se
ha podido obtener una tal descomposicién de la matriz A, entonces las potencias
sucesivas de la misma pueden ser calculadas facilmente, teniendo en cuenta que

A" = (PDP™YY" = (PDP~ ") (PDP™Y)."¥ (PDP~Y) = pD"P~",

y que el célculo de D™ es inmediato por ser D diagonal.

Expresiones de este tipo son ttiles por ejemplo para hallar el término general de
una sucesién numeérica definida mediante una férmula de recurrencia lineal. Para
ilustrar esta tdltima afirmacién, considérese la sucesion {x,},>0 C R definida por el
algoritmo

o, r1 € R dados,

Ty = aTp_1 +brp_o, n>2,

con a y b nimeros reales dados.
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iii)

En tal caso, denotando y, = x,, 2, = x,_1 para todo n > 1, obtenemos

Yn = QYn—1 + bznfly
Ty, = QTp—1 + bxy_9 <

Zn = Yn—1
Yn a b Yn—1
<~ =
Zn 10 Zn-1
Denotando
a b
A= ,
10
tenemos por tanto,
N N B BN IR e ol e B
Zn Zn—1 Zn—2 <1
es decir,
Tn :An—l 1
Tn—-1 Lo

para todo n > 1.

Como un sencillo ejercicio de aplicacién de las consideraciones precedentes, se pro-
pone al alumno que demuestre que el término general de la sucesién de Fibonacci

Ty = 1,1‘1 = 1,

Tp =Tp1+ Tpo, N=>2,

viene dado por

L1 (348 (148 (=345 (1-vB\"
=5 2 2 + 2 2 ’

para todo n > 1.

La resolucién aproximada de ecuaciones y sistemas de ecuaciones no lineales.

Un problema que se presenta con gran frecuencia en las aplicaciones (ver [1] para
un ejemplo en el problema de tiro oblicuo) consiste en, dada una funcién f(z) real
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definida en un intervalo I de R, hallar aquellos valores x € [ tales que f(z) = 0. Si
f no es de la forma f(x) = ax + b, por ejemplo si f es un polinomio de grado mayor
que uno, entonces decimos que la ecuacién f(z) = 0 es no lineal. En general, la
resolucién exacta de una tal ecuacion no es posible, siendo necesario la elaboracién
de algoritmos para el calculo aproximado de la o las soluciones. Problemas de este
tipo seran tratados en el tema 2 de este Curso.

Mas generalmente, se pueden considerar sistemas de ecuaciones no lineales de la
forma )
fl(xh Ty euny IN> = 0,
f2(x17 T2, .- $N) = 07

(3.5)

L fM(xbx% ,fL'N) =Y,

siendo f;, para 1 < i < M, funciones reales dadas, de las variables independientes
(las N incognitas) z; € R, 1 < j < N.

Los problemas de integraciéon numérica.

Sea f(z) una funcién real definida y continua en el intervalo cerrado [a, b]. La regla de

Barrow permite calcular la integral definida ff f(x)dz, si conocemos una primitiva
F(z) de f(z) en [a,b], es decir, si F'(x) = f(x) para todo = € [a, ], entonces

/ f(z)dx = F(b) — F(a).

Ahora bien, un resultado debido Liouville afirma que, en general, el calculo de una
primitiva de una funcién continua en términos de combinaciones finitas de funciones
elementales conocidas es algo imposible (tal es el caso por ejemplo para las funciones
e y (senz)/x). Cuando tal cosa sucede, a efectos practicos la regla de Barrow no
es aplicable para el célculo efectivo de la integral definida, siendo por ello necesario

desarrollar métodos numeéricos de calculo aproximado de la misma.

A este respecto, obsérvese que el uso de tales métodos numéricos permite a veces
calcular de manera aproximada el valor de una funciéon en un punto. Asi por ejemplo,

2

€como / —dz = log 2, si conocemos un procedimiento de calculo aproximado de la
. T

integral, el mismo nos permite hallar de manera aproximada el valor de log 2.

La interpolacion de funciones:

Dada una cantidad finita de datos (pares de valores), que pueden provenir por ejem-
plo de la experimentacion, se plantea la necesidad de obtener una funciéon “que pase
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1.4.

por” (interpole a) dichos pares de valores, para representar y manipular.

Un objetivo importante del Calculo Nu “mérico es encontrar métodos efectivos para
interpolar datos. Dentro de lo distintos tipos de interpolacién, en este curso vere-
mos una introduccién a la interpolacién mediante polinomios. En concreto veremos
algunos métodos numéricos para resolver el siguiente problema:

Dados una serie de datos (x;,1y;) con i@ = 0,...,n (con x; distintos entre si), nos
planteamos construir p(x) polinomio de grado < n que interpola dichos valores, es
decir, tal que p(z;) = y; para todo i =0,...,n.

La resolucién aproximada de ecuaciones diferenciales.

Tipos de errores

Un aspecto importante, aunque no uno de los objetivos fundamentales del Calculo
Numérico, es el estudio de los errores, es decir, la valoracion de la precision de los resultados
de un calculo concreto. Dicha precision viene en general limitada por tres tipos de errores:

a)

Errores en la toma de los datos

Esta fuente de errores estd fuera del control del Calculo Numérico. Podran disminuir
hasta cierto punto mejorando las mediciones, los métodos estadisticos, etc..., que
proporcionen los datos. Este tipo de errores se conocen también con el nombre de
ruidos.

Errores de aproximacion

Se producen porque, aunque se realicen las operaciones de forma exacta, la solucion
de un problema se aproxima por una familia de problemas dependientes de un

1
pardmetro h — 0 (o N — +00). Asi por ejemplo, si para calcular e = Z i

k=0
N
toma como valor aproximado ey = Z i se comete un error que viene dado por
k=0
= 1
e —enN = Z E

k=N+1

Este tipo de errores recibe también otros nombres, como error de convergencia, error
de truncamiento, error de discretizacion, etc..., dependiendo del problema de que se
trate.
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c) Errores de redondeo

Los ordenadores tienen una precision limitada, generalmente entre ocho y dieciseis
cifras significativas. De modo que cualquier nimero real que se maneje debe ser
aproximado por uno de la maquina, cometiéndose en consecuencia con esta aproxi-
macién un error que se denomina error local de redondeo

Asi por ejemplo, la multiplicacién exacta de dos niimeros de seis cifras, tiene doce
cifras. Una calculadora que maneje 8 cifras significativas no comete en este caso
errores en los datos, pero si los comete al efectuar el producto.

Otro ejemplo lo proporciona el caso de un numero irracional o racional periodi-
co. En este caso, el numero debe ser aproximado al introducirlo en la méquina,
cometiéndose un error inicial de redondeo.

Ligados a estos tipos de errores hay tres conceptos importantes: convergencia, con-
sistencia y estabilidad. Pasamos a describir estos conceptos, que ponen de manifiesto
propiedades bésicas que debe cumplir cualquier algoritmo numérico.

La propiedad de convergencia esta ligada al error de aproximacion, y consiste en que
la solucién del problema aproximado debe converger en algin sentido, cuando h — 0 (o
N — 400), a la solucién del problema (P) de partida.

La consistencia también esta ligada al error de aproximacion, y consiste en que la
solucién del problema (P) debe verificar la ecuacién que define asintéticamente la de (Py)
si h — 0 (ver [1], paginas 43-44).

La propiedad de estabilidad se relaciona con los errores de aproximacién y de redondeo.
Hay tres tipos de estabilidad:

= La estabilidad del problema:

Significa que pequenos cambios en los datos producen pequenos cambios en la solu-
cién exacta del problema (P) de partida. De los problemas que no verifican esta
propiedad, se dice que estén mal condicionados (ill-conditioned).

Un ejemplo de problema mal condicionado lo constituye el siguiente (Wilkinson).
Consideremos la ecuacion

(x4 1)(z +2)....(z + 19)(x + 20) = 0,

que evidentemente tiene por soluciones a; = —1, as = —2,...,19 = —19, ayy =
—20.

La ecuacién anterior también puede ser escrita
2% 4+ 2102 + agx™® + ...+ ayx +ag = 0,

y se puede ver que si se cambia el coeficiente 210 que multiplica a 2'?, por 210 +2723
(272 ~ 12 x 1078 = 0,00000012), entonces las raices mayores de la nueva ecuacién
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varian tan soélo ligeramente respecto de las ay, correspondientes, pero, por ejemplo,
la raiz amg se convierte en —20'8, y las raices ag y 7 se convierten en un par de
raices imaginarias conjugadas: —16’7 & 2'8i. Un ejemplo més simple serd visto en
problemas.

= La estabilidad del algoritmo:

Este tipo de estabilidad consiste en que, supuestas operaciones exactas, pequenos
cambios en los datos deben producir cambios también pequenos en la solucién que
proporciona el algoritmo.

Por ejemplo, si se considera que una sucesién de nimeros viene dada por el algoritmo
Ty — A, T, = B,
z, =101z, 1 — x_o, VN >2,

no es dificil comprobar que la sucesién viene dada por

—-0,1A+ B 10A - B
,Z'n = ! ]_On + Oyln
9,9 9,9
En consecuencia, la eleccién A = 10, B = 1, proporciona la sucesién z,, = 107",
que evidentemente converge a 0 si n — o0. Sin embargo, si se toma A = 10,

B =1+ ¢, la correspondiente sucesion, por pequeno que sea €, es divergente. Por
tanto, este algoritmo no es estable.
= La estabilidad numérica:

Esta propiedad significa que el algoritmo es inmune al efecto acumulativo de los
errores de redondeo (esto es, si lo errores de redondeo son todos pequenos, el error
acumulado al operar con el algoritmo es también pequeno). Es este un concepto
cualitativo, de manera que un mismo algoritmo puede ser numéricamente estable
en un problema e inestable en otro.

Por ejemplo, si se considera el algoritmo

=1 x =7,

3
1
Tn =3 (1321 —4xy2), Vn>2,

y se calculan con esta férmula los dieciseis primeros términos de la sucesion, usando
para ello seis decimales, se obtiene

2o = 1 21 =0,333333 x5 =0,111111 x5 = 0,037037
24 =0,012346 5 = 0,004117 g = 0,001379 27 = 0,000486
25 = 0,000267 9 = 0,000509 19 = 0,001850 1, = 0,007338
T1o = 0,029331 15 = 0,117317 214 = 0,469266 15 = 1,877063
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Sin embargo, es facil comprobar que la sucesién x,, viene también definida por

1 n
Ty = (g) )
y si usamos esta ultima expresion obtenemos

To =1 r1 = 0,333333 29 =0,111111 23 = 0,037037
x4 = 0,012346 25 = 0,004115 x4 = 0,001372 27 = 0,000457
xg = 0,000152  z9 = 0,000051 19 = 0,000017 z1; = 0,000006
12 = 0,000002 213 = 0,000001 214 = 0,000000 x5 = 0,000000

En consecuencia, estd claro que el primer algoritmo propuesto es inestable numéri-

camente para el cdlculo de la sucesion (§> .

En relacién con la teoria de errores, dos conceptos de interés son los siguientes:

Definicion 1.1 Six es un numero real, y se aproxima por otro numero real @, se denom-

ina error absoluto a la cantidad |z —T|. Si x # 0, se denomina error relativo a la cantidad
|z — 7|

||

Observemos para terminar con esta seccién, que hay casos en que lo importante es
el error absoluto (aterrizaje de un satélite, caida de un misil, incisién de un cirujano,...),
mientras que otras veces lo que importa es el error relativo (descuentos...).

1.5. Convergencia y estabilidad

Una vez que se ha formulado un algoritmo para resolver un problema (P), es de gran
importancia conocer bajo qué condiciones dicho algoritmo conduce a la solucién de (P).

Una situacién tipica es aquélla en que el algoritmo define una sucesiéon de elementos
(por ejemplo numeros reales), y se desea saber cudndo es convergente esta sucesién, en
algin sentido a precisar, y si converge a la solucion del problema de partida. Que ese
algoritmo funcione bien en un buen numero de casos particulares, no es satisfactorio
desde el punto de vista del Anédlisis Numérico; es preciso establecer un resultado (un
teorema) de convergencia, que precise bajo qué condiciones se produce convergencia del
algoritmo a la solucién de (P).

En relacion con el problema de la convergencia, otras cuestiones que se suelen plantear
son la velocidad de convergencia del algoritmo, o la acotacién del error que se comete
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cuando uno detiene de manera artificial el algoritmo al cabo de un ntmero finito de
pasos.

Otra propiedad importante de un algoritmo es que debe ser numéricamente estable.
Ello significa que el efecto acumulativo de los pequenos errores de redondeo que se
vayan cometiendo al calcular los términos del algoritmo, es también pequeno. Sobre esta
propiedad, y otros requerimientos importantes que hay que hacerle a todo algoritmo de
resolucion numérica, volveremos de manera mas detallada en la seccién 1.4 de este tema.

1.6. Procedimiento general de resolucién

De manera casi general, desde el punto de vista del Analisis Numérico el estudio tedrico
de la resolucién de un problema (P) consta de las siguientes etapas.

a) Estudio tedrico de (P):

existencia y unicidad de la solucién de (P), caracterizacién de la misma, propiedades
cualitativas, etc.

b) Discretizacién de (P):

construccién de problemas aproximados de (P), que en general se denotan (FP,), con
h > 0 numero real destinado a decrecer a cero (o (Py), con N > 1 niimero entero
destinado a crecer a +00), que se puedan resolver en una etapa posterior. Supuesto
que se puedan resolver los problemas aproximados, las soluciones de estos ultimos
deben converger, cuando h — 0 (o0 N — 400), y en algin sentido adecuado que se
determinard en esta etapa, a la solucién de (P).

c) Estudio tedrico de (F}):

dicho estudio consta, en general, de dos aspectos esenciales:

e de manera similar a la etapa a), estudio de la existencia y unicidad de la
solucién de los problemas aproximados (P,) (o (Py)), caracterizacién de la
misma, propiedades cualitativas, etc.

e andlisis de las propiedades que tiene la aproximacién cuando h — 0 (o N —
+00). A este respecto ya citamos la estabilidad numérica. Hay otros conceptos
posibles de estabilidad, y la nocién de consistencia, que se detallaréan en el tema
2, cuya verificacién es esencial.

d) Resolucién numérica de (F,):

hay que buscar un algoritmo eficiente de calculo de la solucién discreta, es decir, de
la solucién de (P,) (o de (Py)) y estudiar su convergencia y estabilidad mediante
ejemplos test. Esto tdltimo se hace, bien porque no se haya podido completar el
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estudio tedrico en las etapas anteriores, bien como verificaciéon de que el algoritmo
no introduce nuevas inestabilidades.

Una vez se han completado las cuatro etapas precedentes, desde el punto de vista de
las aplicaciones practicas, ha de procederse a la implementacién efectiva en el ordenador
de los algoritmos previamente construidos.
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