Tema 4

Métodos directos de resolucion de
sistemas lineales

1 Introducciéon

En este tema se estudian algunos métodos de resolucion de sistemas de ecuaciones
lineales con el mismo niimero de ecuaciones que de incégnitas.
En concreto, vamos a tratar sobre la resolucion de sistemas de ecuaciones de la

forma
a11u1 + a12Us 4+ ...+ AUy = bl,

a1 + Qoo + ... + agpty, = bo,
.................................................. , (1.1)

Ap1U1 + ApolUs + ... + Gpply, = bnu

siendo a;; y b;, para 1 <7, j < n, numeros reales dados, y siendo u; € IR, 1 < j <mn,
las n incognitas. El sistema (1.1) es por tanto un sistema lineal n X n, es decir, un
sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas. A los a;; se les denominan los
coeficientes del sistema (1.1).

La formulacién del sistema (1.1) se puede hacer de forma més compacta. Para
ello, se introduce la notacién vectorial, denotando en particular a los elementos de
IR"™ como vectores columna, es decir, como matrices n X 1. Denotemos

Uy by
U b

u=| 2|, b= 2| (1.2)
Up, b,

y sea A la matriz cuadrada n x n de término general a;;, es decir,
A = (aij)1<ij<n,

denominada matriz de coeficientes del sistema (1.1).
De esta forma, el sistema lineal (1.1) se escribe

Au=1> (1.3)

Observacién 1.1 El problema (1.1) puede también plantearse con datos complejos,
es decir, escrito en forma matricial, se puede considerar el problema

Au = b, (1.4)



donde A = (@ij)1<ij<n, con los a;; niumeros complejos, yg es un vector de n com-
ponentes que son también numeros complejos.

En tal caso, la o las soluciones u que se buscan son también vectores cuyas n
componentes son numeros complejos.

El sistema (1.4) puede ser escrito como uno de 2n ecuaciones con coeficientes
reales y 2n incdgnitas reales. Para ello, basta tener en cuenta que la matriz A y el

vector b pueden ser escritos de manera unica en la forma
A=A+ A%, b=0b"+ b,

siendo A' y A% matrices n x n de coeficientes reales, y b' y b vectores de R".
Entonces, tomando u = u' + u%i, con u' y u® vectores incégnitas de R", el
sistema (1.4) se escribe

(A" + A%) (u' + u?i) = b + b?i,

es decir,
Alut — A%? (AN + A%ut)i = b+ bR,

sistema que es equivalente a
Al | —A? ut\ (b
O AN N

A partir de ahora, todas las matrices que consideremos en este Tema seran
matrices reales, es decir, matrices de nimeros reales. Recordemos que una matriz
n x n, A, se dice que es regular si su determinante |A| es distinto de cero, lo cual
recordemos que es equivalente a la existencia de la matriz inversa A='. A este
respecto, tenemos el resultado siguiente:

Proposicién 1.2 Sea A = (a;j)1<ij<n una matriz cuadrada n x n de coeficientes
reales. El sistema de ecuaciones lineales Au = b posee solucion para todo b € IR™ si
y solo si la matriz A es reqular, y en tal caso la solucion es unica y viene dada por

u= A"1b.

Demostracion Evidentemente, si A es regular entonces existe la matriz inversa
A7t ypor tanto Au =be A1 Au= A" & u=A"1D.

Reciprocamente, si para todo b € R™ existe al menos una solucién de Au = b,
sean e*, 1 < k < n los n vectores de la base canénica de IR". Por hipétesis, para
cada k existe al menos una solucién u¥ € IR™ del sistema Au* = e*. Entonces, si
consideramos la matriz n x n, que denotaremos por C', cuya k-ésima columna sea
uF, es decir, C' = (ut|u?|...Ju"), evidentemente AC = I,,, donde por I,, denotamos a
la matriz identidad n x n, pero entonces C' = A~!, y por tanto A es regular. [ ]

A partir de ahora, siempre supondremos que A es regular. Asi pues, para
cada b € RN dado existird una y sélo una solucién, que se puede hallar, por ejemplo,
calculando A~! y multiplicando esta ltima matriz por b, o bien haciendo uso de la
formula de Cramer.



Sobre la regla de Cramer, ya hemos demostrado en el tema 1 que el nimero C,,
de operaciones necesarias para resolver Au = b viene dado por

Cn=(n+ 1)k, +n,

siendo k, el nimero de operaciones algebraicas necesarias para calcular el deter-
minante de una matriz n X n de nimeros reales, y que se obtiene de manera recursiva
por

{]{?2 — 3,
k, = nk,_1 +2n — 1.

Recordemos que, con estas férmulas, en particular se tenia kijyp = 9864099, y
Chlo = 108505099, es decir, el numéro de operaciones necesarias para resolver un
sistema de diez ecuaciones y diez incognitas aplicando la regla de Cramer, resulta
ser superior a los cien millones.

Por otra parte, el numéro d, de operaciones necesarias para calcular la inversa
de una matriz real n X n es

dp = n’kn_1 + (2n — 1) + n?,

resultado de calcular los n? determinantes de los menores de orden n — 1, calcular
|A| = a1 A1y + a19A1 + ... + a1, A1y, y efectuar las n? divisiones por |A|.

Ademds, una vez calculada A~!, para hallar A=!b hace falta efectuar, n veces,
n productos y n — 1 sumas, es decir, n(2n — 1) operaciones. En consecuencia, para
resolver el sistema Au = b por la férmula ©v = A=), hacen falta

dy +n(2n—1)=n’k,_1 +3n* +n—1

operaciones. En particular, si n = 10, obtenemos 98641109 como numéro de opera-
ciones, que es algo inferior al obtenido por aplicacién de la regla de Cramer (téngase
en cuenta ademds que una vez se conoce A~!, la férmula u = A~'b permite calcular
la solucién para diferentes valores de b con sélo n(2n — 1) operaciones, cosa que no
sucede con la regla de Cramer, en la que al variar b hay que hallar n determinantes
nuevos de orden n cada vez).

No obstante lo anterior, hay un tipo particular de sistemas de ecuaciones lineales
para los que se rebaja de forma espectacular el nimero de operaciones necesarias
para resolverlos; estos son los denominados sistemas triangulares.

Definicién 1.3  a) Se dice que el sistema (1.1) es triangular superior si a;; =0
para todo 1 < j <1 < n, es decir, si todos los elementos a;; de la matriz A
que estén por debajo de la diagonal principal son nulos.

b) Se dice que el sistema (1.1) es triangular inferior si a;; = 0 para todo 1 <1i <
J < n, es decir, si todos los elementos a;; de la matriz A que estén por encima
de la diagonal principal son nulos.

Asi por ejemplo, un sistema triangular superior es de la forma



a1y + ajpts + ... + a1 p_1Up—1 + a1U, = by,
AUy + ... + A2 1Up—1 + Q2pUy = by,

.............................................. , (15)
.............................................. ,
Ap—1n—1Un—1 + Ap—1nUn = bn—17
ApnUp = bn7
que tiene por matriz
a1 a2 ... a1n—1 A1n
0 929 . a2 n—1 QAon
A=
0 0 cer Qp_1pn—1 Gp-1n
0 0o ... 0 (nn

Evidentemente, |A| = aj1a92 ... ap—1,-10n, # 0, y por tanto a; # 0, para todo
1 < i < n. Por otra parte, esta claro que la solucién de (1.5) viene dada por el
siguiente algoritmo:

by,
Up = —,
Qpn
1
Up—1 = 7<bn—1 - an—l,n“n)a
Ap—1n-1
................................................. s (16)
................................................. s
1
Uz = 7(172 — (23U3 — - a2,nun)7
22
1
uy = 7([)1 — 12U — ... — al,nun).
ail

Al algoritmo (1.6) se le denomina algoritmo de subida o ascenso. Para llevarlo a
n(n —1)
2

n(n —1) o : . :
———= productos, y n divisiones. En consecuencia, el nimero de operaciones que

2
n(n—1
necesita este algoritmo viene dado por 2g

cabo hay que efectuar 1 +2+4...+(n—1) = sumas, 1 +2+ ...+ (n—1) =

+n = n? Asi por ejemplo, si
n = 10, sélo hacen falta 100 operaciones para llevarlo a cabo.

Lo que hemos dicho del sistema triangular superior, puede ser dicho de manera
analoga del sistema triangular inferior

ajuy = by,
a21Uy + G = bo,

.............................................. ; (17)

Up—1,1U1 + Qp_12U2 + ... + A1 p1Up—1 = bp_1,
Qp,1U1 + Qp 2U2 + ...+ Qpn—1Un—1 + apply = bn7




que se resuelve por un algoritmo de bajada o descenso dado por

by
Uy = )
a1
1
Uy = 7(52 - a21U1)7
@22
............................................. ,
(1.8)
............................................. ,
1
Up—1 = 7(51171 — Qp—-11U1 — Qp—12U2 — ... — anfl,nf2un72)7
an—l,n—l
1
Up = (bn — Qp U — Ap2U2 — ... — an,nflun71>-
ann

Observacion 1.4 Dos clases muy importantes de métodos para la resolucion de
sistemas de ecuaciones lineales son los métodos directos y los métodos iterados. Los
métodos directos, supuesto que no existan errores de redondeo, permiten calcular la
solucion exacta del sistema. Por el contrario, los métodos iterados en general solo
conducen a una solucion aprorimada.

En este tema, vamos a estudiar algunos métodos directos, y todos ellos van a
estar basados en la reduccion de la matriz de los coeficientes del sistema a una matriz
triangular superior (o inferior), para a continuacion resolver este ultimo sistema por
el algoritmo (1.6) (o (1.8)).

Observacion 1.5 Las matrices de coeficientes que suelen aparecer en las aplica-
ciones practicas son, o llenas pero no grandes, o matrices huecas. De manera algo
imprecisa, por una matriz llena se entiende una en la que la mayor parte de sus
coeficientes son no nulos, y diremos que no es grande si es de orden menor que 30.
Una matriz hueca (sparse en inglés) es aquélla, siendo grande o no, en que la mayor
parte de sus coeficientes son nulos, estando la mayor parte de los no nulos en o por
encima de la diagonal principal.

Las matrices llenas pero no grandes aparecen en una gran variedad de problemas
de Fstadistica, Fisica, Ingenieria, etc..., mientras que las huecas aparecen general-
mente en la resolucion numérica de ecuaciones diferenciales.

En general, los métodos directos suelen estar bien adaptados a ambos tipos de
matrices, mientras que los métodos iterados estan mejor adaptados a las matrices
huecas.

2 El método de Gauss

Para el estudio del método de Gauss, procedemos en varias etapas.

Etapa 1.- Descripcion del método

El método de Gauss parte de la idea de obtener, mediante cambios en el orden en
que se escriben las ecuaciones, y combinaciones lineales de las mismas, un sistema
equivalente al de partida que sea triangular superior. Para ello, en una primera



etapa, lo primero que se hace es, mediante cambio de orden si hace falta, escribir el
sistema de tal manera que el coeficiente que multiplica a x1 en la primera ecuacion
(el elemento aj; en la matriz asociada) sea no nulo, y a continuacién, efectuando
la correspondiente combinacion lineal con la primera ecuacion, escribir un sistema
equivalente al de partida tal que los coeficientes que multiplican a z; en la segunda
y posteriores ecuaciones (los elementos a;1, 2 < i < n en la nueva matriz asociada)
sean todos nulos.

De esta forma, en una segunda etapa, se vuelve cambiar el orden en que se
escriben las n — 1 tltimas ecuaciones, si es preciso, de tal forma que se obtenga
que el coeficiente que multiplica a xs en la segunda ecuacién (el elemento asy en
la correspondiente matriz asociada) sea no nulo, y a continuacion, efectuando la
correspondiente combinacién lineal con la segunda ecuacion, se obtiene un sistema
equivalente al de partida tal que los coeficientes que multiplican a x5 en la tercera
y posteriores ecuaciones (los elementos a;2, 3 < i < n en la nueva matriz asociada)
sean todos nulos.

De manera general, en la etapa r < n — 1 se vuelve cambiar el orden en que
se escriben las n — (r — 1) tdltimas ecuaciones, si es preciso, de tal forma que se
obtenga que el coeficiente que multiplica a z, en la r-ésima ecuacién (el elemento
a, en la correspondiente matriz asociada) sea no nulo, y a continuacién, efectuando
la correspondiente combinacion lineal con la r-ésima ecuacién, se escribe un sistema
equivalente al de partida tal que los coeficientes que multiplican a z, en la (r 4 1)-
ésima y posteriores ecuaciones (los elementos a;-, 7 + 1 < i < n en la nueva matriz
asociada) sean todos nulos.

Procediendo de esta manera, al cabo de n — 1 etapas (como maximo) se obtiene
un sistema triangular superior, equivalente al de partida, que podemos resolver
mediante un algoritmo de subida.

Asi por ejemplo, consideremos el sistema

3U2 + 2U3 = 12
Suy — bug + 2uz =—1
—4U1 + 2U2 —|— Uz = 3
Intercambiando la primera y la segunda ecuaciones, obtenemos
5U1 — 6’&2 -+ QU3 =-1
3U2 + 2U3 =12
—4U1 + 271,2 + us = 3
sistema que ya tiene el primer coeficiente de la segunda ecuacién nulo. Para conseguir
que el primer coeficiente de la tercera ecuacién sea también nulo, basta sumarle a la

tercera ecuacién la primera multiplicada por 4/5, obteniéndose como nuevo sistema,
equivalente al de partida,

5U1 — 6UQ + QU3I —1

3ug + 2ug= 12

14 n 13 11
——Uy + —uz3= —
5 275 ° 5

Ahora, como el coeficiente de x5 en la segunda ecuacién de este ultimo sistema
es 3, no nulo, basta sumarle a la tercera ecuacién la segunda multiplicada por (1/3)-
(14/5), para obtener finalmente el sistema triangular superior



5U1 — 6U2 + 2U3: -1

SUQ + 2U3 =12
67 67
— U = —
15° 5

que, en este sencillo caso, conduce a uz3 =3, us =2 y uy = 1.

Las operaciones que hemos efectuado en el ejemplo precedente pueden ser es-
critas, en términos de matrices, de la siguiente manera.

Para comenzar, partimos del sistema Au = b, siendo

0 3 2|12
(Ap)=| 5 —6 2|—1
—4 2 1| 3

Denotemos (A™M[b(V)) = (A[b). En una primera etapa, hemos efectuado dos opera-
ciones; una primera operacion ha consistido en, dado que a%’, el elemento de la fila
1y columna 1 de AW es nulo, hemos intercambiado la primera ecuacién con otra
en la que el primer coeficiente sea no nulo, en concreto, como a%) =5 # 0, hemos

escrito el sistema AWy = b1 donde

R 5 -6 2] -1
AV = 0 3 2|12
—4 21| 3

A continuacién, como segunda operacién, hemos escrito el sistema APy = b,
donde

5 -6 2|-1
@pey_ | 0 3 2] 12
(A=) 0 14 13| 11
5 5195
Se observa por tanto que
A® = pW) A0 @) = pp1)
donde si denotamos A = (&S)),
1 0 0
~(1)
_ 21 1 0
~(1)
EM — arq
e
31
~ 0 1
agy

Después, en una segunda etapa, y dado que el sistema ahora resultante tiene en la

., . , . 2
segunda ecuacion como coeficiente de us un niimero no nulo, es decir, dado que aéz)



es no nulo, no hemos intercambiado la segunda ecuacién con la tercera, y hemos
procedido directamente a obtener el sistema A®u = ), donde

5 —6 2| -1
Gpeny_ | 0 3 2] 12
OB =10 e e

151 5

Se observa que, por analogia con la primera etapa, la matriz (A®)[p®) ha sido
obtenida como sigue. En primer lugar, se ha tomado (A®@[6?) = (A@p?), vy a
continuacion

A® — gD 6 — gy,

donde si denotamos A® = (655)),

1 0 0
0 1 0
E® = 0 _ﬁ 1

—(2
a§2)

Procedamos ahora a describir de manera general el método de Gauss en términos
de operaciones matriciales, y a justificar que, bajo la hipétesis de que |A] # 0, se
puede siempre aplicar.

Consideramos por tanto el sistema de n ecuaciones lineales con n incégnitas
Au = b, con A matriz regular de coeficientes reales.

El método de Gauss para llevar el sistema anterior a uno triangular superior, se
lleva a cabo en n — 1 etapas.

En una primera etapa, denotemos (AM[b(1)) = (AJb). En primer lugar, como
|A| # 0, en la primera columna de A hay al menos un elemento no nulo. Si ay; # 0,
denotamos (AM (M) = (A |pM). Por el contrario, si a;; = 0, y a;; # 0, con i > 1,
intercambiamos la fila 1 con la fila i de la matriz (AM[b()), y denotamos en este
caso (AM|b(M) a la matriz resultante. De esta forma, si denotamos

AW = @), =Y,
tenemos garantizado que aﬁ) # 0.
A continuacién, se define

(A@p?) = E(l)([l(l)’g(l)),

donde
1 00 ... 00
o)
210 ... 00
=0
11
O — a0
— ”(*1)’ 0 0 10
a
11
an 0 0 0 1
~(1)
11




De esta forma, se obtiene en particular que la matriz A® es de la forma

2
agl)

0

2
agz)
2
agz)

@)
Ap-1,2

a

a,

as,

2)

n—1,n

0@

n,n

a

con afy =afy #0,y [A®] 0,

Ahora, de manera general, supongamos que en la etapa r —1 > 1 se ha obtenido
el sistema Ay = b, con A" matriz n x n tal que todos los elementos de las r — 1
primeras columnas que estén por debajo de la diagonal sean nulos, es decir, de la
forma,

o o) oA W) o)

0 af) ... ayf), ag ab

A(T) — 0 0 Cl,(j;)l’r,1 aS’C)l,r af«i)lm
00 o ]

0 0 aq(ik)l,r ag‘i)l,n

0 0 ... 0 ag} an’;zl

Supongamos también que los elementos ag ), para ¢t = 1,...,r — 1, son todos no

nulos, y que |A™| # 0.
En tal caso, como evidentemente

r,r ar,n
- " - CL(?")l CL(r)l
r)| T T r+1,r r+1,n
|A™] = ajy SR LA Jea | . . ’
r) r)
an,r an,n

estd claro que al menos uno de los elementos ag;) , con ¢ > r, es no nulo.

Si a{”) # 0, denotamos (AM[b) = (AM b)), Por el contrario, si al") = 0,
y al(:) # 0, con i > r, entonces intercambiamos la fila r con la fila 7 de la matriz
(AT b)) v denotamos en este caso (AT b)) a la matriz resultante. De esta forma,
de nuevo, si denotamos
A0 = @), B =),

v

tenemos garantizado que a() # 0.
A continuacion, se define

(AT D) = O (A0 50), (2.9)
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siendo
[r @r X (n—r)

EO | & ; L. |, (2.10)

donde, en general, denotamos por I a la matriz identidad & x k, y por ©, () a
la matriz nula r x (n —r).
De esta forma, se obtiene en particular que la matriz A"+ es de la forma

r+1 r+1 r+1 r+1 r+1
aiy™ ey e et ey
r+1 r—+1 r—+1 r+1
0 agz ) o agﬂa_% agr ) o agn )
: : e r+:1 r:+1 e r:+1
Alr+1) 0 0 e a£—1,2—1 a£—1,2 e a'g—l,'r)z
0 al™tb . alrib |’
’ r+1
0 0 0 0 ... a'fh)
0 0o ... 0 0 ... a{ty

siendo a\7 ™V £ 0 para i =1,...,r, |[ATHD] £ 0,

Se observa, por tanto, que con este procedimiento la matriz A™ es triangular
superior con determinante no nulo (de hecho, el determinante de A™ es igual en
valor absoluto al determinante de A), con lo que en particular los al(? ) son todos no
nulos, y se puede resolver el sistema A™wu = b(™ por el algoritmo de subida.

Obsérvese también que la matriz ATV se construye mediante las formulas

ai™=al), vi<i<r, Vv1<j<n, (2.11)
A"V =0, Vr+l<i<n, V1<j<r (2.12)

1 Q)
oV =al) - =5al), Vr4l<i<n Vr+l<j<n o (213)

r,r

Ansglogamente, el vector b1 se construye mediante las férmulas

B = vi<i<o, (2.14)
~(r)
~ a; |~
b =0 - 5, Ve l<i<n, (2.15)
Ar,r

Etapa 2.- Cémputo del namero de operaciones
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Para el cémputo del niimero de operaciones que hay que realizar como maximo en
el método de Gauss, no vamos a contabilizar los cambios de filas que eventualmente
haya que realizar en cada etapa. Teniendo en cuenta esto, esta claro que las tnicas
operaciones que hay que realizar en cada etapa vienen dadas por las férmulas (2.13)
y (2.15).

Asi, en la etapa r, para el cdlculo de los aETjJrl), r+1 < 14,7 < n, hace falta
efectuar n — r divisiones, (n —r)? productos, y (n —r)? sumas. En la misma etapa,

r+1)

para el calculo de los b§ ,r+1 <1 < n,y sidescontamos las operaciones ya

realizadas para obtener las al(j;rl), hace falta efectuar (n — r) productos, y (n — r)
sumas.

Por tanto, en la etapa r, para obtener (AT+1[p(+1)) hace falta realizar como
méaximo 2(n—7)?+3(n—r) operaciones, y en consecuencia, para llegar al sistema tri-

angular superior A™u = b™ hay que realizar a lo méas una cantidad de operaciones
n—1
igual a Y [2(n —r)*+3(n —r)).
r=1
Ahora bien, teniendo en cuenta que se satisfacen las siguiente igualdades

Ui 1 Ui 1)(2 1
Z:k::m(m—l— )7 v Z:kQZm(m—l— )(2m + )’ Vm > 1,
k=1 2 k=1 6

cuya comprobaciéon por induccién se deja como ejercicio, obtenemos

nzlm—r):(n—1)+(n—2>+...+2+1:(”‘21)”,

r=1

(n—1)n(2n — 1)‘

ni("—r)zz(n—1)2+(n—2)2+...+22+12: ;

r=1
Por tanto, el nimero de operaciones que como maximo hay que realizar para
llegar al sistema triangular superior A™vu = b, es igual a

3(n—1n (n—1)n(2n—1)
2 * 3 ’

con lo que, sumando a esta cantidad las n? operaciones que a lo més hay que

efectuar para resolver un sistema triangular, obtenemos que el nimero maximo de

operaciones necesarias para resolver el sistema de orden n, Au = b, por el método

de Gauss, si no se computan los eventuales cambios de filas, viene dado por
3n—1)n  (n—1)n(2n—1) et 4n3 + 9n* — Tn

5 3 " 6

En consecuencia, para resolver por el método de Gauss un sistema de 10 ecuacio-
nes lineales con 10 incdgnitas, hacen falta a lo méas 805 operaciones (compérese esta
cantidad con la estimada para resolver un sistema de orden 10 por la regla de Cramer
o por célculo de la inversa de A).

Etapa 3.- El problema de la eleccién de pivote
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Los elementos a@(") # 0 que se utilizan para dividir en las férmulas (2.13) y (2.15),
se denominan pivotes.

Teniendo en cuenta que, en la practica, cuando se efectian los cédlculos en el
método de Gauss se producen errores de redondeo, la eleccién del pivote en cada
etapa r es una cuestion de importancia. En concreto, si por ejemplo en la etapa r—1
se ha obtenido que a") # 0, pero su valor absoluto es muy pequefio en comparacién
con el de otro elemento az(»:) # 0 con ¢ > r, entonces la divisién por el primero
producira errores de redondeo mucho mayores que la divisién por este tltimo, y en
consecuencia, aun siendo ag’) # 0, es mejor utilizar el elemento al(-:) como pivote
r-ésimo a").

Por ejemplo, consideremos el sistema

EUL + Ug = 1,
{U1 + ug = 2,
cuya solucién exacta es
1 1—2¢
e R g

Es claro que para valores positivos de € muy préximos a cero, los valores de las
soluciones u; y uy estardn muy cercanos a 1.

Si resolvemos el sistema por el método de Gauss, tomando como pivote &, ob-
tendremos como sistema triangular equivalente

EU + Ug = 1,

1 1
1— up=2— -
( 8)U2 e’

sistema al que al aplicarle el algoritmo de subida produce como soluciéon

1
2 —
1—
Ug = 7%, Uy = UQ. (216)
1— = 9
9

En la computadora, si ¢ es suficientemente pequeno, los nimeros 2—1/ey 1—1/¢
se comportan como iguales. Asf por ejemplo, si e = 107%, entonces 1/ = 10%, con

lo que
{2 — 1/e = —99999998 = —0.99999998 x 108,

1 —1/e = —99999999 = —0.99999999 x 108,

con lo que si suponemos que se manejan tan sélo siete cifras decimales y que se
utiliza aproximacién por redondeo, tanto 2 — 1/ como 1 — 1/ producen el niimero
—0.1 x 10°.

En tales circunstancias, el algoritmo (2.16) produciria us = 1, que es un valor
aproximado aceptable de dicha incégnita, pero entonces se obtendria u; = 0/e = 0,
que es un valor muy alejado de la verdadera solucién.

En este ejemplo, las dificultades desaparecen si se cambia de pivote, es decir, si
se intercambia primero el orden de las ecuaciones escribiendo el sistema

{U1+UQ:2,

gup +ug =1,
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y a continuacion se aplica el método de Gauss, tomando como pivote 1, con lo que
obtenemos

{ Ul + Uy = 2,
(1 —e)ug =1—2¢,
y en consecuencia como algoritmo de subida
1-—2¢
Uy = s Uy = 2 — Ug,
1—e¢

que cuando € es pequeno, por ejemplo como antes, produce uy = 1, u; = 1, que son
ambos valores aproximados aceptables de las verdaderas soluciones.

Para evitar situaciones como la del ejemplo precedente, es usual seguir alguna
estrategia en la eleccion del pivote.

Una de tales estrategias es la denominada de pivote parcial, que consiste en, en
cada etapa r, determinar 7, > r tal que
")

LrT

| = méx [af)).

ja .
r<i<n

e intercambiar (si i, > r) las filas 7 e i,, es decir, tomar como a") el elemento agl.

Para la mayor parte de los sistemas de ecuaciones lineales, la estrategia de pivote
parcial resulta ser suficiente.

Otra estrategia que se usa a veces es la de pivote total. Dicha estrategia consiste
en determinar en cada etapa r el elemento de mayor valor absoluto entre todos los
de la matriz A" que forman la submatriz formada por las filas y columnas entre la
r y la n. Es decir, se determinan r < i,, 7, < n tales que
(r)

irjr

= mix [

|a 14
r<i,j<n

y, si i, > r, se intercambian las filas r e 7,., para a continuacion, si j, > r, intercambiar
las columnas r y j,.. Naturalmente, en tal caso, si hay intercambio de columnas, hay
también que efectuar el mismo intercambio en las incégnitas del sistema.

En general, las estrategias de cambio de pivote tienen la ventaja de producir
menores errores de redondeo cuando se aplica el método de Gauss, pero natural-
mente, al exigir efectuar comparaciones en cada etapa para determinar el nuevo
pivote, aumentan los tiempos de céalculo.

Etapa 4.- Descomposicion A = LU cuando no hay que hacer cambios
de filas

Supongamos que la matriz A es tal que al aplicarle el método de Gauss, en cada
etapa 7 el término a{") es distinto de cero, y no efectuamos cambios de filas, es decir,
A = A®) En tal caso, para cada r, de acuerdo con (2.9),

AT — ) A0)

con E™ la matriz definida por (2.10).
En consecuencia, teniendo en cuenta que AW = A, tenemos

A — pr=1) . p2) p() 4 (2.17)

Ahora bien, la matriz A™ es triangular superior, y la vamos a denotar U (del
inglés upper).
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Por otra parte, cada una de las matrices B es, en particular, triangular in-
ferior con la diagonal principal formada por unos. El producto de dos matrices
triangulares inferior con las diagonales principales respectivas formadas por unos, es
también una matriz triangular inferior con la misma propiedad (hégase como ejer-
cicio). Asimismo, toda matriz triangular inferior con la diagonal principal formada
por unos es invertible, y su inversa es de nuevo triangular inferior con la diagonal
principal formada por unos (hagase también como ejercicio).

Teniendo en cuenta lo anterior, la matriz (E®1...EW)~1 es triangular inferior
con la diagonal principal formada por unos. Si denotamos a esta matriz por L (del
inglés lower), podemos afirmar el siguiente resultado:

1

Proposicién 2.1 Si A es una matriz reqular n X n de coeficientes reales tal que al
aplicarle el método de Gauss, en cada etapa v el término al") es distinto de cero,
entonces existe una matriz triangular inferior L, con la diagonal principal formada
por unos, y una matriz triangular superior U, de tal manera que

A=LU (2.18)

3 El método de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan es una variante del método de Gauss, en el que se
busca llegar a un sistema de ecuaciones lineales, equivalente al de partida, tal que
la matriz de coeficientes sea diagonal, es decir tal que los tinicos elementos no nulos
de la matriz sean los de la diagonal principal. Para ello, se procede de la manera
que describimos a continuacion.

Al igual que en el método de Gauss, suponemos que queremos resolver el sistema
de n ecuaciones con n incognitas Au = b, siendo A una matriz regular n x n de
coeficientes reales.

El método de Gauss-Jordan para llevar el sistema anterior a uno triangular su-
perior, se lleva a cabo en n etapas.

En una primera etapa, se actia igual que en el método de Gauss, es decir, se
denota (AM b)) = (A|b), se elige i > 1 tal que a;; # 0, y sii # 1, se intercambian la
fila 1 con la fila i de la matriz (A1), y se denota (AM [6(1) a la matriz resultante.

A continuacién, se define

(A@p?) = E(l)(g(l)"g(l)),

donde EM estd definida como en el método de Gauss.
De esta forma, se obtiene en particular que la matriz A® es de la forma

2 2 r
)
a/22 DRI aan
A = S
2 2
0 alel,Q XX a1(’L—)1,'rl
0 a? ... a®

con aﬁ) = 6511) £0,y |A®| £ 0.
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Ahora, de manera general, supongamos que en la etapa r — 1 > 1 se ha obtenido
el sistema Ay = b, con A" matriz n x n tal que todos los elementos de las r — 1
primeras columnas que no estén en la diagonal sean nulos, es decir, de la forma,

a0 0 A
0 agz) e 0 ag,:) . agl)
A(,,,) _ 0 0 e a,(j;)l’rfl QYJLT P a,,s.@l’n
0o ... 0 agf:,) e a,(]:%
I SR
0 0o ... 0 aﬁ:g o anr’zl

(r)

i

Supongamos también que los elementos a
nulos, y que |A™| # 0.
En tal caso, como evidentemente

, para? = 1,...,r — 1, son todos no

r,r ar,n
© o |ah ah
(r) . T r r—+1,r e r+1,n
’A | =a - .- ar—l,r—l . . )
r) r)
am R amn

esta claro que al menos uno de los elementos agj;) , con ¢ > r, es no nulo.

Se elige ¢ > r tal que ag;,) = 0, se intercambian, si es preciso, la fila r con la fila 7

de la matriz (A |b™), y se denota (A b)) a la matriz resultante. De esta forma,
de nuevo, si denotamos

AV = @),

tenemos garantizado que al) # 0.
A continuacion, se define

(AC+D]pr+Dy = J(r)(g(r)yg(r)>7 (3.19)

siendo J( = (cl(-;)), la matriz n x n definida por

alr
10 ... 0 5 0 ... 0
~(r)
01 0 ——5 0 0
67’7“
_{r)
g —_lo o 1 —%ﬁro 0
at ’
0 0 0 1 0 0
a(r)l
0 0 ()—T@T1 0
aTT‘
)
0 0 0 I g 1

Arr
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De esta manera se obtiene que la matriz A"+ es de la forma

aﬁﬂ) 0 o 0 0 agf:ﬂ . aﬁ“’
0 ag;rl) . 0 0 ag;;li c agjl)
: : o T+:1 : T+:1 e 7”:+1
Al — 0 0 EE a1(n71,7271 0 afﬂfl,ﬁﬂ EE aful,r)z
0 . 0 a{r ) aﬁ,ﬂf cooalnto|”
0 e 0 0 aff:rllz i1 aﬁ’jﬁ,{
0 0 . 0 0 agﬁ)l ooalrt)

siendo a! #0parai=1,..r |[ATTD| £0.

13
Se observa por tanto, que con este procedimiento, la matriz A™*1) es diagonal,
con todos los a!™™ no nulos, y se puede resolver el sistema AM+Dy = p+D) de
manera inmediata.
Obsérvese que si en una posible etapa n+ 1 del método de Gauss-Jordan se mul-
tiplica cada fila i de (A™D[p™+1) por 1/a§?+1), entonces el vector b"+1 resultante
es la solucién del sistema Au = b.

Como un ejemplo consideremos el sistema

2’LL1 + Ug — 3U3 = —1,
—u1 + 3U2 + 2U3 = 12,
3U1 + Uy — 3U3 = 0.

Denotemos
21 -3|-1
(Alp) =1 -1 3 21 12
3 1 -3 0

Denotemos (AW b)) = (Ab), matriz que ya tiene el primer coeficiente de la
primera ecuacién igual a 2, no nulo.

Sumando a la segunda fila la primera multiplicada por 1/2, y a la tercera fila la
primera multiplicada por —3/2, obtenemos la matriz

2 1 -3 -1
(APp@Yy =0 7/2 1/2|23/2
0 —1/2 3/2| 3/2

Ahora, como el segundo coeficiente de la segunda fila de esta tultima matriz es
7/2, no nulo, le sumamos a la primera fila de esta matriz la segunda multiplicada
por —2/7,y a la tercera fila la segunda multiplicada por 1/7, con lo que obtenemos
la matriz

2 0 —22/7|-30/7

(AP = [ 0 7/2  1/2| 23/2
0 0 11/7| 22/7

Finalmente, como el tercer coeficiente de la tercera fila de la matriz (A® b)) es
11/7, no nulo, le sumamos a la primera fila de esta matriz la tercera multiplicada
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por (22/7)/(11/7) = 2, y a la segunda fila la tercera multiplicada por
—(1/2)/(11/7) = —7/22, con lo que obtenemos la matriz

2 0 0] 2
(ADpHY = 0 7/2 0|21/2 |,
0 0 11/7]22/7

que en este sencillo caso conduce inmediatamente a la solucién del sistema de partida,
Ulzl, U2:3YU3:2.

Dicha solucién también se obtiene como la cuarta columna de la matriz (A® [p®))
obtenida dividiendo por 2 la primera fila de (A® b)), y dividiendo por 7/2 la
segunda y por 11/7 la tercera fila de la misma matriz, que conduce a

10 0|1
(AP =101 0|3
00 1|2

Observacion 3.1 El método de Gauss-Jordan no aporta ninguna ventaja sobre el
de Gauss para resolver un sistema lineal concreto, pero en cambio si tiene interés
cuando se trata de efectuar el cdlculo de la inversa de una matriz. En concreto, si
A es una matriz reqular n x n de coeficientes reales, y queremos hallar A7, lo que
podemos hacer es escribir esta ultima matriz por columnas,

A7 = (uW]u@].. Ju™)
De esta forma, como AA™Y = I,,, hemos de resolver n sistemas lineales
AuP) = k) 1<k < n,

donde por e®) denotamos al k-ésimo vector candnico de R™.
Para la resolucion conjunta de estos m sistemas lineales, se escribe (All), y
aplicando Gauss-Jordan, en n+1 etapas se llega a (I|B), siendo entonces B = A~

4 El método LU

Sabemos por la Proposicion 2.1 que si A es una matriz regular n x n de coeficientes
reales tal que al aplicarle el método de Gauss, en cada etapa r el término aff;) es
distinto de cero, entonces existe una matriz triangular inferior L, con la diagonal
principal formada por unos, y una matriz triangular superior U, de tal manera que
que se puede escribir como el producto de L por U, es decir, A = LU. En tal
caso, para resolver el sistema de ecuaciones lineales Au = b, se escribe LUu = b, y
denotando v = Uw, se observa que lo que hay que hacer es resolver en primer lugar
por el algoritmo de descenso el sistema

Lv =0,

para a continuacién, una vez conocida v, resolver por el algoritmo de ascenso el
sistema
Uu=wv
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Asi por ejemplo, para resolver el sistema

5“1 +2’LL2 + us= 12,
5U1 — 6U2 + 2U3 = —1,
—4u1 -+ 2U2 —+ uz = 3,

si sabemos que su matriz A de coeficientes admite la descomposicién

5 2 1 1 00\/5 2 1
A=| 5 -6 2 | = 1 1o0|[lo -8 1],
—4 21 —4/5 —9/20 1 0 0 9/4

descomposicion que se puede calcular aplicando el método de Gauss, para hallar la
solucion del sistema original, resolvemos en primer lugar el sistema

1 00 0 12
1 10 v | =] -1,
—4/5 —9/20 1 Vs 3

que tiene como solucion
U1 = 12, Vg = —13, V3 = 27/4

A continuacién, resolvemos el sistema

5 2 1 w 12
0 -8 1 w | =1| -13 |,
0 0 9/4) \ us 27/4

y obtenemos la solucién

Resulta pues de interés el disponer de criterios para saber si dada una matriz
cuadrada, ésta puede ser escrita como el producto de una matriz triangular inferior
L, con la diagonal principal formada por unos, y una matriz triangular superior U.
En caso afirmativo, se dice que dicha matriz admite una factorizacién LU. Sobre
este particular, lo primero que se tiene es un resultado de unicidad.

Proposicién 4.1 Si A es una matriz n x n tal que su determinante |A| es distinto
de cero, entonces A puede ser escrita a lo mds de una inica manera como el producto
de una matriz triangular inferior L, con la diagonal principal formada por unos, y
una matriz triangular superior U.

Demostracion.- Supongamos que
A = LlUl = LQUQ

con Ly y Ly matrices triangular inferior con la diagonal principal formada por unos,
y Uy y Uy matrices triangular superior.
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En tal caso, como 0 # |A| = |L1||U1| = |L2||Us|, en particular las matrices Ly y
U, son invertibles, y por tanto, de la igualdad L,U; = LU, obtenemos

LytLy = UyU

Pero Ly'L; es una matriz triangular inferior con la diagonal principal formada por
unos, y U,U; ! es una matriz triangular superior, en consecuencia, de la tltima
igualdad, deducimos que

Ly'Ly = UaU ! = 1,,

y por tanto Ly = Ly y Uy = Us. [ |

Nos preguntamos a continuacién por algin criterio que proporcione existencia
de descomposicién LU para una matriz dada.

Definicién 4.2 Sea A una matriz cuadrada n X n. Para cada entero 1 < r <n, se
denomina submatriz principal de orden r de A, y la denotaremos A,., a la matrizr Xr
formada por las r primeras filas y las r primeras columnas de A. Al determinante
|A,| lo denominaremos el determinante principal de orden r de A.

Teorema 4.3 (de Doolittle) Sea A una matriz cuadrada n x n tal que todos los
determinantes principales |A,|, para 1 < r < n, sea no nulos. Entonces, A admite
una y solo una factorizacion LU.

Demostracion.- La unicidad de factorizacion LU es consecuencia de la Propo-
sicion 4.1. Para la existencia, por la Proposicion 2.1, basta ver que al aplicarle a la
matriz A el método de Gauss, en cada etapa 7 el término a{") es distinto de cero.
Para ello, vamos a proceder por induccion.

Desde luego, por hipdtesis, aﬁ) = ay; # 0. Supongamos por tanto que

ag) #0, parar=1,...k—1, (4.20)

y comprobemos que entonces también a,g;;) # 0.
Desde luego, por (4.20), A = AWM parar = 1,...,k—1, y en tal caso, de acuerdo
con (2.9),
AT = EO AT parar=1,..k — 1,

con E() la matriz definida por (2.10).
En consecuencia, teniendo en cuenta que AW = A, tenemos

AW — pl=1 gy (4.21)

Ahora bien, como ya se dijo anteriormente, la matriz producto E¢=D ... B eg
triangular inferior con la diagonal principal formada por unos, con lo que de (4.21),
efectuando el producto de las matrices por cajas, se obtiene en particular que la

matnz ® L ® (k)

ayy Qg 1,k—1 Ay
0 ag;) o ag’f,l,l ag,?
)
0 0 agﬂk—)l k—1 akk—)l,k
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es igual al producto de una matriz £ x k de determinante igual a 1, por la matriz
principal A, y por tanto,
0 # |Ai| = af?...afy,

k ,
con lo que aﬁck) # 0, como querfamos demostrar. [

Observaciéon 4.4 Si A es una matriz n X n no singular, pero que no satisface las
condiciones del Teorema 4.3, puede suceder que si se satisfagan dichas condiciones
si se efectuan intercambios de filas en la citada matriz.

Por otra parte, si A es singular, puede suceder que admita factorizacion LU, en
este caso no unica. Un ejemplo serd visto en clase de problemas.

A continuacién, exponemos otro criterio para saber si una matriz admite facto-
rizacion LU de Doolittle.

Definicién 4.5 Sea A = (a;j) una matriz cuadrada n X n. Se dice que A es diago-
nalmente dominante en sentido estricto si

lag| > > ay| para toda filai=1,..,n. (4.22)
=1, j#i

Teorema 4.6 Sea A = (a;j) una matriz cuadrada n x n diagonalmente dominante
en sentido estricto. Entonces,

a) A es regular,

b) A admite una unica factorizacion LU de Doolittle.

Demostracion.-
a) Supongamos que |A| = 0. En tal caso, existe w € R", w # 0, tal que Aw = 0.
Sea 1 < k <n tal que |wy| = méax |w;| # 0.
1<j<n
Como Z ap;w; = 0, despejando tenemos
j:l’

n
QppWE = — Z AWy,
Jj=1, j#k

y por lo tanto
n
|age|Jwe] <7 Jawg||w;l,
=1, 3#k

con lo que
n

- |w;|
e < |akj||w7< Do awl,

j=1, j#k Kl T T
en contradiccién con el hecho de que A es diagonalmente dominante en sentido
estricto.

b) Puesto que A es diagonalmente dominante en sentido estricto, es inmediato
que cada submatriz principal A, es también diagonalmente dominante en sentido
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estricto. Gracias entonces al apartado anterior, los determinantes principales son
todos no nulos, por lo que basta tener en cuenta el Teorema 4.3 para concluir con
este apartado. [

Para el calculo efectivo de la factorizacion LU de una matriz dada, en la préactica
se obtienen los elementos de L y de U por identificacién de forma recursiva, admi-
tiendo que existe la factorizacion. Asi, si

aii 12 . a1n—1 A1n
a1 22 - a2 n—1 Qon,
an-11 Ap-12 ... Gp_1pn—-1 GAn—1n
an1 An2 s Apn—1 Qpn
1 0 R 0 0 UuUyp U2 ... Ul n—1 U1n
l21 1 SN 0 0 0 U2 ... U2n—1 Uon,
= )
lp11 lp1p .. 10 0 0 ... Up—ip-1 Un—1p
ln,l ln,2 S ln,n—l 1 0 0 ce 0 Un,n

identificando los elementos de la primera fila de A con los correspondientes de LU,
y los de la primera columna de A con los correspondientes de LU, obtenemos

alj = ulj; ] = 1, ., n,
ai1 .

a1 = lppuy = U = , L =2,...,Mn.
U11

Identificando a continuacién los elementos de la segunda fila de A con los correspon-
dientes de LU, y los de la segunda columna de A con los correspondientes de LU,
obtenemos

Qgj = lglulj + Uz = Ugj = Q25 — lzlulj, ] = 2,..,1m,
1 )

A2 = ljuig + liguge = lig = "o (aig — lnuiz), i=3,..,n.
22

Y en general, si suponemos conocidas las k—1 primeras filas de U y las k—1 primeras
columnas de L, entonces, identificando los elementos de la k-ésima fila de A con los
correspondientes de LU, y los de la k-ésima columna de A con los correspondientes
de LU, obtenemos

agj = by + oo + L p—1ug—1,5 + ug;
k—1

= Ugj = Qfj — Z lkrurja J=k, ...,n,
r=1

@i, = lnwig + oo F L g 1Up—1 g + iU

1 k—1
=l = — (aik—Zlirurk> , iIk—i-l,...,TL.
Ukk r=1

Obsérvese que el cdlculo anterior puede ser hecho en paralelo, lo cual redunda
en un ahorro considerable de tiempo. El ntimero de operaciones necesarias para
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llevar a cabo el método de calculo expuesto es del mismo orden que en el de Gauss.
El método de Gauss suele ser el mejor para resolver un sistema concreto, pero el
método LU es preferible si se trata de resolver varios sistemas lineales con la misma
matriz A y distintos b, ya que una vez se factoriza A, todos los sistemas se resuelven
con un ahorro considerable de tiempo en los cédlculos.

Como ejercicio, se propone que se encuentre la factorizacion LU de la matriz

6 2 1 —1
24 1 0
A= 11 4 —1
10 -1 3

Observacién 4.7 (factorizacién de Crout) A la factorizacion LU de una matriz
que acabamos de exponer se la denomina también factorizacion de Doolittle de dicha
matriz. Otra posibilidad es descomponer una matriz A como el producto de una
triangular inferior por otra triangular superior con la diagonal principal formada por
unos, a dicha descomposicion se la denomina factorizacion de Crout de A. Dicha
factorizacion puede ser obtenida facilmente a partir de la de Doolittle; en efecto, sea
A = LU, con A matriz no singular,

1 0 . 0 0
lo1 1 . 0 0
L= : : o : E
big lis ... 10
ln,l lmg SN ln,n—l 1
Upip U2 .- Ui n-1 Uin
0 U2 U2 n—1 U2n
U= z
0 0 un—l,n—l un—l,n
0 0 0 Upn
En tal caso, si denotamos
1/U11 0 e 0 0
0 1/U22 c. 0 0
D=| : A : A
0 0 coe L up10
0 0 . 0 1/ wnp

entonces la matriz U = DU es de la forma

1 wip/uin ... Upp—1/ui; Uty /U1y

0 1 cer Ugp1/U22 Usp [Uso
U=DU = : : :

0 0 e 1 Un—1.1/Un—1n—1

0 0 . 0 1

es decir, es triangular superior con la diagonal principal formada por unos, y

A=LU=LD'U=1LU,



23

con
L = LD
1 0 0 0 u;p 0 0 0
121 1 0 0 0 U922 0 0
ln—l,l ln—1,2 e 1 0 0 0 oo Up—1n—1
ln,l ln,g c. ln,n—l 1 0 0 c. 0 Un,n
U1l 0 e 0 0
121u11 U22 e 0 0
lnfl,lull ln71,2U22 cee Up—1,n—1 0
ln,lull ln,2U22 . ln,nflunfl,nfl Unn

matriz triangular inferior.
Obsérvese que en el caso particular en que A es simétrica,

A=LU = A= A" = (LU)* = U*L",

1y por tanto

L=U", U=IL"

5 El método de Cholesky

En esta seccion vamos a estudiar un caso particular de factorizaciéon LU, en el que
no vamos a pedir que los elementos de la diagonal principal de L sean unos, y U va
a coincidir con L*, la traspuesta de L.

A este respecto, observemos que se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 5.1 Sea A una matriz n X n simétrica y reqular que admita factori-
zacion LU. Entonces existe una matriz diagonal D tal que

A=LDL". (5.23)

Si ademds d; > 0 para todo i = 1,..,n, entonces, denotando por D'? a la matriz
diagonal cuyos elementos de la diagonal principal sean las raices (d;)'/?, y definiendo

B = LD (5.24)
se tiene que B es triangular inferior, y
A= BB". (5.25)

Demostracion.- De la igualdad A = LU, obtenemos también A = A* = U*L*,
con lo que
LU =U"L",
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y por tanto
U(L*)*1 = LU,

Como U(L*)~! es triangular superior, y L~*U* es triangular inferior, de la tltima
igualdad se deduce que ambos productos han de ser iguales a una matriz diagonal
D, de modo que en particular U(L*)~! = D, y por tanto U = DL*, con lo que A se
escribe en la forma (5.23).

Si d;; > 0 para todo i = 1, ..,n, tenemos que D = DY2DY2 v en consecuencia

A — LDI/QDI/QL* — (LD1/2>(LD1/2)*,

con lo que si definimos B por (5.24), esta matriz es triangular inferior y satisface
(5.25). ]

Definicién 5.2 Sea A = (a;;) una matriz n X n de coeficientes reales. Diremos que
A es definida positiva si

> ajjuu; >0, para todo u € R™\ {0}. (5.26)
ij=1
Observacion 5.3 Obsérvese que

n a1 e QA1 U1
Z aijuiuj:(ula"'yun) : : : =1U Au,

ij=1
J Qp1 ... Qpn Up,

y por tanto (5.26) puede ser escrita de manera mds simple

u*Au >0, para todo u € R™\ {0}. (5.27)
2 -1 0

Asi por ejemplo, la matriz A= | —1 2 —1 |, es definida positiva, ya que
0o -1 2

2 —1 0 Uq
(ug,ug,ug) | =1 2 —1 Us
0 —1 2 Us
= QU% + 2u§ + 2u§ — 2uiuy — 2uqus
= ud — 2uyug + us + us — 2ugus + uj + ui + uj
= (ug —ug)® + (ug —uz)® +uf +uj >0, si(ug,u,uz)#(0,0,0).

Observacion 5.4 En la literatura matemadtica a veces se exige en la definicion de
matriz definida positiva el que ésta ademds sea simétrica. Nosotros hemos prescin-
dido de esta exigencia. Por ejemplo, como se puede comprobar facilmente, la matriz

A= ( 1 _1 ) no es simétrica, pero satisface (5.26).

Observacién 5.5 Una matriz diagonal es definida positiva si y solo si todos los
elementos de la diagonal son estrictamente positivos (compruébese).
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Observacion 5.6 Demuéstrese como ejercicio que una matriz n X n es definida
positiva si y sélo si existe un a > 0 tal que u*Au > a|ul|?, para todo u € R™, donde
n

[ull> =" ui es el cuadrado de la norma euclidiana de u.
k=1

Proposicion 5.7 Si A es una matriz n X n definida positiva, entonces

a) A es reqular y, mads exactamente, el determinante de A es positivo.

b) Las submatrices principales A,, r =1, ...,n, son todas definidas positivas.

Demostracion.-

a) Si A es singular, entonces existe u € R™\ {0} tal que Au = 0, y en consecuencia
u*Au = 0, contra el hecho de que A es definida positiva. Asi pues, podemos afirmar
por ahora que toda matriz definida positiva tiene determinante no nulo.

Consideremos ahora la familia A, de matrices definida por

Ay =AM+ (1 =N, Aelo,1].

Es inmediato comprobar que la matriz A, es definida positiva, y por tanto |A,| # 0,
para todo A € [0,1]. Observemos que la funcién g(A) = |A,| es un polinomio en la
variable A, y por tanto es continua en el intervalo [0, 1]. Basta ahora tener en cuenta
que segun lo anterior g(A) no se anula en dicho intervalo, y que g(0) = |I,] =1 > 0,
para concluir que en particular 0 < g(1) = |A|.

b) Si fijado r = 1, ..., n, tomamos u = (uy, ..., U, 0, ...,0) # 0, obtenemos

Uy
0 <uAu=(uy,..,u)A. | + |,

Uy

y en consecuencia A, es definida positiva. [ ]

Corolario 5.8 Si A es una matriz n X n definida positiva, entonces A admite fac-
torizacion LU.

Demostraciéon.- El resultado es consecuencia inmediata del Teorema 4.3 y la
Proposicién 5.7. ]

Observacién 5.9 Como una consecuencia evidente de la Proposicion 5.7, pode-
mos afirmar que si una matriz A es definida positiva, entonces todos sus menores

principales son positivos. FEl reciproco no es cierto en general; asi por ejemplo, la

: 1 -2 . o .
matriz A = 9 e tiene todos sus menores principales positivos, pero no es
definida positiva. Para que el reciproco sea cierto, es mecesario exigir que A sea

simétrica. En concreto, se satisface el resultado siguiente

Proposicion 5.10 (Criterio de Sylvester de matriz definida positiva) Sea
A una matriz real simétrica n X n. Dicha matriz es definida positiva si y sélo si
todos sus menores principales son positivos.
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Vamos a comprobar la Proposicion precedente en los casos n =2 yn =3, y se
propone como ejercicio que se compruebe el caso n = 4.

Sin =2y A es simétrica con los menores principales positivos, entonces A es
de la forma

11 Qa2
A=
Q12 Qa2
satisfaciéndose
2
ail > O, a11022 — Q19 > 0. (528)

Pero, dado un x € R?, con x* = (x1,13), se tiene

T* Az = 1177 + 2012717y + AT

s

a
= &11(1’1 -+ El’g)z + (a22 — Xy,

an an
y de esta ultima igualdad resulta inmediato que (5.28) implica que A es definida

positiva.

Ahora, si suponemos n = 3 y A es simétrica con los menores principales posi-
tivos, entonces A es de la forma

11 aiz2 A3
A= Q12 Ag22 A3

@13 dg3 G33

satisfaciéndose
ail > 0, a11a99 — G%Q > 0, |A| > 0. (529)

Ahora bien, si x € R?*\ {0}, con z* = (1, e, 73), se tiene

2 2 2
T*Ar = a1y + 2&121’11‘2 + 20,131'11‘3 + 2@23I21’3 + A22T5 + as3Tsy

N a2 a13 2 a%z 2
= all(xl + —xo + 71’3) + (agz — 7)$2 (530)
11 a1 a1
(12 a12a
+(CL33 — Q)x% + 2(&23 — 12713 )$2$3.
a11 a11

Si (w2, 23) = (0,0), entonces, x* Az = a3 > 0, por ser x1 # 0 y ar; > 0.
Si (2, 23) # (0,0), entonces observando que por (5.30),
a? a?
x* Ax > (a/22 - ﬁ)l’% + (6133 — ﬁ)x% + 2(&23 —

a12a13>
ail ail ail

T3,

concluimos de lo ya demostrado para n = 2, que una condicion suficiente para que
x*Ax sea positivo en este caso es que se satisfagan

aqo 120413
a2 Q22 — 7a11 Q23 — .
gy — —2 >0, , | >0 (5.31)
11 12013 ais
Q23 — —— a3z — —
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Ahora bien, teniendo en cuenta que

ail a2 13
2
ai; Q2 Qi3 aiq 12013
0 Agp — — g3 — ——
Q12 Q22 QA23 | = a11 ai R
a3 Q23 a33 12013 als
0 _ _ 13
23 a33
ai ail

igualdad que se obtiene de restar en el determinante de la izquierda la primera fila
multiplicada por aia/ayy de la sequnda, y la primera fila multiplicada por ai3/ay; de
la tercera, es inmediato comprobar que

2
(GP) 12013
Q22 — — 3
11 ai . 1 \A[
2 - )
12013 ais an
Q23 — 0 33 — P
11 11

y por tanto, (5.31) es consecuencia inmediata de (5.29).

Observacion 5.11 Sea A una matriz real simétrica n X n. Recordemos que en
tal caso, todos los autovalores de A son numeros reales, y que existe una matriz
n x n P que es ortogonal (es decir tal que PP* = I,) y A = PDP*, siendo D la
matriz diagonal formada por los autovalores de A (contados cada uno como indique
su multiplicidad). Teniendo en cuenta lo anterior, es inmediato comprobar que se
satisface el siguiente resultado (demuéstrese como ejercicio):

Proposicion 5.12 Una matriz real simétrica es definida positiva si y sélo si todos
sus autovalores son positivos.

Proposicién 5.13 Sean A y B matrices n xn. Entonces, la matriz producto BAB*
es definida positiva si y solo si A es definida positiva y B es reqular.

Demostracién.-
a) Supongamos que A es definida positiva y B es regular. En tal caso, B* también
es regular, y en consecuencia, si u € IR™ no es el cero, B*u # 0, y por tanto

u*(BAB")u = (u*B)A(B*u) = (B*u)*A(B*u) > 0,

con lo que BAB* es definida positiva.

b) Supongamos que BAB* es definida positiva.

Si B no fuese regular, existiria v € R™ \ {0}, tal que B*v = 0. Pero entonces,
para ese v,

0 < v"(BAB")v = (v*B)A(B*v) = 0"A0 =0,

lo cual es una contradiccion. En consecuencia, B es regular.

Si A no fuese definida positiva, existiria w € R™\ {0}, tal que w*Aw < 0. En
tal caso, como B es regular, existe un v € R™ \ {0}, tal que B*v = w, y entonces

0 <v*(BAB*)v = (v*B)A(B*v) = (B*v)*"A(B*v) = w*Aw < 0,

lo cual es una contradicciéon. En consecuencia, A es definida positiva. [ ]
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Teorema 5.14 (de factorizacion de Cholesky) Si A es una matriz nxn simétrica
definida positiva, entonces existe al menos una matriz n X n triangular inferior B
tal que A = BB*. Ademds, se puede imponer que by > 0 para todo 1 =1,...,n, y en
tal caso la factorizacion anterior es unica.

Demostracion.-

a) Existencia de la factorizacion A = BB*.

Por el Corolario 5.8, la matriz A posee factorizacion LU, y por ser A simétrica,
por la Proposicion 5.1 la matriz A se puede escribir en la forma A = LDL*, con D
diagonal. Pero entonces, por la Proposicién 5.13 la matriz D es definida positiva,
con lo que d;; > 0 para todo 7 = 1,...,n, y por tanto, nuevamente por la Proposicion
5.1, si definimos B = LD?, entonces B es triangular inferior y tal que A = BB*.
Obsérvese finalmente que b;; = l;;+/d;;, con lo que si tomamos para cada i =1,....,n
la raiz /d;; con el mismo signo que el de I;;, tendremos garantizado que b; > 0.

b) Unicidad de la factorizaciéon A = BB* con b; > 0.

Por la libertad en la eleccién del signo para las v/d;;, estéd claro la no unicidad
de la factorizacion A = BB*, pero vamos ahora a obtener dicha unicidad con el
requerimiento adicional de que todos los b; sean positivos.

Sean BM y B® dos matrices n x n triangulares inferior tales que los elementos
de la diagonal principal de ambas sean positivos, es decir, b§j ) > 0, bgf ) > 0, para
todo i = 1,...,n, y satisfagan

A= B(l)(B(l))* - B(Q)(B(Q))*.
En tal caso,
(B2)™1B0) = (BOY(B)) = (B ((BV) )" = (B) ' BO)"
con lo que al ser (B®)~!' B triangular inferior y ((BM)~'B®)* triangular superior,

(BB = (BW)~1B®))* = D, (5.32)
con D matriz diagonal

Pero (B®)~! es una matriz triangular inferior cuyos elementos de la diagonal
principal son de la forma 1 /b§f ), y en consecuencia los elementos de la diagonal
principal de (B®)~1B® son de la forma b /b2,

De manera analoga, se obtiene que los elementos de la diagonal principal de
(BM)~1B® son de la forma b /b\.

En consecuencia, teniendo en cuenta la igualdad (5.32), tenemos que

SORAC))
ORETOL

para todoi=1,...,n,

es decir,
(bl(l-l))2 = (bl(?))Q, para todoi=1,...,n,
con lo que, teniendo en cuenta que los b§} ) y los bgf ) son positivos, podemos afirmar
que
bﬁ}) = b§f), para todo i =1, ...,n,
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y en consecuencia D = I,, la matriz identidad n x n, y nuevamente por (5.32),
obtenemos B = B®. n

El reciproco del Teorema de factorizacién de Cholesky es también cierto.

Proposicion 5.15 St B es una matriz n xn triangular inferior reqular, y definimos
A = BB*, entonces A es simétrica y definida positiva.

Demostracién.- En primer lugar,
A*=(BB*)" = BB* = A,
y por tanto A es simétrica.

Ademas, si u € R™\ {0}, entonces por ser B regular, también B*u € R" \ {0}.
Pero entonces,

uw*Au = u"BB*u = (B*u)"B*u = Z(B*u)Q, >0,

y por tanto A es definida positiva. [ ]

Para el célculo efectivo de la factorizacion de Cholesky, se parte de la igualdad

a1 Q12 . a1 n—1 Q1n
a1 22 - a2 n—1 Qop,
an-1,1 Ap-12 ... Gp_1pn—-1 GAn—1n

an1 An2 s Apn—1 Qnn
b1y 0 . 0 0 bit ba ... bpin b1
bay bas - 0 0 0 b ... bp_i1o by

bn—l,l bn—l,Q I bn—l,n—l 0 0 0 Ce bn—l,n—l bn,n—l

bn,l bn,2 SR bn,n—l bn,n 0 0 ce 0 bn,n

con bu > 0.
De esta forma, identificando los elementos de la primera fila de A con los corres-
pondientes de BB*, obtenemos

ap = bfl = b1 = /a1

iy .
ai; = bllbjl = bjl = bili, ] = 2, e n,

identificando a continuacion los elementos de la segunda fila de A con los correspon-
dientes de BB*, obtenemos

agj = baibji + basbje, j=2,...,n,
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Yy en consecuencia,

_ ] 2
bag = \/ag2 — b21,

1 )
bj2 = b*(GQj - b21bj1)7 Jj=3,..,n,
22

y en general si suponemos conocidas las kK — 1 primeras columnas de B entonces,
identificando los elementos de la k-ésima fila de A con los correspondientes de BB*,
obtenemos

ag; = br1bj1 + brabjo + ... + bpibje, J =Kk, ..., n,

y en consecuencia,
k—1
2
bk = \| @k — Y by
r=1

1 k—1
bjk:bf (akj_ bkrbjr> , J=k+1,...n
kk r=1

Se puede demostrar que el nimero de operaciones necesarias para llevar a cabo
el método de calculo anterior resulta ser aproximadamente la mitad de sumas y
productos que en el método de Gauss o el LU, a cambio de calcular ademés n raices
cuadradas. Cuando n es grande, el método de Cholesky es el més favorable para el
caso de matrices simétricas y definidas positivas.

Como ejercicio, se propone que se encuentre la factorizacién de Cholesky de la
matriz

4 -1 0
A= -1 4 -1 |,
0 -1 4
2
y se resuelva el sistema Au= | 6
2
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