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Tema 1

Elementos de Algebra lineal.
Normas.

1.1. Normas

Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo K de escalares (K =R o C)

Definicién 1.1 Una norma sobre V' (norma vectorial) es una aplicacion || - || : V — Ry
que verifica

1 |v]| >0, YoeVyl|v|=0v=20
2. Jlav|| = |alljv]|, VaeK, YveV
3. u+v|| < lu|| + ||v|l, Vu,v €V (desigualdad triangular)
Al par (V|| - ||) se le llama espacio normado.
Propiedades que se deducen de esta definicién son:
L lu—=of < flull +{loll, Vu,veV
2. [ lull = ol | < flu £ 0ll,  Vu,veV
Si V' es normado, se puede convertir en espacio métrico para la distancia
d(u,v) = [lu—vl|, Vu,veV
La base de entornos de la topologia es
{B(a,6), a€V, 6 € R,} donde B(a,0)={zeV: ||x—a|] <}

Es también inmediato probar que la aplicacién || - || : (V]| -]|) — (R4, ]|-|) es continua.

bt
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Definicién 1.2 Dos normas son equivalentes sobre V' si inducen el mismo espacio topologi-
co.

Son resultados importantes y conocidos

Teorema 1.1 || - ||1 y || - |l2 son equivalentes sobre V' si y solo si existen dos constantes
Ch, Cy > 0 tales que
Cillvlly < [lvfl2 < Cofol, VYo eV

Teorema 1.2 Si V es de dimension finita, todas las normas que se pueden definir sobre
V' son equivalentes.

Si V tiene dimensién n, dada una base de V se puede identificar V' con K" mediante
sus componentes en dicha base: v = (vy, ..., v,)"

Ejemplos 1.1 FEjemplos de normas vectoriales son

L ol =l
i=1
" 1/2
2. |vlls = (Z ]vi\2> (norma euclidea)
i=1

n 1/p
3 ol = (Zwiw) para p > 1 (p-norma)

i=1

4. ||v]|oo = méax |v;| (norma del mdzimo, norma uniforme) (lim |[v|, = [|v]ls)
1<i<n p—00

En V pueden definirse productos escalares a través de K. Los usuales son:

1. Si K =R, el producto escalar euclideo viene dado por

(,)): VxV =R, (u,v):u-v:vtu:utvzzuivi

i=1

2. Si K = C, el producto escalar hermitico viene dado por

(,):VxV—=C, (u,v)=u~U:U*U:U*U:ZUiU_i
i=1

donde %; es el conjugado de u;, u! es el vector traspuesto de u y u* es el vector
adjunto de u, es decir el conjugado traspuesto.
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Segun esto, la norma inducida por el producto escalar es la norma euclidea. Estos pro-
ductos escalares son los que se utilizaran para hablar de bases ortogonales u ortonormales
a lo largo del curso. En la base ortonormal, por ejemplo, se verificard

(wiyu;) =0, i#7; Jwla=1, 4,5=1,...,n

Definicién 1.3 Sea (V.|| - ||) un espacio normado. Se dice que {vi} C V converge a
v €V, yse denota v, — v 0 limg_ ooV = v 8 limg_ oo |Jog — v|| = 0. v se llama el
limite de {v;} C V.

Si la dimensién de V es finita, la equivalencia de las normas implica que la convergencia
de una sucesién es independiente de la norma elegida. Si se considera cualquiera de las
normas del ejemplo anterior, se ve que la convergencia de una sucesién equivale a la
convergencia por componentes

up —u enK'<=u, —u enkK, 1<i<n

1.2. Normas matriciales

Sea M el anillo de las matrices de orden n sobre K.
Definicién 1.4 Una norma matricial es una aplicacion || - || : M — Ry que verifica:
1 JJA| >0, YAeMuy|A|l=0&A=0
2. [laA|l = |of||4], VYaeK, VAe M
3. lA+ Bl < Al +Bll, VA BeM
4. [ABI| < [lA[l [|1B]l, VA, B eM

Noétese que una matriz de M puede considerarse como un vector de n? componentes
en K, pero la propiedad d) diferencia las normas matriciales de las vectoriales.

Ejemplos 1.2 Sea A = (aj)1<ij<n € M.

1. Son ejemplos de normas matriciales las siguientes:

“ 1Al = layl (norma 1)

ij=1
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n 1/2
w [[Ax = <Z |a,-j|2> = ||A||gs (norma de Erhard Schmidt)

ij=1
n 1/p
A, = <Z ]&ij\p> . p€[L,2] (p-norma matricial)
ij=1

2. No es norma matricial la siguiente ||Al| = méax |a;;|.
1<i,j<n

Antes de ver las primeras propiedades de las normas matriciales, recordamos los si-
guientes conceptos previos:

Definicién 1.5 Se dice que A € R o C es una autovalor o valor propio de A si
eV, v#6: Av= >
En tal caso, v es un autovector o vector propio asociado a \.

Puesto que
Av=X & M -Av=0<|\[-A|=0

resulta que los autovalores de A son las raices del polinomio caracteristico pa(A) = [N —A|.
Son por tanto n nimeros reales o complejos distintos como méximo; si la matriz es real,
los autovalores complejos aparecen por parejas conjugadas.

Definicién 1.6 Se llama espectro de A y se denota sp(A) al conjunto de los autovalores
de A.

Definicién 1.7 Se llama radio espectral de A a p(A) = max{|\;(A4)|, i =1,...,n}.
Proposiciéon 1.1 Son propiedades de las normas matriciales las siquientes

1. [|A*] < ||A|*, VAe M, VkEN

2 1) > 1

3. Si ||A|l < 1, entonces AF — 0

4. p(A) < ||A||, para cualquier norma matricial.
Demostracion:

1. Es consecuencia inmediata de la propiedad d) de las normas matriciales.

2. Sigue de la anterior haciendo A =1y k = 2.
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3. Hay que probar que kh’m |A¥ — 6| = 0. Pero
—400
IAM] < IA]* — 0, por ser Al <1

4. Sea \ € sp(A) y v un autovector asociado. Entonces
A(v]0]...10) = A(v|0]...10) = ||A(v]8]...|10)] = [|A(v]0]...|8)] =

AL (ICol@]-- () < [[A]l I (v]0]...|0)]

y |[(v]0]...|8)]] > 0 porque esta matriz es no nula. De modo que |A| < ||A||. Como
esto vale para cualquier A € sp(A), sigue la propiedad. o

Hay que hacer notar que puede darse la desigualdad estricta. Asi, por ejemplo, si

0
A= , entonces, p(A) = 0 < ||A]| para cualquier norma matricial.

0 0

1.3. Normas consistentes

Definicién 1.8 Se dice que una norma matricial es consistente con una norma vectorial
St

[Av] < [[A] f[oll, VAeM, VveV

Proposiciéon 1.2 Dada una norma matricial cualquiera, siempre existe una norma vec-
torial con la que es consistente.

Demostracion: Sea || - | una norma matricial y v € V' un vector cualquiera. Definimos
[oll = [I(v]6].. )]
Evidentemente se trata de una norma vectorial, y ademas
[Av]| = [|(Av|0]...|0)]] = [|A(v]0]...|O)] < [JA[ [ (w]6]... 1) = LA [[o]
c.q.d. o

Ejemplo 1.1 Puede comprobarse que si se aplica la proposicion anterior a la p-norma
matricial, p € [1,2], resulta la p-norma vectorial.
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Teorema 1.3 (Inversion de matrices de la forma I + B).
Sea || - || una norma matricial y B € M tal que ||B]| < 1. Entonces, I £ B es invertible y

1]

18] (3.1)

111] -1
<[T£B)"| <
1+ 1Bl

Demostracion: Haremos la demostracion para I + B; es analoga para [ — B. Supongamos
que Ju # 6 tal que (I + B)u = 6. Entonces, se tiene

(I+Bu=0=—-u=Bu=—-1€sp(B)=1<p(B)<|B]

que es contradictorio con la hipdtesis.
Ademds, de la igualdad (I + B)™'(I + B) = I se deducen

)
T4+ B =1 —(I+B)y"B=|(I+B) <1+ I+ 1] =
Lo
i+ 57 < L
b)
1] < T+ B I+ BY| < 7+ B (2] + 1B]) =
1 L
R
c.q.d. o

Corolario 1.1 Sean A € M invertible y B € M tales que ||B| ||A7'|| < 1. Entonces,
A+ B es invertible y
1] A~

A+B)Y| <
N PN

Demostracion: Tenemos que |A7'B]| < ||[A7Y| ||B|| < 1. Por su parte, A+ B = A(I +
A~1B) es invertible porque A lo es por hipétesis y I + A71B lo es por el Teorema 1.3.
Por el mismo,

A+ B) | =[(I+A"'B) AT < (U + A7'B) | [ATH] <

1 4 I
L= [[A=1B] = 1= [[A~H] || B]]
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1.4. Teorema de Schur

Recordamos algunas definiciones
Definicién 1.9 Sea A = (a;;)1<ij<n € M. Se llaman
» matriz traspuesta de A a A* = (a;;)
= matriz adjunta de A a A* = Al = (ay;)
Definicién 1.10 Sea A € M. Se dice que
s A es simétrica si A es real y A = A
» A es hermitica si A = A*.

A es ortogonal si A es real y AA' = A'A = 1.

s A es unitaria si A*A = AA* = 1.

» A es normal s1 A*A = AA*.

Nota:

Si A es unitaria, sus columnas constituyen una base ortonormal de K" y reciproca- mente.
u

Definicién 1.11 Una matriz A € M se dice triangularizable si es semejante a una matriz
triangular, es decir, si existen B € M reqular y T € M triangular tales que T = B~ AB.

Teorema 1.4 (Schur). Dada A € M,, existen U € M,, unitaria y T € M, triangular
tales que U*AU = T. FEs decir, toda matriz es semejante a una matriz triangular con
matriz de paso unitaria.

Notas:

1. Los elementos de la diagonal de T son los autovalores de A. En efecto, A y T son
semejantes y tienen el mismo polinomio caracteristico y las matrices triangulares
tienen por autovalores los elementos de su diagonal.

2. A consecuencia de la nota anterior, cabe que una matriz real tenga todos sus au-
tovalores complejos y por tanto que la descomposiciéon A = UTU* sea de matrices
complejas.
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3. Se hace la demostracion obteniendo una 7" triangular superior. Si se quisiera obtener
una triangular inferior basta aplicar el Teorema a A*. En efecto, si existe U unitaria
tal que U*A*U = T, se deduce tomando adjuntos que U*AU = T™* y T* es triangular
inferior.

4. Las matrices U y T no son unicas. Considérese, por ejemplo, el caso A = 1

Demostracion: Se hace por induccién sobre n, la dimensién de la matriz. Si n = 1, el
resultado es trivial. Supongamoslo cierto para n — 1.

Sea A € sp(A) y v un autovector asociado normalizado. Mediante un proceso de ortonor-
malizacion de Gram-Schmidt de una base que lo contenga, obtenemos una base ortonormal
{v,v?,...,v"}. Denotemos V = (v[v?|...]v") que es una matriz unitaria. Entonces

AV = A(w]v?]...Jv") = (| Av?|...|Av™)
Si expresamos cada vector Av’ en la base que tenemos, se obtienen
AU‘j :ajv+b2jv2—i—...+bnjv", j:2,...,n

de modo que se puede escribir

AV = (A]Av?|...|Av™) = (v]v?]...[v")

0

Por induccion puede probarse que los autovalores de B son los de A menos el que se ha
considerado ya, A.

Por la hipétesis de induccion para B, sabemos que existen W,,_; € M,,_; unitaria y
T,_1 € M, _ triangular superior tales que BW,_1 = W,,_1T,,_1. Definimos

1 0 ... 0
wWeM,, W=
Wn—l
0
Esta matriz es unitaria, pues, en efecto
1 0 ... 0 1 0 ... 0 1 0 ... 0
0 0 0
W*W = = =1,
: erfl anl Infl
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Entonces, vamos a probar que U = VW es la matriz unitaria que necesitamos

/\ Qo ... QOp 1 0 Ce O
0 0
AVIW =V =
: B : Wn—l
0 0
A By o P A By oo By
0
BWn_l Wn—lTn—l
0 0
0 0
. e =VWT
Wn—l Tn—l
0 0

siendo T triangular superior. Basta llamar ahora U = VW, U € M,, que es unitaria por
ser el producto de dos matrices unitarias y comprobar que se verifica AU = UT. o

Corolario 1.2 Sea A € M. Entonces, A es normal si y solo si existe U € M unitaria

tal que U*AU = D, siendo D diagonal. Fs decir, las matrices normales son las matrices
diagonalizables con matriz de paso unitaria.

Demostracion: Supongamos que A es normal y sean U unitaria y T' triangular superior
tales que U*AU = T. Entonces,

= T es normal porque
TT* =U"AUUA*U = U "AAU = U A" UU AU =TT
= T es diagonal, porque

(T*T)11 = [tu]?

n

(TT" )1 =Y [twl?

k=1

=t=0, k=2,...n
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y en general
(T*T )i = |tul?

" =t =
(TT)i =Y ltal? "

k=i

0, k=i+1,...n, 1=1..n-1

lo que prueba que T es diagonal.

Reciprocamente, sean U unitaria y D diagonal tales que U*AU = D. Entonces, U*A*U =
D*y
DD* = U*AUU*A*U = U*AA*U = diag (|]\i|?)
D*D = U*A*UU*AU = U*A*AU = diag (]\]?)
U"AA'U = U ATAU = AA* = A"A
c.q.d. o
Nota:

La matriz de paso estd constituida por los autovectores de A. De modo que dada una
matriz normal existe siempre una base ortonormal de autovectores asociados. |

Corolario 1.3 Se verifica

1. Los autovalores de las matrices hermiticas y simétricas son reales

2. det (A)_ﬁ)\i(A), YA € M

=1

3. M(AF) = (N(A)F, i=1,..,n, k € N. En particular, p(AF) = p(A)*.
Demostracion:

1. Si A es hermitica (o simétrica si es real), entonces es normal y por el Corolario 1.2,
existe U unitaria tal que U*AU = D = diag (\;(A4)). Pero

D*=U"A"U =U"AU =D
de modo que D es hermitica (o simétrica) y

2. Basta tomar determinantes en la igualdad del Teorema de Schur.
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3. Por el Teorema de Schur A* = UT*U*. Basta ahora tener en cuenta que T es

también una matriz triangular cuya diagonal tiene por elementos los de la diagonal
de T elevados a k.

<

De forma similar, para matrices simétricas el razonamiento se puede hacer en R. Como
en el Corolario 1.2 se deduce que

Corolario 1.4 Si A € M, (R), entonces A es simétrica si y solo si existe una matriz
real ortogonal O y una matriz diagonal D tales que O'AQ = D. Es decir, las matrices
simétricas son las matrices reales diagonalizables con matriz de paso ortogonal.

1.5. El Teorema de Courant-Fisher

Definicién 1.12 Sea A € M,,(C). Se llama cociente de Rayleigh de A a la aplicacion

v* Av

Ry:C"\ {0} = C, Ra(v)= s

, V£ 0

Proposicién 1.3 1. FEl cociente de Rayleigh de una matriz hermitica toma sélo valores
reales.

2. Se verifica que
Ri(av) = Rs(v), VYaeC\ {0}, Yoe C"\ {0}
Demostracion:
1. Se tiene siempre que

v*Av = 0" AD = (A*0)'0 = ((A*0)D)" = v* A*v

y en consecuencia, es siempre cierto que R4(v) = Ra«(v). Si A es hermitica

Ra(v) = Ra(v) = Ra(v) €R, Vv #46

2. Dados a € C\ {0} yv e V' \ {0}
(aw)*A(av)  |al?v*Av

(av)*(aw) — |af?vv

Ru(av) = = R4(v)

c.q.d. o
Se recuerda que toda matriz hermitica es diagonalizable con autovalores reales y para
la que siempre es posible encontrar una base ortonormal de autovectores asociados.
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Teorema 1.5 (Courant-Fisher). Sea A € M,,(C) hermitica de autovalores \y < ... < A,
y {p',...,p"} una base ortonormal de autovectores asociados. Para k = 1,...n, denotamos
Vi = {subespacios de C* de dimension k} y Vi = (p*,..0%) y Vo = Vo = {0}. Entonces,
se verifica

1. )\k:RA(pk), kzl,...,n

2. Mg = méx Ru(v). En particular, A\, = max R4(v).
veVi\{0} veV\{6}
3. A= min R B ticular, \y = min R
k v%jl 4(v). En particular, \ vergir{le} (V)

. A= mi ix R
A= B )

5. A= max min Ry (v)
WeVy_1 viw
v#£0

6. {Ra(v): veV\{0}}= [\, \]
Demostracion: No justificamos los apartados 4) y 5). (Ver libro P. G. Ciarlet [2]).

1.

') Ap" _ )ty
(") p (") p

es un autovector cualquiera asociado a Ag, también se tiene que

R(p") =

Ademés, si v*

RA(Uk) = )\k
2. Sea v € Vi \ {#}. Entonces, v = ayp' + ... + app® v

k
> Al
Ra(v) = (arp* + ... + akpk)*A(alpl + ...+ Ozkpk) _ o <)
4 (aqap! + ... + agp®)* (cap! + ... + aup) k =k

D el

i=1

Por tanto Ra(v) < Az, Vo € Vi \ {6} lo que junto con la propiedad a) implica que
A = max Ry (v).
veVE\{0}

3. Seav € Vi-, \ {6}. Entonces, v = agp¥ + ... + a,p" v

> Ailaaf?
Ra(v) = (app® + ... + anp™)* A(arp® + ... + ap™) _ ik S A
(cup® + ...+ app™)*(awp® + ... + ap™) i o’ -
Q;

i=k
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Por tanto R4(v) > \g, Vv € ViE, \ {6} lo que junto con la propiedad a) implica

que Ay = min Ry (v).
VeV \{6)

. Es evidente que R4(V \ {6}) C [A1, A\n]. Veamos la inclusion contraria. Sea 0B; =

{z € V. |z| = 1}. Tomando a = Tol
v

RA(V\{0}) = Ra(0B). Se considera entonces la aplicacion v € 9By — Ra(v) € R
que es continua. Como 0B es conexo, también lo es R4(0B;). Por tanto, R4(V'\{6})
es un intervalo (que son los conexos de R) que contiene a \; = Ra(p') y a A, =
R4(p™). De modo que [A1, A\,] C Ra(V '\ {0}).

en la Proposicién 1.3 b), se obtiene que

Corolario 1.5 Si A € M,,(C) es hermitica, entonces

Mt < ovtAv < N\ vt Vv e C".

Demostracion: Inmediata. o

1.6.

Se

Matrices definidas positivas

a A € M una matriz hermitica.

Definicién 1.13 Se dice que A es semidefinida positiva (resp. definida positiva) si

v*Av >0 (resp v*Av > 0), Yove C"\ {0}

Andlogamente se definen las matrices semidefinidas negativas y definidas negativas

Lema 1.1 Se verifica

1. Si A es definida positiva, entonces A es reqular.
2. Si A € M cualquiera, entonces A*A y AA* son hermiticas y semidefinidas po-
sitivas.
3. AA* y A*A son definidas positivas si y solo si A es regular.
Demostracion:
1. Si A es singular, Jv # 6 : Av = 6. Entonces, para ese vector v*Av = 0, en

contradicciéon con la hipdtesis.
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2. Es trivial que AA* y A*A son hermiticas. Ademas

V(AA) = (A0)*(A%0) = [A*]3 > 0

Vv e C"\ {0}, v (A*A)w = (Av)*(Av) = || Av||2 > 0

3. De la expresion anterior
Yo € C"\{0}, v*(AA*)v = ||A*v||3 > 0 <= Av # 0, Vv € C"\{#} <= A es regular
Anéalogamente el otro.
o

Teorema 1.6 (Caracterizacion de las matrices definidas positivas). Sea A € M hermitica.
Entonces,

1. A es definida positiva si y solo si \i(A) >0, i=1,...,n
2. A es semidefinida positiva si y solo si \i(A) >0, i=1,..,n
(Hay un resultado andlogo para matrices definidas y semidefinidas negativas).
Demostracion: Sigue de que
Vo e C"\ {0}, v"Av = Ru(v)(v*v)

siendo el segundo de los factores siempre positivo y el rango del primero de ellos igual a

[Ala )\n] . &
Nota:
Si A es definida o semidefinida positivas, entonces p(A) = A\, (A). ]

Corolario 1.6 Se verifica que
1. MN(A*A) >0, i=1,..,n

2. Mi(A*A) >0, i =1,...n si y solo si A es regular.

Demostracion: Inmediato. o
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1.7. Normas subordinadas

Definicién 1.14 Dada una norma vectorial || - || sobre C", se llama norma matricial
subordinada a la norma vectorial a la aplicacion

|| Av
I M©) =Ry, A= sup 1200
veC\{6} ||U||

Proposicién 1.4 La anterior aplicacion es efectivamente una norma matricial. Ademds,
el supremo se alcanza y pueden darse las siquientes definiciones equivalentes

1Al = méx || Av]| = méx [|Av|| = mf{M > 0: ||Av|| < M]Jv], Yo € C}
veCn veCn

vll<1 flvfl=1
Demostracion: En problemas. oNotas:
1. Para toda norma matricial subordinada, ||| = 1.

2. Existen, por tanto, normas matriciales que no son subordinadas a ninguna norma
vectorial. Por ejemplo, || - || gs no es subordinada porque ||I||gs = +/n # 1, sin > 2.

3. Es claro que [|[Av|| < [|A]| - ||v|l, Vv € C". Por tanto, la norma subordinada es
consistente con la norma matricial dada.

]
Teorema 1.7 Sea A € M,,(C).
1. La norma matricial subordinada a la norma vectorial || - ||1 se llama norma columna
y viene dada por
[[Av]l,
|Allc = sup = ax ||
veC\{6} ||U||1 Z 7
2. La norma matricial subordinada a la norma vectorial || - ||« se llama norma fila y
viene dada por
[ Av]]
[Allr = sup ~ iy fag|
veC\{6} ||U|| Z 7

3. La norma matricial subordinada a la norma vectorial || - |2 se llama norma espectral

y viene dada por
Av
s = sup 12 or
vecn\{oy V]l
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Demostracion: Los apartados 1) y 2) se demuestran en problemas.
Ya que A*A es hermitica y semidefinida positiva, tiene sus autovalores > 0, de modo
que pueden ordenarse en la forma 0 < A\ (A*A) <--- < \,(A*A). Entonces

Avl|2 v*A* Av . .
= s 1, A Ry = A(atA) = para)
vecr\{o} [[vfl;  wecr\fer VTV wecn\{o}
por el Teorema de Courant-Fisher. o

Proposicién 1.5 Si A es normal, entonces ||Al|s = p(A).

Demostracion: Por el Corolario 1.2, existe U unitaria tal que

U*AU = diag (\;(A))

= U*A*AU = diag (|\i(A)]?) =
U*A*U = diag (\;(A))

Por tanto, p(A*A) = p(A)?. o

Proposicién 1.6 La norma espectral es invariante por transformaciones unitarias, es

decir, dada A € M(C),
[Alls = |AUlls = |UA[ls = |U*AU|ls, VU, unitaria
Demostracion: Basta probar que
p(A*A) = p(U*A*AU) = p(A*U*U A)

Es evidente la igualdad entre el primer y tercer término. La primera igualdad sigue de
que el espectro de una matriz es invariante por semejanzas. o

Veamos ahora que se puede aproximar superiormente el radio espectral de una matriz
dada mediante normas matriciales de la matriz convenientemente elegidas. Para ello es
necesario previamente el siguiente

Lema 1.2 Denotemos || - || una norma vectorial en C" y la norma matricial subordinada
en M, (C) y sea H € M,,(C) una matriz regular. Consideremos la aplicacion

|-l :C"—= Ry, vllg =1H 0]
Entonces

1. || - ||z es una norma vectorial en C™.
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2. La norma matricial subordinada a ella viene dada por

B
Iz : Mn(C) — Ry, || Bz =sup | Bv|| 1
vz o)l

= ||[H ' BH|

Demostracion: En problemas o
El anterior resultado se lee como sigue en un caso particular: sea H una matriz regular;
la aplicacién
I-llm: € — Ry, ol = [1H 0]l

es una norma vectorial y su norma matricial subordinada es la aplicacién
Il 2 Mu(C) — Ry, |Bllg=H'BH|r

Teorema 1.8 Dada A € M(C), y e > 0, existe una norma matricial subordinada, || - ||,
tal que || Al < p(A) +«.

Demostracion: Supongamos dadas A € M(C), y € > 0. Por el Teorema de Schur, existe
U unitaria tal que U AU = T, siendo

)\1 tia ... tin
0 Ao ... to

T = 2 2 siendo \; = \;(A)
0 0 ... A\

Se introduce la matriz Ds = diag (1,4, 62, ...,6""!) donde d # 0 es un parametro que se
fijara posteriormente. Se tiene que Dy es regular y se verifica que

A Otye 0%tis ... 0",

0 Ay Otag ... 0" %y,
(UDs) ' A(UDs) = D;'TDs =

0 0 0 ... 0ty in

0 0 0 ... A

Si se aplica el Lema 1.2 a la norma vectorial || - ||« y a su correspondiente norma matricial
subordinada (la norma fila), resulta que la aplicacién

|- : M(C) =Ry, |B|l = (UDs)"'B(UDs)l|lr
es una norma matricial subordinada a una norma vectorial. En esta norma

1A = moc (Al 4 (3t | -+ 16"} <
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max [\ + méx {[ot ] + oo+ |07t} < p(A) +2

1<i<n
escogiendo 0 > 0 para que el segundo sumando sea < ¢. o

El siguiente resultado da condiciones necesarias y suficientes para que la sucesion for-
mada por las potencias sucesivas de una matriz converja a la matriz nula. Es un resultado
fundamental para la convergencia de los métodos iterativos de resolucion de sistemas
lineales.

Teorema 1.9 Sea B € M. Son equivalentes las siguientes afirmaciones
1. limy_ B =10
2. limy_ oo Bfv =0, Yo € K"
3. p(B) <1
4. existe una norma matricial subordinada tal que | B|| < 1
Demostracion:
1) = 2) Sea ||| una norma matricial consistente con la norma vectorial dada en K”. Entonces
Vo e K", B[l < [|B| [lv] — 0
por la hipétesis 1).

2) = 3) Supongamos que p(B) > 1. Entonces, existen A € sp(B), || > 1y v # 0 tales que
Bv = A\v. Pero

B> =ABv=)\v=..= Bv=\v

que no convergeria a ¢ contra la hipétesis por ser || > 1.

3) = 4) Segun el Teorema 1.8, para cada ¢ > 0 existe una norma matricial subordinada tal
que ||B]|| < p(B) + . Entonces, basta elegir ¢ tal que p(B) +¢ < 1.

4) = 1) Se vi6 en la Proposicién 1.1.
o

Teorema 1.10 (Lema de Neumann) Sea B € M(K) y supongamos que p(B) < 1. En-

tonces I — B es reqular y (I — B) ™' = Z B™ convergiendo la serie. Reciprocamente, si
n=0
esta serie converge, entonces p(B) < 1.
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Demostracion: En efecto, si p(B) < 1, por el Teorema 1.3 es conocido que I — B es

invertible, y por el Teorema 1.9 se sabe también que lim,, ., B" = 6. Por otra parte, es
k

facil de comprobar que I — B* = (I — B) Z B"; tomando limites con k — oo, resulta

n=0

[:([—B)iB”:M[—B)‘lziB”

Reciprocamente, si la serie converge, necesariamente lim,, .., B™ = 6 y por el Teorema
1.9, p(B) < 1. o

Por 1ltimo indicamos un resultado 1til para el estudio de la convergencia de los méto-
dos iterativos de resolucion de sistemas lineales.

Teorema 1.11 Sea B € M y || - || una norma matricial cualquiera. Entonces
. k\1/k _
i [ BH = p(B)

Demostracién: Por el Corolario 1.3 se tiene que p(B) = p(B¥)/¥. 'Y por la Proposicién
1.1, p(B*) < ||B*||. De modo que p(B) < ||B*||*/*. En consecuencia, para probar la tesis
bastard justificar que

para cualquier € > 0 fijo, Ik : Vk > ko se tiene | B¥||V* < p(B) + ¢

o equivalentemente, que para k > ky se tiene que

1B,
k
(p(B) +¢)
1
En efecto, dado ¢ > 0, consideremos la matriz B. = ————B que esta bien definida
p(B) +¢
aunque pudiera ser p(B) = 0). Ya que \;(B.) = ——\;(B), serd p(B.) < 1 or el
(aunque p p())q()p(B)+€)p()yp

Teorema 1.9,
1

, k / k
Jim Be= i D =0
De modo que
dko : Vl{?>k}0, ﬁ<l
(p(B) +€)*

cqd. o
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Tema 2

Métodos Iterativos de resolucion de
Sistemas Lineales

2.1. Introducciéon

Los métodos directos de resoluciéon de los sistemas lineales se ejecutan a través de un
nimero finito de pasos y generarian una solucién exacta si no fuera por los errores de
redondeo. Por el contrario, un método indirecto da lugar a una sucesion de vectores que
idealmente converge a la solucion. El célculo se detiene cuando se encuentra una solucion
aproximada con cierto grado de precision fijado de antemano.

Los métodos indirectos suelen ser iterativos, es decir, para obtener la sucesion de
aproximaciones de la solucion se utiliza repetidamente un proceso sencillo. Los métodos
iterativos son apropiados para sistemas lineales grandes y con frecuencia muy eficientes
en el caso de matrices huecas. Esta suele ser la situacién en la resolucién numérica de las
ecuaciones en derivadas parciales.

Comenzamos dando un ejemplo para entender los procedimientos que veremos a con-
tinuacion.

Ejemplo: Sea el sistema

7 —6 1| 3
-8 9 i) —4
., ]- . . . 0 0
cuya solucién es xr; = 5= 02y 2y = T —0,266. Inicialmente se eligen z7 y 3 como

valores iniciales. La k-ésima iteracion podria venir dada por
A

:EIQ“ = —(83:'{‘1 —4)

O ==

25
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Este procedimiento se conoce como el método de Jacobi. Algunos valores que se ob-
tienen son

0 0,000000 0,000000

10 0,148651 —0,198201
20 0,186516 —0,249088
30 0,196615 —0,262154
40 0,199131 —0,265508
50 0,199777 —0,266369

Podemos modificar el método de modo que se considere en cada iteracién el valor més
reciente de 2% para la segunda ecuacién. Este método, que se llama de Gauss-Seidel, se

escribiria asi .
:E]f = ?(635]2“_1 +3)

1
zh = 5(8113111€ —4)

Algunos valores obtenidos por este procedimiento son

0 0,000000 0,000000
10 0,219773 —0,249088
20 0,201304 —0,265308
30 0,200086 —0,266590
40 0,200006 —0,266662
50 0,200000 —0,266666

Observamos que ambos métodos convergen al mismo limite, pero que el segundo lo
hace méas rapidamente. En contraste con los métodos directos, la precisiéon que se obtiene
en la soluciéon depende del momento en que se detenga el proceso.

En general, dado un sistema lineal Au = b, utilizar un método iterativo consiste en ir
obteniendo términos de una sucesién {u;} que sean solucién de

ug € K" arbitrario
Ugy1 = Bup+c¢, k>0

para cierta matriz B y cierto vector c¢. Hemos de estudiar si el método converge, es decir,
si lim wug = wu, solucién del sistema, y su velocidad de convergencia.

k—o0
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2.2. Generalidades sobre la convergencia de los
Métodos Iterativos
Consideremos el sistema lineal
(SL) Au=0b, A invertible

Supongamos que somos capaces de encontrar una matriz B y un vector ¢ tales que
I — B sea invertible y tal que la tnica solucién del sistema lineal

u= Bu+c

sea la de (SL). Entonces se puede definir el método iterativo

ug € K" arbitrario

Upy1 = Bug +c¢, k>0

a) Convergencia del método:

Si denotamos ey, = uy — u, el método converge (globalmente) si y solo si kh'm er =0
—0Q

(para cada up € K").
Teorema 2.1 Las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) El método iterativo es convergente.

b) p(B) <1

c) ||B|| <1, para alguna norma matricial subordinada.
Demostracion: Se tiene

er =up —u= Bug_1+c— (Bu+c) = B(ug—1 — u) = Bep_4

y, por tanto
ex = Bey_1 = B?e_s = ... = BFe,

El método iterativo sera directo si 3K € N tal que BX = . Serd convergente si

lim B¥fv =0, YveK"

k—o00

El Teorema sigue ahora del Teorema 1.9 . o
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b) Velocidad de convergencia:

Entre todos los métodos iterativos aplicables a (SL), nos preguntamos cudl es el que
tiene mayor velocidad de convergencia. Veremos dos casos

i) Supongamos B normal y || - ||2.
En estas condiciones

lexllz = [ B eolla < IB*[ls - lleoll = p(B)lleollz = p(B)*[leoll2

La primera desigualdad es 6ptima por la definiciéon de la norma espectral. La
siguiente igualdad sigue de ser B normal (Proposicién 1.5). La tltima igualdad,
del Corolario 1.3.
Por tanto, en el caso de matrices normales, el método es mas rapido en el
sentido de la norma espectral cuanto mas pequeno sea p(B).

ii) Caso general: B cualquiera y cualquier norma vectorial.

Veremos que la conclusién es la misma en el sentido que, asintéticamente, ||eg||
se comporta en el peor de los casos como p(B)~.

Teorema 2.2 Sea || - || una norma vectorial cualquiera. Sea u la solucion del
sistema u = Bu + c. Se considera el método iterativo

ug € K® arbitrario

Ugs1 = Bup +¢, k>0

Entonces
i) kh'm {” su;i ||l — UHl/k} = p(B)
—X ||up—u||=1

i1) Si el método es convergente, se verifica la siguiente estimacion

e
1B
para la norma matricial subordinada tal que | B|| < 1 y la norma vectorial
de la que aquélla es subordinada.

Demostracion: i) Sea || - || la norma matricial subordinada. Entonces
sup [lux —ull = sup [lee]] = sup [[BYeo| = méx || B¥e| = || B|
[uo—ul|=1 lleoll=1 lleoll=1 cofl=1
Por tanto

sup [lex |/ = || B[ — p(B)

lleol|=1
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segun Teorema 1.11.

ii) Sabemos que existe una norma matricial subordinada a una norma vectorial
para la que ||B|| < 1. Tomando ambas

Up — Up—1 = B(Up—1 — Up_2) = ... = B Huy — uy)
Por tanto
= e | < NB* - lur = woll < IBJF" - fJus — uo
Entonces, si m > k, se tendra
i = k| < Mt =t ||+ oo+ g =il < ([BI™ 74+ [ BIF) Jus = wo

De modo que para todo m > k se tiene

B k
P L

iy lw — woll
— 1Bl

y tomando limites con m — oo sigue el resultado.

A consecuencia del apartado i) del Teorema anterior sigue
dado e > 0, 3l : Vk > 1, se verifica |ex|| < (p(B) +¢)*, Veq tal que ||eg]| = 1

El método aumenta su velocidad de convergencia cuanto menor sea p(B).

2.3. Métodos de Jacobi, (Gauss-Seidel y relajacién
por puntos.
Estos métodos son casos particulares del método iterativo siguiente. Sea
(SL) Au=0b, A regular

Supongamos que podemos escribir A = M — N siendo M “facil de invertir”, en el
sentido de que el sistema lineal de matriz M sea facil de resolver. En la practica, M va a
ser casi diagonal o triangular. Entonces

Au=b<+= Mu=Nu+b<=u=(M"'Nu+ M
siendo, por tanto,

B=M7'N, ¢=M"' y I—-B=1—-M"'N=DM"1A, regular
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Se asocia el método iterativo siguiente

ug, dado

Uk+1] = (M_lN)uk + M_lb, k>0

que sera convergente si y solo si p(M~'N) < 1. En la prictica, resolveremos los sistemas
lineales sucesivos en la forma

MukH:Nuk—i—b, k20

Para resolver el método iterativo, hay que invertir la parte M de la matriz A. Intuiti-
vamente parece que cuanto mas se parezca M a A, mejor sera el método, pero mas dificil
serd de calcular. En el caso limite, M = A, N = 6 y la primera iteracién da la soluciéon
exacta u; = A~'D.

En el caso de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel la descomposicion A = M — N
es disjunta en el sentido de que m;; = a;; o m;; = 0. En el método de relajacion, la
descomposicion es no disjunta.

Supondremos en lo que sigue la hipétesis

(H) aii#O, 1= 1,...,77,.

Haremos la siguiente descomposicién por puntos de A

ay; a2 ... Qi
A Q91 Q22 ... Qo D _E_F
1 Gpa - Gy
siendo
a;; O 0
D 0 a9 0
0 0 Ann
0 0 ... 0 0 —ap ... —ai,
B —a91 0 ... 0 C F- 0 0 ... —Q9p,

—Aap1 —Qp2 ... 0 0 0 0



Tema 3: Métodos Iterativos 31

A) Metodo de Jacobi por puntos
Se define tomando M =D, N =FE+F.

El método es

ug, arbitrario
Upy1 = DY E + F)ugy + D7'b, Vk >0
Se llamara matriz de Jacobi a
J=DYE+F)=I-D"'A
El método convergera si y solo si p(J) < 1.

El calculo efectivo se lleva a cabo del modo siguiente

k+1
Uq 1/&11 0 . 0
k+1
Uy o 0 ]./CLQQ ves 0
k+1
u, 0 1/ann
_ N .
0 a12 ... Qip Uy bl
k
a921 0 (057 Uy bg
k
|\ @ an2 0 uy bn ) |
Asi pues,
1
k+1 __ k k k k .
u, = a—[bz — (aﬁul 4+ ...+ Qi i—1U; 1 + ai,iJrl,U/iJrl 4+ ...+ amun)], 1 S 7 S n
i
Observaciones:

1) Para calcular u/™ se utilizan n — 1 componentes del vector u; = (u¥). Por

tanto, u; ha de guardarse en la memoria durante el calculo de uy, 1. Se usan
2n registros de memoria en cada iteracién, n para ug y n para tgiq.

2) Los pasos a seguir para el calculo de uf“ son los siguientes:

n

_ ok
1. s = E QiU

=1
S—Cliﬂl,f—bi, izl,...,n

w
I
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Parece razonable pensar que el método se mejorara si se va “actualizando”el calculo
de u**! con las componentes de este vector ya obtenidas. Es decir, para obtener
u; ™ se pueden utilizar las uf™', j < i ya calculadas. Asi se usardn ademas solo n
lugares de memoria puesto que los uf"
método se conoce con el nombre de

! van reemplazando a los valores de u*. Este

B) Metodo de Gauss — Seidel por puntos

Se define tomando M = D — E;, N = F. La matriz D — E es invertible por la
hipétesis (H).

El método es

ug, arbitrario

Uk+1 = (D — E>_1F'Lbk —+ (D — E)_lb, Vk >0
Se llamara matriz de Gauss-Seidel a
Ly = (D - E)*lF

El método convergera si y solo si p(£q) < 1.

El célculo efectivo se lleva a cabo del modo siguiente.
(D — E)ukH = Fup + b= Dugy1 = Fugs1 + Fup + b —

Ukt+1 = Dfl(EukH —+ Fuk -+ b)

ulfH 1/@11 0 0
ust | 0 1/ap ... O
uk+t 0 R I £
0 0 0 u’f“ 0 a12 QA1 Ulf bl
azy 0 0 ub ™ 0 0 Aon uk by
+ —
|\ @1 0 uk+l 0 0 0 uk bn ) |

Asi pues,
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Observacién:

En este método, ademas de necesitar menos memoria, se “invierte” mas parte de la
matriz A que en el de Jacobi, por lo que es razonable pensar que sera mas rapido.
Pero hay ejemplos en que el método de Jacobi converge y el de Gauss-Seidel no. =

C) Metodo de relajacion por puntos

Consideremos la siguiente descomposicién de D
p=1pi(1-\p wer\{n
= - = w
w w ’

De esta forma

y se pueden tomar

vM=1p_g N:(l_—w>D—|—F
w

w

de modo que se ha pasado parte de la diagonal D a la matriz N. La matriz M es
invertible por la hipétesis (H).

El método iterativo obtenido es

ug, arbitrario

uppr = (2D = BE) T [(22D + F)up + 0], Vk>0

Se llamard matriz de relajacién a

1 A

L, = <—D—E) (—WD—l—F) = (D —wE) (1 —w)D + wF]
w w

El método convergera si y solo si p(L,) < 1.

El célculo efectivo que se lleva a cabo es el siguiente:
1 1—
(—D - E) gy = <—“’D n F) wp + b
w w

(D — wE)upy1 = (1 —w)D + wF)uy, + wb
Dugi1 = Duy + w[Eugyr — (D — F)uy + b]
Upy1 = U + WD (Bugpy — (D — F)ug +b)
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k+1 k
uy uy l/a;;, 0 ... 0
Ungl US 0 1/(122 Ce 0
= —w
k41 k
u,; U, 0 1/any
0 0 ... 0 U’erl ai;pr Q12 ... Qip 'Lblf bl
21 0 ... 0 US—H 0 a29 ... Q9pn u’§ bQ
+ J—
|\ @1 a2 ... 0 uktl 0 0 ... am uk bn ) |
Asi pues,
w
k+1 _ K k k k
uy =y — a—[anul + ajpuy + ...+ ajpu, — by
11

k+1

y una vez hallados u;™" para j < i, se determina

w

k1 k k1 k1 k k k

u " = — — lainu; ™ o iy Foaty Uy et A, — by
i3

Observaciones:

1) El método de relajacién para w = 1 coincide con el de Gauss-Seidel. De ahi la
notacion usada para la matriz de Gauss-Seidel.

2) Aunque en principio el pardmetro w podria ser un nimero real no nulo, se
probaréd (Teorema 3.5) que para que el método converja es necesario que w €
(0,2). El método se llamara de sobrerrelajacion siw € (1,2) y de subrrelajacién
siw e (0,1).

3) Severa que p(L,) es una funcién continua de w. Entonces, el estudio del método
consiste en

a) Determinar un intervalo I C R\ {0}, tal que Vw € I, p(L,) <1
b) Determinar wy € I tal que

p(Luy) = ggp(['w)

4) Para ciertos valores del pardmetro de relajacién se obtiene una convergencia
mas rapida que para w = 1y por tanto un tiempo de calculo menor que para el
método de Gauss-Seidel. El nimero de operaciones es similar en ambos méto-
dos. No obstante, hay que tener en cuenta el tiempo utilizado en la estimacion
preliminar del pardametro wy para comparar la eficacia de ambos métodos.
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2.4. Métodos Iterativos por bloques

Supongamos la matriz A descompuesta por bloques de forma que los bloques diago-
nales sean cuadrados y escribamos
(A=Dp—Ep— Fy
Dp formada por los bloques diagonales

—Fp formada por los bloques subdiagonales

\ —Fp formada por los bloques superdiagonales

Se recuerda el siguiente resultado
Proposicié]\? 2.1 Si A es una matriz triangular por bloques, entonces se verifica que
det (A) = H det (Ay). En particular, si A es diagonal por bloques se tiene que A es
wnvertible :szz:ly solo si Ay es invertible para cada 1.

Demostracion: En problemas.
Se establece la hipdtesis

(Hp) Las matrices A;; son invertibles para cada i

La Proposicién anterior asegura que Dg, Dg—Epy Dg—wEpg son invertibles. Entonces
se pueden definir los métodos de Jacobi, Gauss-Seidel y relajacion por bloques de modo
analogo al descrito por puntos:

a) Método de Jacobi por bloques

w1 = D' (Ep + Fp)uw + D5'b,  Jp = D' (Ep + Fp)

b) Método de Gauss-Seidel por bloques

Uk+1 = (DB — EB)_IFBUk + (DB — EB)_lb, ,CBJ = (DB — EB)_IFB

¢) Método de relajacién por bloques

1 1w 1 !
Upy1 = <_DB — EB) ( Dp + FB) ug + <_DB — EB) b
w w w

1 1w
LBy = (—DB — EB> ( Dg + FB)
w w
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Observacién:

Parece que los métodos por bloques deben converger méas rapidamente que los métodos
por puntos porque invierten mas parte de la matriz A. No obstante, en cada iteracion
es necesario resolver N sistemas lineales cuyas matrices son A;;. Por tanto, se utilizaran
métodos por bloques si la aceleracién de la convergencia compensa el tiempo de resolucion
de los sistemas lineales en cada iteracion. |

2.5. Resultados de convergencia para Métodos
Iterativos

Para fijar ideas, consideremos K = C (es analogo si K = R).

Supongamos que los métodos iterativos estan bien planteados. En el caso de los tres
métodos descritos en las preguntas anteriores significa que se verifican las hipdtesis (H)
o (Hp) segun sean por puntos o por bloques.

Supondremos que A es una matriz hermitica y definida positiva. En tal caso, es cono-
cido el siguiente resultado:

Lema 2.1 Sea la matriz A definida positiva. Entonces

a)a; >0 parai=1,..n.

b) En cualquier descomposicion por bloques de A que tenga los bloques diagonales
cuadrados, éstos son también matrices definidas positivas.

Por tanto para una matriz definida positiva, se verifica la hipé6tesis (H). Por otra parte,
como una matriz definida positiva es no singular, se verifica también la hipdtesis (Hp).
La primera condicion suficiente de convergencia de caracter general es

Teorema 2.3 (Householder). Sea A una matriz hermitica y definida positiva y sea A =
M — N, con M regular. Si la matriz M*+ N es definida positiva, entonces p(M~IN) < 1.

Demostracion: Comenzamos verificando que M* + N es siempre hermitica; en efecto
(M*+N)*=M+N"=A+N+N'=(A"+N )+ N=M"+N

Basta demostrar que |[M~'N|| < 1 para alguna norma matricial (Proposicién 1.1).
Consideraremos la norma matricial subordinada a cierta norma vectorial. En concreto, la
aplicacion

I-lla: C"— Ry, [lofla = (v"A0)"/?
es una norma vectorial por ser A definida positiva (Ver problemas). La norma matricial
subordinada, verifica

|IM~IN| = ”nﬁaxl |M~INv||4 = [|M " Nugl|
vila=
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para algin vy € C" que verifica ||vg]|a = 1. Pero
MIAIN=MYM-A)=I-M"'A

de modo que
M™'Nvy = vy —wy, siendo wy= M 'Avy # 6

por ser M 1A regular y vy # 6. Entonces
M~ Nuolli = oo — wolls = (v5 — wg) Avo — wo) =
= vp Avg — v Awg — wi Avg + wi Awy = 1 — (v Awg + wi Avg — |Jwo||%)
Escribiendo esta expresion solo en funcién de wg, se obtiene
vg = A ' Mwy = v = wiM* (A1) = wyM*A™!,
la dltima igualdad, por ser A hermitica. De modo que

v Awy = wi M* A~ Awg = wi M*wy

wi Avy = wi AA™ Mwy = wiMuwyg

|M 7 Nuvplly =1 —wiy(M* + M — Awy =1 — wi(M* + N)wp < 1

por ser M* 4+ N definida positiva y wy # 6. o
Aplicamos este Teorema para dar una condicién suficiente de convergencia para el
método de relajacion.

Teorema 2.4 (Criterio de Ostrowski-Reich). Si A es hermitica y definida positiva, en-
tonces el método de relajacion por puntos o por bloques converge si 0 < w < 2. En
particular, el método de Gauss-Seidel es convergente.

Demostracion: Como se indico en el Lema anterior, los métodos de relajacion por puntos o
por bloques estdan bien definidos, pues por ser A definida positiva se verifican las hipétesis
(H) y (Hp). Se tiene entonces que

1 1—
AzM—Nz(—DB—EB)—( C"DB+FB>—>
w w

1—w 1—w _2—w

1 1
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porque al ser A hermitica se verifica
Dp =Dy, FEp=F; Fg=FE},
siendo eventualmente los bloques de dimension 1.
Al aplicar el Teorema de Householder, queda

9 _
M* + N es definida positiva <= d

Dpg es definida positiva <= 0 < w < 2
w

puesto que Dp es definida positiva. o
Observacion:

La aplicacion del Teorema de Householder al método de Jacobi no da ninguna condiciéon
facilmente explotable. [

Veremos ahora que independientemente de cualquier hipétesis sobre A, la condicion
0 < w < 2 es necesaria para la convergencia del método de relajacion.

Teorema 2.5 (de Kahan). Supuestas las hipdtesis (H) o (Hpg), se verifica siempre que
p(£w)2|w_1|’ w%()
p(EB,w)Z ’w_1|7 w#o
Por tanto, si el método de relajacion converge, entonces w € (0,2).

Demostracion: Haremos el razonamiento para el método por bloques, siendo analogo por
puntos. Sabemos que

1 Tl—w
Lpu, = (_DB - EB) ( Dp + FB)
w w

Por tanto

" det (1 —“ Dy +FB) (1_—“> det (D)
det (Lp.) = [[ ML) = d - —

1 1\"
=1 det (—DB - EB) (—) det (DB)
w w

det (Lpw)=(1—w)"

En consecuencia,
n

p(Lpw) > ‘HAi(ﬁB,w)‘

i=1

1/n: |1 . w|

o

La existencia de una estructura tridiagonal por bloques o por puntos de A permite

comparar de forma mas precisa los radios espectrales de la matriz de Jacobi y de la matriz
del método de relajacion. Comenzamos probando el siguiente:
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Lema 2.2 Sea pp € C\ {0} y A() una matriz tridiagonal por bloques de la forma

By /Lilcl 0 0 ce 0
ILLAQ B, ,u*102 0 ce 0
Ap) =
0 0 oo WAN_1 Bnoi p'COnog

Entonces, det (A(p)) = det (A(1))

Demostracion: Se introduce la matriz diagonal

wlhy 6 ... 0 0
0 uil, ... 0 0
Qu) =
pN " oy 0
N I

donde I; es la matriz identidad del mismo orden que B;. Entonces, puede comprobarse
que

de donde se obtiene el resultado. o

Teorema 2.6 (Comparacion de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel). Sea A tridiagonal
por blogques. Entonces, los radios espectrales de las matrices de Jacobi y Gauss-Seidel por
blogques correspondientes se relacionan de la forma

p(Lp1) = IO<JB)2

de manera que los dos métodos convergen o divergen simultdineamente. Cuando convergen,
el método de Gauss-Seidel converge mas rapidamente que el de Jacobi.

Nota:

En particular, si A es tridiagonal por puntos, se verifica p(£;) = p(J)>. ]

Demostracion: Los autovalores de la matriz de Jacobi Jg = DEI(EB + Fp) son los ceros
del polinomio caracteristico

Dy (A) =det (A — Dgl(EB + Fp))
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que son los ceros del polinomio

q75(A) = det (ADp — (Ep + Fp)) = det (Dg)ps,(\)

Andlogamente, los autovalores de la matriz de Gauss-Seidel Lz, = (Dp — Eg) ™' Fg
son los ceros del polinomio caracteristico

pry, =det ([ — (Dp — Ep)~'Fp)
que son los ceros de
qep,(A) =det (\Dp — AEp — Fp) = det (Dp — Ep)pc,, (N)
Gracias al Lema 3.2 y por ser A tridiagonal por bloques, se tiene que YA € C \ {0},
4y, (A\?) = det (\’Dp — N’Ep — Fg) = det (\>Dp — AEp — A\Fj) =
A'det (ADp — Eg — F) = XN'q,(\)
Esta igualdad es vélida también para A = 0, porque g, (0) = 0. Por tanto,

4cpa ()‘2) = )\anB ()‘)7 vaeC
Luego, si
a €sp (Lpy), a# 0= {Va,—Va} €sp (Jp)
Besp (Jp), B#0=p*csp (Lp1) v —B€sp(Jp)

Existe una biyecciéon entre los autovalores no nulos de L£p; y pares de autovalores

opuestos de Jg, de donde sigue el Teorema. o

Teorema 2.7 (Comparacion de los métodos de Jacobi y relajacion). Sea A tridiagonal
por bloques y supongamos que sp (Jg) C R. Entonces, el método de Jacobi por bloques y el
método de relajacion por bloques para 0 < w < 2 convergen o divergen simultdineamente.
Cuando convergen, la funcion w € (0,2) — p(Lp.) es de la forma

Pl g o)

PUs =Pl g 4

W4~ 1
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con wy = De modo que el método es optimo para wy siendo

2
1+/1—p(Js)*

p(EB,wo) = Wy — 1.

Demostracion: Es similar a la del Teorema 3.6 pero con detalles mas técnicos debido a la
mayor complejidad de la matriz de relajacion. (cf. Ciarlet [2] pp 107 y ss). o

El siguiente teorema da una condicién suficiente comoda para que se verifiquen las
hipdtesis del Teorema anterior y ocurra una de las dos alternativas posibles.

Teorema 2.8 Sea A hermitica definida positiva y tridiagonal por bloques. Entonces, el
método de Jacobi por bloques y el método de relajacion por bloques para 0 < w < 2
convergen simultdineamente. La funcion w € (0,2) — p(Lp,,) es de la forma dada en el

Teorema anterior con wy = . Asi, si p(Jg) > 0, entonces
1+ +/1—p(Jp)?

P(LBuw,) = Jmin p(Lpn) =wo—1<p(Lp1)=p(Jp)*

<w<2

st p(Jg) = 0, entonces
wo=1 y p(Lp1)=p(Jp) =0

Demostracion: Comenzamos verificando que sp (Jg) € R para aplicar el Teorema 3.7. En
efecto, sea o € sp (Jp); entonces, existe un vector v # 6 tal que

DG (Ep + Fp)v = av = (Ep + Fp)v = aDgv = Av = (1 — a)Dgv =

v*Av = (1 — a)v*Dpv

Ya que A es hermitica definida positiva, sigue que también Dp es hermitica definida
positiva de modo que v*Av > 0y v*Dgv > 0 al ser v # 6. De aqui se deduce que 1 —a > 0
y en particular que a € R.

El Teorema 3.7 asegura que los métodos de relajacion y Jacobi convergen o divergen
simultdneamente. Pero el método de relajacién converge por el criterio de Ostrowski-Reich,
de modo que ambos convergen y se aplican los Teoremas 3.6 y 3.7. o

Observacién:

En realidad cualquier matriz puede ser considerada tridiagonal por bloques. Basta con-
siderarla

All A12
A21 A22

A=
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Tema 3

Condicionamiento

3.1. Condicionamiento de sistemas lineales

Intuitivamente parece razonable pensar que al resolver un problema lineal, pequenas
variaciones de los datos deben traducirse en pequenas variaciones de las soluciones obtenidas.
Sin embargo veremos en ejemplos que esto no es siempre asi. Diremos en estos casos que
nos encontramos ante un problema mal condicionado.

Ejemplo: Es debido a Wilson. Consideremos el sistema lineal Au = b, siendo

10 7 8 7 32

7 5 6 5 23
A - s b =

8 6 10 9 33

7 5 9 10 31

cuya solucién es u' = (1,1,1,1). Si denotamos

0 7 81 72 32,1
g | 708504 65 | | 229
8 598 989 9 33,1
6,99 499 9 998 30,9

y consideramos el sistema Av = V', la solucién es v' = (9,2, —12,6,4,5, —1,1) y si conside-
ramos el sistema A'w = b, la solucién es w' = (—81, 137, —34, 22).
Nos planteamos el estudio del sistema lineal cuadrado bien definido siguiente.

Dados b € R" y A € M,,(R) invertible,
Hallar v € R™ tal que Au = b.

43
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Si los datos del problema estan afectados de error, es decir, si tenemos A + §A en vez
de A y/o b+ 0b en vez de b, la solucién serd u + du en vez de u. Nos interesa estudiar el
error de condicionamiento du en relacién con los errores de los datos.

Distinguiremos las dos posibilidades siguientes:

1. El condicionamiento con respecto al segundo miembro: b — b + db.

2. El condicionamiento respecto de la matriz: A — A + §A.

El problema general se resuelve combinando ambos resultados.
La herramienta que se utiliza para resolver el problema se introduce en la siguiente
definicién.

Definicién 3.1 Denotemos || - || una norma vectorial cualquiera y su norma matricial
subordinada. Sea A € M, (R) invertible. Se llama nimero de condicion de A respecto de
la norma matricial a
-1
cond (A) = [[A]l - [[A™7]]

Si A no es invertible, se define cond(A) = +oo.

3.1.1. Condicionamiento respecto del segundo miembro

Vamos a comparar las soluciones de
Au = b, y Av =04 0db

Teorema 3.1 Sea A € M,, invertible, u la solucion de Au = b y u + du la solucion de
Av =b+6b, con b # 0. Entonces, se verifica

160]]

1]
— < cond (A)
1]

lull —

donde la norma vectorial que aparece es aquélla de la que es subordinada la norma ma-
tricial que define el numero de condicion de la matriz. Ademds, la desigualdad es dptima,
es decir, existen b y db no nulos tales que se verifica la igualdad.

Demostracion: En efecto:

el

Au = b= [|b]| = [[Aul] < [|A]| - fJull = [lu] = 14[

Au+ 8u) = b+ 6b = A(du) = b = du = A~ (6b) = ||dul| < [|A7Y] - ||6b]
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De donde sigue que los errores relativos verifican

9wl _ [IAT"] - [|6b]] [160]]
er(u) = < = cond (A)——— = cond (A) &,.(b)
[l 1ol /1Al 1]
Para lograr la igualdad, basta considerar que por ser || - || una norma matricial subor-

dinada, existen

up € C*\{0} = [[Auoll = [[AIl - [|uol
dby € C*\ {0} = A7 (dbo)[| = [[A™"| - |3bo]

Tomando by = Aug # 0 y dug = A7(by), resulta que todas las desigualdades anterio-
res son igualdades. o

3.1.2. Condicionamiento respecto de la matriz

Teorema 3.2  a) Sea A € M,, invertible, u la solucion de Au = b con b # 6. Sea
JA € M, tal que (A + dA)v = b tenga una solucion, a la que denotamos u + du.
Entonces, se verifica

lloA]

[A]

donde la norma vectorial que aparece es aquélla de la que es subordinada la norma
matricial que define el numero de condicion de la matriz y que aparece en el sequndo
miembro. Ademds, la desigualdad es optima, es decir, existen b y 0 A no nulos tales
que se verifica la igualdad.

(| dul]
_Noul  nd (A
lu+oul] = " (4)

b) Si||6A] - |[|[A7Y| < 1, entonces se verifica

— < cond (A)%[l + O([[0 A])]

donde O(-) es el simbolo de Landau.
Demostracion: a) Se tiene
(A+5A)(u+ du) =b = Au+ A(du) + (0A)(u + du) =b =

du=—A"(0A)(u+ ou) = [|ou] < [ATH| - 6A]] - [lu + oull =

ol _ NAZHI - ISAN - flu + 0wl _
|lu+ oul| — ||u + dul|

el (u) = ond (A)% = cond (A)e,(A)

Notese que si el sistema (A+ JA)v = b tiene mas de una solucién, todas ellas verifican
la estimacién anterior.
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Para obtener la igualdad puede procederse como sigue. Busquemos dA en la forma
0A = (I para cierto 3 # 0. Sabemos que existe

wo € C"\ {0} A wol| = AT - [|wol|

Tomamos
6“0 = A_lwo

Uy + dug = wy = up = wy — A" wy
by = Aug = Awg — wy
Con todo esto, la condicién (A + 6A)(uy + dug) = by obliga a que
(A+ phHwy = Awy —wy = = —1

Con estos valores, las anteriores desigualdades son igualdades.
b) Sigue ahora del Corolario 1.1 (Tema 1) que A 4 dA es invertible. Por tanto

(A+5A)(u+6u) =b= (§A)u+ (A+5A)(0u) =0 = du= —(A+JA) ' (0A)u

Joull < 104+ 0A) - oA - ) < Iy g
L—[JA=] - [0 Al

de modo que recordando que la norma es subordinada, resulta

[0A] 1
[0ul| < cond (A) - : ]
[A 1= [JAZH] - [[6A]
1
Si se escribe el Teorema del Valor Medio de la funcién f(r) = 1, bara Ir| < 1, se

tiene

r, 0<&<r

fr)=Ff0)+ (&), 0<&<r=f(r)=1+

(1-¢)?
de modo que

1 1
=1+ ——= A7 - I64], 0< &< |A7Y - ||0A]
oA eA] L a4l AlloA

El dltimo término del segundo miembro es una expresion que tiende a 0 cuando ||0A||
tiende a 0, es decir, es un término que en la notacién de Landau se puede escribir como

0(]|0A]). Ast pues

B3ull _ cont (. 141
< cond (4) - S+ o8]
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3.2. Numero de condiciéon de una matriz

En los dos teoremas precedentes hemos visto que el error relativo sobre el resultado
esta mayorado por el error relativo sobre los datos multiplicado por el niimero de condicion,
y que esta cota es éptima. En el segundo caso, cuando [|[§A|| es suficientemente pequeno

) )
puede considerarse M en lugar de M que es un error relativo mas natural. Como

| ul N+ oull - o
consecuencia de ello podemos considerar el nimero de condicién como un indicador de

la sensibilidad de la solucién de un sistema lineal respecto a las variaciones de los datos,
propiedad que se llama condicionamiento del sistema lineal considerado. Asi, un sistema
esta bien o mal condicionado segin que su nimero de condicién sea pequeno o grande.

En la practica, el nimero de condicién utilizado corresponde a alguna de las nor-
mas matriciales subordinadas introducidas anteriormente, especialmente, las de las nor-
mas subordinadas a || - [|1, || - |l2; || - ||, €s decir, || - |lcy || - llss || - [|[7- Se denotaran
condg(A), conda(A), condp(A) respectivamente.

El siguiente resultado recoge una serie de propiedades del nimero de condicién.

Teorema 3.3 1) VA € M,,, invertible, se verifica

MAax]<i<pn |Ai(A)
d A > 17 d A > , —
cond (A) > y cond (4) 2 ming<i<, [Ai(A)]

cond (A) = cond (A7)
cond (aA) = cond (A), VaeK\{0}
2) St A € M, es invertible y normal, entonces

Max)<i<p |Ai(A)
ming<j<p, |Ai(A)]

condy(A) =

3) Si A e M, es unitaria (u ortogonal) entonces, conds(A) = 1.
4) condy(A) es invariante ante transformaciones unitarias, es decir,
UU* = I = condy(A) = conds(AU) = conda(UA) = condy(UTAU), YA e M,
Demostracion: 1) Se tiene
I =AA" = 1= |1 = [|AA7Y| < [|A]l - |A7Y|| = cond (A)

Por otra parte,

cond (4) = [|A] - A7 > p(A)p(A™) = mdix |A(A)| —

1<i<n ming <;<p, [Ai(A)]
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Las demas propiedades son evidentes.
2) Como A es regular, p;(A) >0, i=1,...,n. Sabemos que ||Al|s = pn(A). Por otra
parte,
[ATHIS = p((A71)" A7) = p((AA) ) = p((A"A) ™) =
1 1

ix M\ ((A*A) 1) = =
1<% A((ATA)7) ming<i<n Ai(A*A) i (A4)?

Por tanto

condy(A) = ,un(A)m

3) Por ser A normal,

IA4lls = p(A) = s |3 (4)
Como A~! es también normal,
1

ming <i<, [Ai(A)]

1A s = p(A™") =

de donde sigue el resultado.

4) Si A es unitaria (u ortogonal), se tiene que |\;(A)] =1, i =1,...,n. Como ademds
A es normal y se tiene 3), resulta que condy(A) = 1.

5) Basta recordar que la norma espectral de una matriz es invariante ante transfor-
maciones unitarias. o
Observaciones:

1) La desigualdad, cond (A) > 1 indica que un sistema lineal estard tanto mejor condi-
cionado cuanto méas proximo esté el nimero de condicién a 1. Y a su vez esto depende
de que los médulos de los autovalores de la matriz estén préximos o no. Asi en el
ejemplo de Wilson de la primera pregunta se puede comprobar que \; ~ 0,01 y
Ay~ 30,28.

2) De las propiedades 1) y 3) se deduce que para una matriz normal, conds(A) <
cond (A). Es decir, el mejor nimero de condicién para una matriz normal es el

condy(A).

3) Segun 3), para una matriz normal el nimero de condicién serd grande si son muy
distantes los médulos extremos de sus autovalores. Pero para una matriz que no sea
normal, el nimero de condicién puede ser grande aunque sus autovalores tengan
modulos iguales, porque la propiedad 1) es una desigualdad.

4) De 4) se deduce que las matrices unitarias estdn muy bien condicionadas. La posi-
bilidad de emplear transformaciones unitarias sin que varie el nimero de condicién,
hace que se utilicen matrices unitarias y ortogonales como matrices auxiliares en
algunos métodos de resolucién de sistemas lineales (matrices de Householder).
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5) Debido a que la norma espectral de una matriz puede ser complicada de obtener,
puede ser 1til en ocasiones la siguiente estimacién

condz(A4) = Alls - |A7|s < | Alles - 1472

6) En general suele ser necesario manejar acotaciones como la de la nota anterior en
vez de manejar el nimero de condicién. El conocimiento de este niimero necesita el
de A~! que suele ser dificil de obtener.

3.3. Numero de condicién y error de redondeo o
truncamiento en un sistema lineal

Sea u* una aproximacién por redondeo o truncamiento de la solucién u de Au = b.
Llamaremos r = Au* — b al vector residual que es la magnitud que usualmente puede
medirse. Puede uno pensar que si ||r|| es pequeno, también lo serd ||u — u*||. Pero esto
siempre no es asi como muestra el siguiente ejemplo
Ejemplo. Consideremos el sistema

1 2 Uy 3
1,0001 2 Us 3,0001

que tiene como solucién tnica u! = (1,1). La aproximacién (u*)! = (3,0) tiene un vector
residual

3 1 2 3 0
3,0001 1,0001 2 0 —0,0002

De modo que ||7]|s = 0,0002 mientras que ||u — u*||o = 2
En realidad este problema es un enfoque distinto de algo ya visto. Si consideramos
que u* es la solucién de un problema de la forma Au* = b*, siendo b* una aproximacion
de b, b* = b+ db, resulta que r = db y estamos ante el estudio del condicionamiento de
un sistema lineal respecto del segundo miembro. Se puede, pues, afirmar, por el Teorema
2.1 que
Ju — |

r
< cond (A)H

Il

Nota:
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El anterior sistema esta mal condicionado. Puede comprobarse que

1 2 . —10000 10000
A - s A =
1,0001 2 5000,5 —5000

condp(A) = [|[A]lr - [JA™Y|F = 3,0001 - 20000 = 60002

3.4. Precondicionamiento

Segin hemos visto, un sistema lineal esta tanto mejor condicionado cuanto mas proxi-
mo esta a 1 el nimero de condicién de su matriz. La filosofia del precondicionamiento es
reemplazar la resolucion del sistema Au = b por la del sistema equivalente

C'Au=C""

donde se elige C~! de modo que cond (C7'A) < cond (A). Es claro que la mejor eleccién
posible es C' = A porque cond (C~1A) = cond (I) = 1, pero si se conoce A~! entonces la
solucion del sistema lineal es inmediata.

La idea es, pues, buscar una C' “facil de obtener”para la cual el nuevo ntimero de
condicién disminuya. Hay pocos métodos de precondicionamiento generales, sino que sue-
len estar mas bien adaptados al método de resolucion de sistemas que se utilice. Veremos
a continuaciéon uno muy sencillo que se puede utilizar de forma general.

n

Definicién 3.2 Una matriz A € M,, se dice equilibrada por filas st Z la;j| no depende
j=1

de i (es decir, esta suma es constante).

La equilibracién por filas es un proceso que se consigue multiplicando la matriz por la
izquierda por una matriz diagonal regular.

Proposiciéon 3.1 Toda matriz reqular se convierte en una equilibrada al multiplicarla por
la izquierda por cierta matriz diagonal reqular.

Demostracion: En efecto, sea B = (b;;) una matriz regular dada. Buscamos la matriz
D = diag (dy;), di > 0 para que DB sea equilibrada. Se tiene

dll bll cee bln dllbll LI dllbln
DB = S =
dnn bnl cee bnn dnnbnl s dnnbnn
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Si se desea, por ejemplo, que

di; Z ’bij’ =«
j=1

(07

> bl

basta tomar
d;i

1=1,...,n

En este caso, la matriz D es la matriz C~! del caso general.

Proposicién 3.2 Sea B € M, una matriz reqular y D € M, una matriz diagonal
reqular tal que DB sea equilibrada por filas. Entonces, condp(DB) < condp(B).

Demostracion: Supongamos que ||DB||p = a. Se tiene que

o
[Bllr = méx }  |bi;| =
¢ J
J

—— =qal|D

Entonces
condp(DB) = || DB||p||(DB)!||r <

ol B7HIpIID7Hlp = 1B~ |rl| Bl = condp(B)

o
Vamos a comprobar ahora que esta matriz es la mejor matriz diagonal que podemos
tomar para disminuir el nimero de condicién fila de la matriz.

Proposiciéon 3.3 Sea A € M,, una matriz reqular y Dy, Dy € M,, matrices diagonales
requlares tales que D1 A sea equilibrada por filas y DA no. Entonces, condp(D1A) <
condp(DsA).

Demostracion: Ya que D1 A = DD, Dy A, basta aplicar la Proposicién 2.2 a D = Dy D;,*!
y a B = Ds5A. o
Ejemplo: Es facil comprobar que si

1 108 . 0 1/2
= , entonces A =
2 0 1078 —1078/2
y que
1+ 108
|Allrp =1+10% ||A7Yr=1/2, condp(A)= 5
Si se precondiciona por filas para, por ejemplo, o = 1, resulta
(1+10%)~1 10%(1 4 10%)~! 0 1

DA - (DA =
1 0 1+1078% —10°8
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y, por tanto,
condp(DA) =1+2-107°
Nota:

Algunos autores, sobre todo cuando el método de resolucion que se utiliza es el de Gauss,
llaman equilibracién por filas al proceso que consiste en dividir cada fila de A por el
maximo de los valores absolutos de los elementos de dicha fila. De esta forma se consigue
que el maximo valor absoluto en cada fila de la nueva matriz sea 1. |

3.5. Condicionamiento de un problema de
autovalores

Comenzaremos planteando el problema que pretendemos estudiar con el siguiente
ejemplo. Se considera la matriz de orden n

0 0
10
Ale)=1 0 1
00 ... 10
Su polinomio caracteristico es det (Al — A) = A" — e. Para ¢ = 0, se tiene que

sp (A) = {0}, mientras que para ¢ # 0, el espectro de A estd constituido por las raices
n-simas de . Por ejemplo, sin = 40 y ¢ = 10719, los autovalores de A(¢) tienen de médulo
107%; es decir, la variacién de los autovalores medida en el plano complejo es igual a la
variacién de ¢ multiplicada por 10%°. Observamos que pequenas variaciones de los datos
provocan grandes variaciones en los resultados. Pretendemos estudiar cémo afectan al
calculo de autovalores pequenas variaciones de la matriz. Nos restringiremos al caso de
las matrices diagonalizables.

Teorema 3.4 (Bauer-Fike). Sea A € M,, diagonalizable, P una matriz regular tal que
P7YAP = diag (M(A)) y || - || una norma matricial subordinada que verifique que para
cualquier matriz diagonal,

[ding (d;)]| = miix |d,

Entonces, para cualquier matriz 6 A, se verifica

sp (A+0A) c U D;, siendo D;={ze€C: |z—\(A)| < cond (P)||5A|}
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Demostracion: Sea X € sp (A + 0A). Entonces, A+ §A — Al es una matriz singular.
Si A = );(A) para algin j, el resultado es trivial. Supongamos, pues, que \ #
Ai(A), i =1,...,n. Entonces, D — AI es invertible y podemos escribir

P YA+ A= AP =D — X+ P (AP = (D — X[ + (D —XI)"'P 1 (5A)P]

Como el primer miembro es singular y el primer factor del segundo es regular, se
deduce que I+ (D — XI)"'P71(§A)P es singular y del Teorema de Inversién de Matrices,
sigue que

L< (D= AN~ P (A)P

y, por tanto,

L< (D = ADTH 1P - 10A - ([Pl = cond (P) - [(D = AI)~"| - [[0A]

Por la hipétesis sobre la norma matricial, [[(D — \) 7| = — o) = De modo
min; |A; —

que

1
< ) —Aj <
1< i TN (A) = )\’cond (P)||0A|| = Fj : |A—X;(A)] < cond (P)|0A]l

o
El nimero de condicién que interviene ahora es el de la matriz de paso a la matriz
diagonal. Hay muchas matrices de paso posibles; ello lleva a definir

Definicién 3.3 Se llama nimero de condicion de A respecto del problema de autovalores
a
['(A) = inf{cond (P): P 'AP = diag (\;(A))}

Corolario 3.1 FEn las condiciones del Teorema 2.4, se verifica

sp (A4+0A) CUL {zeC: |[z=N(A)| <T(A)|0A]|}
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Notas:
1) La propiedad que se le pide a la norma matricial en el Teorema de Bauer-Fike es
verificada por las normas subordinadas maés usuales, por ejemplo, por || - ||F, || -
lles - ls-

2) En principio, cond (A) y I'(A) no estén relacionados.

3) Cuando A es normal (en particular simétrica), sabemos que es diagonalizable con
matriz de paso unitaria. Y es sabido que si P es unitaria conds(P) = 1. Por tanto
I'y(A) = 1 también. Es decir, las matrices normales estdn muy bien condicionadas
para el problema de valores propios.

En general, tan solo puede afirmarse que los autovalores de A+ A estdan en la unién de
las bolas centradas en cada autovalor de A. En el caso particular de las matrices normales
sabemos que [';(A) =1y que

sp (A+0A) CUL {zeC: |z—N(A)| < ||0A]ls}

Pero puede afirmarse mas si las matrices A y A son hermiticas: se sabe en qué bola
esta cada autovalor de la matriz perturbada.

Teorema 3.5 Sean A ydA dos matrices hermiticas (simétricas). Sean a; < ag < ... < v,
los autovalores de A y 1 < (o < ... < (3, los autovalores de A+ dA. Entonces

o — B5] < |[6A]ls, j=1,...n

Demostracién: Aplicaremos el Teorema de Courant-Fisher. Denotamos {p',...,p"} una
base ortonormal de autovectores de A asociados a {ay, ...a, }. Sea Vi = (p', ..., p*) v Vy el
conjunto de subespacios de dimension k£ de C". Se tiene por dicho Teorema

= mi ax R < mix R = méx (Ra(v)+ R <
O =, By aroa(®) = 5 Ravaa() = g (Hale) + faalv) =

max RA(U)+ max R(;A(U) = o + I‘I/léX R(;A(U) < i+ max R(sA(U)
veVy

veVi\{6} veVi\{6} \{6} veC™\{0}
Pero
X R = M (0A) < p(6A) = ||0A]|s;
b 54(v) (6A) < p(6A) = ||0A|s
por tanto

Be < ap + [|0A]s
Intercambiando A y A 4+ §A se obtiene
ap < Bk +[[6A]ls

y, por tanto
|k — B < [0A][s
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Métodos de Descenso para la
resolucion de Sistemas Lineales

4.1. Métodos de Descenso

Consideramos de nuevo el problema de hallar la soluciéon de
Au=10b, A€ M(R) simetrica definida positiva, b€ R"
Denotemos u la soluciéon del mismo. Definimos
Definicién 4.1 Dado un vector u € R", se llama residuo de u a
r(u) =b— Au= A(u — u)

En lo que sigue denotaremos (-, ) el producto escalar euclideo en R™. Consideremos la

forma cuadrética

y también la aplicacién

Se tiene entonces la siguiente

Proposicién 4.1 La forma cuadrdtica q y la aplicacion E alcanzan su minimo (si lo
hacen) en los mismos puntos.

Demostracion: Esto sigue de que ambas expresiones se diferencian en una constante. En
efecto, por ser A simétrica,

E(u) = (A(a — u),u —u) = (Au,u) — (Au,u) — (Au, ) + (Au,u) =
(Au,u) — 2(u, Aw) + (u, Au) = q(u) + (Aa, a)

Observaciones:

25
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1) Noétese que se puede expresar

2) También se tiene la siguiente desigualdad
E(u) = ||@ — ull3Ra(@ — w) = Mld — ul3 >0
siendo A; el menor autovalor de A.
El resultado fundamental que sugiere los métodos de descenso es

Proposicién 4.2 Sea A simétrica definida positiva. Entonces son equivalentes los sigu-
ientes problemas

1. Hallar la solucion u del sistema Au =b.
2. Obtener el vector u* que proporciona el minimo de q(u).
Demostracion: Veamos el comportamiento de g a lo largo de la recta
a€ER+—v+ap

donde v, p son dos vectores fijos no nulos cualesquiera y a es un escalar. Se tiene por ser
A simétrica
q(v+ap) = (v+ap, A(v + ap)) — 2(v + ap,b) =
(Ua AU) + Oé(U, Ap) + CY(p, A’U) + QQ(pa Ap) o 2(/07 b) - 205(]), b) =
q(v) + 2a(p, Av) = 2a(p,b) + a*(p, Ap) = q(v) + 2a(p, Av = b) + a*(p, Ap)
Se obtiene una parabola en « de coeficiente principal positivo por ser A definida
positiva. De modo que tendra un minimo en & que puede calcularse

d
2o d(v+ap) =2(p, Av —b) + 2a(p, Ap) = 0 =

(p7 Av — b) (p,T'('U))

d{:— =

(p, Ap) (p, Ap)
El valor del minimo a lo largo de la recta es

q(v+ap) = q(v) + a[2(p, Av = b) + a(p, Ap)] =

(p,r(v))?
(p, Ap)
La expresién (p,7(v))? > 0 salvo en los casos en que 7(v) = 0 o que p sea perpendicular
a r(v); en todos los demds hay una disminucién del valor de ¢ al pasar de v a v + ap.
Probamos ahora el enunciado:

q(v) + a[2(p, Av — b) + (p,7(v))] = q(v) — a(p,7(v)) = q(v) —
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a) Sea u la solucion del sistema Au = b. Si tomamos v = u, entonces r(u) =0y
q(u + ap) = q(u) < q(u + ap)
cualesquiera que sean p y a. En u se obtiene el minimo de q.

b) Sea u* el vector donde ¢ alcanza su minimo y supongamos que r(u*) # 6. Entonces
puede escogerse un p tal que (p,r(u*)) # 0, y puede determinarse el correspondiente
Q para el que

q(u” + ap) < q(u*)

en contradiccion con que el minimo se alcanza en u*.

Esta Proposicion sugiere un método indirecto para resolver Au = b

Definicién 4.2 Un método de descenso es un método indirecto que se construye eligiendo
en la k-sima iteracion una direccion py # 0 y un escalar o de manera que

U1 = uk + apr, Y q(uprr) < quk)
Segin hemos visto, fijada la direccion py y escogiendo la eleccion dptima para oy queda

Tk, Pk
( p)pk

Upr1 = Ug +
* (Apkupk)

donde hemos denotado r, = r(ug).

Proposicién 4.3 Para cualquier eleccion de py, # 0 y para el oy optimo, se verifica:
a) res1 =rp — apApg, Yk >0
b) (pr,7Tks1) =0, Vk>0

Demostracion: De la definicién de uy; se obtiene

(Tk,pk)

Augyq = Aug +
wH g (Apkzapk)

Apk — Auk+1 —b= Auk —b+ ékapk

que es la relacion a).
Multiplicando esta igualdad por py queda

(ks Tht1) = Py Tk) — Gk(Pry Apr) = 0

por la definicién de d&y. o
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4.1.1. Interpretacion geométrica de los métodos de descenso

Puede hacerse una interpretaciéon geométrica en R? o R® que permite intuir lo que
hace el método en R™.

En R?, E(u) = Cte es una elipse. Al variar la constante se obtiene una familia de
elipses homotéticas cuyo centro es u.

En la etapa k del método se determina wu; y por tanto se determina una elipse de
la familia: la que tiene de ecuacién E(u) = FE(ux). Escogida ahora una direccién py
cualquiera, existe una unica elipse de la familia que es tangente a la recta que pasa por
uy, y tiene de direccién py. El punto de tangencia, que es interior a la elipse F(u) = E(uy)
y por tanto méas proximo a u, es ug.1 y se obtiene como ugy; = ug + dipr. Notese que si
la direccion py que se escoge es la tangente a la elipse F(u) = E(uy), entonces ug1 = uy.

Algoritmo de los Métodos de Descenso con paso éptimo:

4
ug € R, po € R", 7o = b— Auy (inicializacion)
En la etapa k, conocidos ug, pr, 7 € R"
) (7%, pr)
ap=—"-—"— k>0

(Apk, pr)
The1 = Tk — QpApr, k>0

Upt1 = U + Qgxpg, k>0

\

4.1.2. Condicion suficiente de convergencia
De los resultados anteriores se tiene

(pkv Tk‘)Z

E(Uk+1) = E(Uk) - 254k(7’k7pk) + 5‘2<Apk,pk) = E(uk—i-l) = E(Uk) -
(pk,Apk)

(/r'k:vpk:)2
Tk, A_lrkz)(Apk,pk)

Lema 4.1 Para cualquier eleccion de pr, # 6 y para el oy optimo, se tiene

1 Tk Pk )2
> , . VE>0
Tk = Condsy(A) (Ilmllz [P |2

E(ugi1) = E(ur)(1 — %), Y= (

Demostracion: Por ser A simétrica, ||Al|s = sup Ra(v). De modo que
v#£6

(Apx, i) (ris A7 'ry)
%13 723

conda(A) = [[Alls| A5 >

de donde se deduce el Lema. o
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Teorema 4.1 Consideremos el método de descenso

ug € R™
(Tk>pk)

k>0
(Apr o) "

Upy1 = Ug +

donde las direcciones py son tales que existe un niumero p > 0 independiente de k que

‘ ( Tk Dk
verifica ,
I7ll2” [Pl
sucesion {uy} converge hacia la solucion que minimiza E(u).

2
) > > 0. Entonces, se verifica que lim wug = u, es decir, la
k—+o00

Demostracion: Por hipotesis

1
o<1 — 1
= condy(A)
Ademas, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, 0 < u < 1, y es sabido que conds(A) > 1.
DemodoqueOSl—L<l.

condy(A)
Entonces,

E(uy) < E(ug-1) (1 _ comjll—Q(A)) < < Blu) (1 - Comﬁm)k

y, por tanto,
, L.
lm || — ugl|3 < — lim E(u;) =0
k—o0 )\1 k—o0
o
Nota: Este Teorema da una condicion suficiente de convergencia, a saber, que py no se

haga asintoticamente ortogonal a ;. Una posible elecciéon evidente es escoger prp = ri. Es
lo que se hace en el método siguiente.

4.1.3. Metodo del gradiente:

El método de gradiente con paso 6ptimo consiste en tomar p, = 7}

(
uy € R", rg = b — Aug (inicializacién)
2

,

Uk Zuk+Mﬁm k>0

N
Tk )
=r,— ———-"-A k>0
Thk+1 =Tk (Ark,rk) Tk, =

\

En este caso se verifica que el método es convergente pues

Hrkug Tk Tk
(ti1) () (=), (7h, A7 ry) (Arge, ) Y relle” N7zl =n
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Ademas, puede probarse que el numero de iteraciones necesarias para conseguir que
E(uy)
E(uo)
proporcional a condy(A).

Si conds(A) es grande, lo que sucede cuando los valores propios tienen médulos ex-
tremos muy diferentes, los elipsoides E(u) = cte son muy achatados y la convergencia es
lenta. Es lo que sucede en el caso de las matrices que proceden de un operador diferencial
cuyo numero de condicion suele aumentar al afinar la discretizacién. Por eso este método
tiene poco interés préactico y se buscan métodos més eficaces. La idea es intentar elegir py
que apunte hacia el centro de los elipsoides.

1 1
< € es del orden de k ~ Zcondg(A) In <—>; es decir, el nimero de iteraciones es
€

4.1.4. Metodo de gradiente conjugado

Ahora no elegimos r, = p;, razonamos de la siguiente forma: fijado p,_1, sabemos que
con la eleccion 6ptima de ay, se tiene:

(Pr—1,7%) =0 = (pr—1, At —ug)) =0, Vk>1

. . . 1 . .y
Si queremos que ug1 ~ u, la direccién py = — (ug41 — uy) debe verificar algo similar
Qg
a la igualdad anterior. Por ello exigiremos que

(Pr—1, Apr) = 0 = (py, Apr—1) =0, VEk>1.

Consideraremos py = rg y, en la etapa k, escogeremos py.1 en el plano formado por p; y
Tee1, €s decir

Pk+1 = Th1 + Bep1Pe, VE >0

con (41 a elegir tal que (pgi1, Apg) = 0.
Se verifican entonces

Lema 4.2 FEn las condiciones anteriores, se tiene:
a) (e pe) = [Irell3,  VE=>0
b) (Tk,T’kJrl):O, VkZO

c)
Bo=0
~ lreall3
ﬂkJrl - ) Vk > 0.
7]

NN
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Demostracion: a) Se tiene

(i, p) = Tk T + Bkbr—1) = (Tks ) + Be(Tes Pr—1) = ||7”ng; vk >1

por la Proposicién 4.3 b). Para k = 0 sigue tomando py = ry.
b) Por la Proposicién 4.3 a), riy1 = rp — &pApg. Por tanto,

. Tk
() = (1) = (s ) = () = P8, ) =
(Tk, Apk;)) (Px — 7, Apr) 2 Ok (Pr—1, Apr)
k) |1 — —————2 | = (rg, 1) —————t = ||| —————2 =10
(7 ) < (Apk, pr) (7 ) (Apr, pr) Irell (Ap, pr)
Esta igualdad sale para k > 1; para k = 0 resulta tomando también py = rg.
¢) Vamos a pedir que Yk > 0, (pgr1, Apr) = 0. Asi se puede determinar ;. En
efecto,

Apg,r
(Apk, pr+1) = 0 = (Apk, Tk+1 + Brr1pe) = 0= Bip1 = _ Aperiin)
(Apr, pr)
Aplicando la Proposicién 4.3 a) resulta
Gk = e, The1) (T TRer) (Tt Tha1)
Br41 = —— =
ak(rk - Tk+17pk) (Tk,pk) - (Tk+1,p1c)

Utilizando el Lema 4.2 b), la Proposicién 4.3 b) y el Lema 4.2 a) resulta

Clreals
ﬁk-‘rl - 2> vk - 0
[[mell3

Ello origina el siguiente método, denominado método de gradiente conjugado:

( e ..
Se inicializa ug € R™, pg=1r9 = b — Aug,

dados uy, pr, 7 € R™, se obtienen :

B 1

4 (Apx; pe) para k =0,1,2, ...
Upt1 = U + QP

Tk+1 = Tk — apApy

resall5

Brt1 =
L rx|3

El test de parada de las iteraciones se hace sobre ||7]|2.
La prueba del teorema de convergencia se apoya en el siguiente Lema.
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Lema 4.3 FEn las condiciones anteriores, se verifica,

a) (res1,p) =0, 1=0,..k

b) (pks1, Api) =0, 1=0,..,k

c) (rgs1,m) =0, i=0,..k
Demostracion: Nétese que de la Proposicién 3.4 a), sigue que

T € (Th-1, Apr—1)
Por otra parte,
Prr1 = Tt + BrriPe = 1k — Qi Apy, + Br1pe = Apk € Tk, Pry Drt1)
Ello implica que
Tk € (P0y -y Pk) s Api. € (po, - Pt1), Yk >0

Procedemos por induccién. El resultado es conocido para k = 1. Supongamoslo cierto
para k.
a) Hay que probar que (ryy1,pi) =0, i=0,...,k. Se tiene
(Ths1, pi) = (rhs pi) — G (Apy, pid)

Para i =0, ...,k — 1, sigue de la hipdtesis de induccién que cada sumando es 0. Para
i = k, es la Proposicién 3.4 b).
b) Hay que probar que (pgi1, Ap;) =0, i =0,...,k. Se tiene

(Prt1, Api) = (Tht1, Api) + Brsr (P, Aps)

Para ¢ = k, es la condicion que se le exige al método de gradiente conjugado. Para
1=0,...,k—1, se tiene que el segundo sumando es 0 por la hipétesis de induccién, mientras
que el primero es también 0, porque

Ap; € (po, .-.sDi1) C (Pos -, D)

y, por el apartado a), (rg41,p;) =0, 7=0,..,k.
c) Hay que probar que (rg11,7;) =0, @ =0,...,k. Se tiene

(rks1,7i) = (1h,73) — Qi (Apr, i)

Para i = k es el Lema 3.4 b). Para ¢ =0, ...,k — 1, se tiene que el primer sumando es
0 por la hipétesis de induccién, mientras que el segundo es tambén 0, porque

r; € <p0, 7p1> —— AT’Z' c <Ap0, 7Apz>

y el la hipétesis de induccién asegura que (py, Ap;) =0, 7 =0,...,k—1 o
Tenemos el resultado siguiente
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Teorema 4.2 FElmétodo de gradiente conjugado es exacto en un mdximo de n iteraciones.

Demostracion: Del Lema 4.3 c) sigue que los vectores distintos {po, p1, ..., p; } son lineal-
mente independientes por ser ortogonales respecto del producto escalar (-, A-).

Al realizar el método de gradiente conjugado, puede suceder que

-) ry = 0, para algin k = 0, ..., N — 1. Entonces, el método es exacto en la iteracién k.

-)ri # 6 parai=1,....N — 1. Entonces {py, ..., py_1} son diferentes y por ser lineal-
mente independientes forman base de RY. De modo que por el Lema 4.3 a), sigue que 7y
es ortogonal a una base. Por tanto ry = 6 y el método es exacto en la iteracion N

o

En teoria, pues, el método de gradiente conjugado es un método directo, pero debido
a los errores de redondeo se convierte en un método indirecto. Se prueba que el nimero de
ggzki < € es del orden de %log gx/condg(A) +1,es

0
decir, el nimero de iteraciones es proporcional a y/conds(A), lo que disminuye el niimero
de iteraciones con respecto al método de gradiente. Sin embargo, el niimero puede seguir
siendo excesivo si la matriz estd mal condicionada, en cuyo caso se acude a técnicas de
precondicionamiento.

iteraciones necesarias para hacer que
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Tema 5

Localizacion y aproximacion de
autovalores y autovectores

5.1. Introducciéon

Nos preocupamos en este Tema de dar métodos que permitan aproximar el conjunto
de valores propios de una matriz. Es sabido que los autovalores de una matriz A = (a;;)
son las raices de la ecuacion caracteristica

p(\) = A A =0

que es un polinomio de grado n. Reciprocamente, puede comprobarse que la ecuacién
polinémica general
"+ a, 2" o taxta=0 (4.1)

es la ecuacién caracteristica de la matriz (llamada matriz de Frobenius)

—Ap—1 —Ap—2 ... —QA1 —Qg
1 0 .. 0 0
A= (4.2)
0 0 | 0

de modo que las raices de (4.1) son los autovalores de (4.2). Esta consideracion lleva a
deducir que los métodos de calculo de valores propios solo pueden ser iterativos pues la
existencia de un método directo equivaldria a afirmar que se pueden calcular las raices de
un polinomio arbitrario en un nimero finito de operaciones elementales en contradiccion
con el Teorema de Abel relativo a la imposibilidad de resolver por radicales una ecuacion
de grado > 5.

El célculo del polinomio caracteristico es muy costoso. Por ello no se encuentran méto-
dos que calculen valores propios a partir del polinomio caracteristico; mas bien al contrario,
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para calcular raices de polinomios de grado elevado suele ser frecuente utilizar los métodos
que se van a indicar ahora a su matriz asociada (matriz de Frobenius).

Un método que se revela efectivo es el método de la potencia, aplicable a matrices
diagonalizables y que tengan un autovalor de médulo méximo. Una vez aproximado éste,
mediante una técnica de deflacion se puede ir aproximando el de mayor médulo de los
que quedan y asi se va procediendo sucesivamente. Hay variantes del método que cubren
el caso en que hay autovalores de médulos iguales. El método ademas esta bien adaptado
para la aproximacion de los autovectores.

Para matrices simétricas generales se tiene el método de Jacobi y para matrices simétri-
cas tridiagonales el de Givens que permite el calculo aproximado con una precisién arbi-
traria de un valor propio en un rango dado.

Para matrices no simétricas, hay también un método disponible que se apoya en una
descomposicion factorial de la matriz llamada descomposicién QR y que permite aplicar
un método parecido al de Jacobi.

Observacién:

Existe un método debido a Householder que reduce cualquier matriz simétrica, A, a una
matriz simétrica tridiagonal, P*AP, mediante una matriz ortogonal, P. De este manera,
el método de Householder-Givens es aplicable a toda matriz simétrica. |

El marco natural de este problema es el cuerpo C. Por ello, supondremos que A €
M.,,(C) y particularizaremos los resultados obtenidos si A € M,,(R)

5.2. Localizacion de autovalores

Son conocidos diversos resultados de localizacion de autovalores. Resultados parciales
son los Teoremas 2.4 (Bauer-Fike) y 2.5.
De la Proposicion 1.1 sigue en particular que

Proposicién 5.1 Se verifica que si A € M,,, entonces
VAesp (4), [A <min{||Allp, [[Allc}
El resultado general mas conocido es
Teorema 5.1 (circulos de Gerschgorin) Sea A = (a;;) € M,,(C) y denotemos
Pr= layl, Q=) layl
=1 =1
G i#]

Entonces



Tema 4: Localizacién y aproximacion de autovalores y autovectores 67

a) sp (A) C U Ci, donde C;={z€C: |z—ayl <P}
i=1
b) sp (A) C UDj donde D;={z€C: |z—aj| <Q,}

j=1

c) Si S es una union de m discos (C; o D;) que es disjunta con los restantes discos,

entonces S contiene precisamente m autovalores de A contando su multiplicidad
(Teorema de Brauer).

Demostracién: a) Por reduccién al absurdo, supongamos que

gl JGi= ¢, Vi=1,..n=[A—au|>P, Vi=1,...n

i=1

Ello implica que la matriz A\ — A es estrictamente diagonalmente dominante por filas vy,
por tanto, regular. De modo que A & sp (A).

b) Es andlogo

c¢) Consideremos la familia de matrices

A, =D +1tB, siendo D =diag (ayz), B=A-D, te]0,1]
Obsérvese que Ay = D y A; = A. Consideremos los conjuntos
Ci(t)={z€C:lz—ay| <tP}, i=1,...,n
Supondremori sin pérdida de generalidad que S = U™, C; v denotaremos
St = Jo)
i=1

Noétese que para cada t € [0, 1], Cy(t) C C;.

n n
Por tanto S(t) € Sy U Ci(t) C U C;. De modo que S(t) y U C;(t) son
i=m+1 i=m+1 i=m+1
también disjuntos para cada t. Por el apartado a), los autovalores de A; se encuentran en
la unién de dichos conjuntos.

Para t = 0 hay m autovalores en S que son aiq, ..., dmm- Los autovalores son soluciones
de la ecuacién caracteristica que es una ecuacion polinémica cuyos coeficientes son fun-
ciones continuas de t. De modo que hay curvas continuas que emanan de esos puntos y que
contienen a los autovalores de A; para los distintos valores de ¢. Esas curvas no pueden
salir de S(t), porque tendrian que saltar a Ui ,,+1Ci(t). De modo que se mantienen en

~

S(t) para cada t € [0, 1] y por tanto en S. m
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5.3. Método de la Potencia

El método de la potencia permite calcular aproximaciones sucesivas del autovalor de
modulo méximo (si existe solo uno) asi como de autovectores asociados a él.

Sea A € M, diagonalizable y supongamos que existe un autovalor de médulo maximo
(que no tiene por qué ser simple). Denotemos

Al > [Aa] > [As] > . > A conm<n

y sean {vg, v3, ..., vy, } €l conjunto de autovectores asociados a Ag, A3, ..., Ap,. De modo que
si denotamos por V,(A) al subespacio propio correspondiente al autovalor A, se tiene
C" = Vi (A) & (va, ..., Um); esto es

VueC", FlveVy(A), I ag,....apy : u:v+2aivi
1=2

Se define el siguiente método iterativo

ug € C"\ 0 arbitrario
Up+1 = Auk, k 2 0

Nétese que u, = A*ug, k > 0. Supondremos que uy # 6 para todo k > 0 (en caso de

que exista kg tal que ug, # 0 vy ug,41 = 0, se tiene que A\, = 0 y ug, es un autovector

asociado).

Teorema 5.2 Sea A € M,, diagonalizable y tal que sus autovalores verifican |\ > |Aa| >
As| > ... > | Al Sea ug & (va, ..., vm) y se construye la sucesion de términos no nulos
Ugr1 = Aug, k> 0. Entonces

a) Para cualquier aplicacion lineal ¢ : C* — C tal que ¢(x) # 0 para cada x €
Vi(A)\ {0}, se verifica
tfm OW) _
k—+oo (uy,)

b) Existe el limite

siendo v un autovector asociado a \.

Nota:

Las aplicaciones lineales ¢ : C* — C se pueden identificar con un vector a € C" como
é(u) = (u,a) para cada u € C". Por ejemplo, ¢;(u) =u;, i =1,...,n. n
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m

Demostracion: Sea uy € C". Sabemos que se puede escribir ug = v + Z ;v;. En-
i=2
tonces,
m m
U = Aku() = AkU + Z aiAk'Ui = )\kU + Z Oéi)\f’l)i
i=2 i=2
Luego
_\k B )
Up = A v—l—;al (/\) v@]

\
Ya que |XZ| < 1 parai=2,..,m, se tiene que

8k:ZOzi<—> v, — 60 si k— +oo

y, por tanto, que
Uk
G =v+¢e, — v cuando k — +00
Esto prueba b).
Para probar a), tomamos ¢ en la expresion de uy,

Slur) = No(v) + p(en)]

por ser ¢ lineal. Para k suficientemente grande, ¢(uy) es no nula porque el primer sumando
es no nulo y el segundo tiende a cero. De modo que

. O(urs1) ) o(v) + ¢(ert1)
LU o(ur) = A dim o(v) + dler)

Notas:

1) Obsérvese que para k > 1

¢(vi)

) o+ 3 (3) o
e ey e G

2
)+§:a
i=2

ad

A

Por tanto, la convergencia es mas rapida cuanto menor sea |
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P(Upy1)
¢(Uk)

un limite que se puede calcular. En efecto, por la linealidad, se tiene

Si la aplicacién ¢ se anula sobre V) (A), entonces el cociente tiene también

m

Ber) = 35 O aiAEH(w)

1=2

y, por tanto,

Plursr) DT, A" ()

o(ur,) Zfig aiAikﬁb(Ui)
Si, por ejemplo, el primer indice para el que a;¢(v;) no se anula, corresponde a un
autovalor de médulo estrictamente superior al de los posteriores, entonces el limite
del cociente es ese autovalor.

No obstante lo anterior, en la practica, los errores de redondeo hacen que sea no
nula ¢ sobre V) (A) y que la sucesién converja hacia A.

Una eleccién frecuente de ¢ en la literatura es ¢(u) = u;, ¢ = 1,...,n. Una vez
calculados los primeros vectores ug, se puede tomar ¢(u) = u; para i una componente
donde los valores de u; en médulo sean grandes, con lo que es poco probable que
esta ¢ se anule sobre algin wu, posterior.

Nétese que en general A\* tiende a 0 o no estd acotado; y, por tanto, teniendo en
cuenta la expresién de wu;, en funcién de A*, lo mismo le pasa a las componentes de
los vectores u; que se van obteniendo. Por ello conviene normalizar los vectores uy,
de modo que el proceso queda

Se da ug; vy = l
[[uo |
up = Avg = ﬂ' v = Yo Aug
[[uol|” Jusl || Auol|
y en general
"y = APy ; o = ug AP
[ AF o] Jurll A%

De este modo es facil comprobar
P(AM /|| AFuo )

lim P(Up1) — lm — lm <Z5(Ak+luo) _
k—4o00 ¢<Uk) k—+o0 ¢(Aku0/”Aku0H) k—+o0 ¢<AkU0)

segun el Teorema 5.2.
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5.4.

Por su parte,

1§ 1§ Akuo )\k
11m v = m —— 7
kotoo koo AP || AFug)
SiA>0, M =|\Fy

lim v - v

ktoo © 0]

SiA <0, \*=(=1)*|\|* y {vs} tiene dos puntos de acumulacién; la subsucesién de
los términos pares tiende a ”:j—” y la de los impares tiende a su opuesto.

Si A no es real, \* = |\|*exp(ip)* (Jexp(ip)| = 1); en este caso, la sucesién no tiene
limite.

Para matrices simétricas la convergencia se acelera utilizando la sucesion de los
cocientes de Rayleigh de uy. Se procede asi: dado ug inicial, se toman

u
Uk::—kS Uk-i-l:AUk
[z
Ralug) = —% = k A = viu
aln) == = Tl A ) = e

De las convergencias de las sucesiones anteriores se sigue que

Ra(uy) = A {1 + O (%P’ﬂ :

2
A

Luego limy,_, y oo Ra(ug) = Ay la velocidad de convergencia aumenta al ser TQ < TQ
|

Método de Givens

Es un método para aproximar valores propios de matrices tridiagonales simétricas.
Consideremos la matriz tridiagonal simétrica general

by ¢¢ 0 ... 0 0 0

c1 by co ... O 0 0
B =

0 0 0 ... ¢ch_g bu1 cp_

0 0 0 ... 0 «cp1 by
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Denotemos las submatrices principales de B

by ¢ 0 ... O 0 0
¢t by o ... 0 0 0
B; = , 1<i<n, (B,=B)
0 0 O ... ¢_g b1 ¢
0O 0 0 ... 0 «¢1 b

Desarrollando |[A\I — B;| por los elementos de la ultima fila, es facil comprobar que los
polinomios caracteristicos p;(\) de B; verifican la siguiente relacién de recurrencia

p(A) ==
piN) = (A =b)pi1(N) = pia(N), 2<i<n

Si para cierto j es ¢; = 0, entonces
P R
0 B

y det (A — B) = det (M — B;) - det (A — B). Los autovalores de B son, pues, los de B;

A

y de B. Por tanto, podemos suponer, sin pérdida de generalidad que
¢ #0, i=1,...,n—-1
Teorema 5.3 Supongamos c; # 0V i. Los polinomios p;(\) tienen las siguientes propiedades:
1) limy 4 oo pi(A) = +00

400, it es par

—00, Si17 esimpar

2) Sipi(Xo) =0, entonces, pi—1(Ao)pi+1(Ao) <0, para 1 <i <mn.

3) El polinomio p;(\) tiene i raices reales distintas que separan las i + 1 raices reales y
distintas del polinomio p;y1(X). Esto, para 1 <i<n —1.

Demostracién:

1) Sigue de que el término principal de p;(\) es A
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2) La férmula recurrente permite escribir que
pist(A) = (A = bip)pi(N) — &fpia (), 1hei <n—1

Si sz\o) = 0, se verificara que pi+1()\0> = —C?pifl()\o). Si pifl(/\0> 7£ O, en-
tonces ya estd demostrada la afirmacién (porque ¢ > 0). Si p;_1(Ng) = 0, en-
tonces aplicando escalonadamente hacia atras la férmula recurrente, se obtendria
que p;(Ao) = pi—1(Ao) = ... = po(Xo) = 0 lo que es absurdo, pues py(Ag) = 1.

3) Hacemos la demostracién por induccién sobre 7.

p1(A) = A — by tiene una tnica raiz real A = ;. Teniendo en cuenta 2), po()\gl)) :
pg()\gl)) < 0. Por tanto, pg()\gl)) < 0, lo que junto con el apartado 1) y el teorema
de Bolzano justifica que existe dos raices de py(\): )\§2) y )\52) que verifican

AP > > P,

Supongamos la propiedad cierta hasta i = k, es decir, el polinomio p; () tiene i raices
reales distintas que separan las ¢ 4+ 1 raices del polinomio p;y1(\) para 1 < i < k.
Sean )\gkﬂ), )\gk+1), o )x,(c]j:rll) las raices de pgi1(A). Se tiene

k+1 k k+1 k k+1
Ag )>)\§)>)\§ )>...>/\,(€)>)\,(€+1).

Como limy_ 4 o pr(A) = 400 ypk()\gk)) =0, debe ser pk()\gkﬂ)) > 0. Como pk()\gk)) _
0, debe ser pk(Ang)) < 0 (ya que py tiene raices simples), etc.

Por otro lado, segun 2), pk()\gkﬂ)) -pk+2()\§k+1)) < 0 V1, asi pues,

pk+2(>\gk+1)) <0, pk+2(/\§k+1)) >0

Como lim)_, 1 o Prr2(A) = 400, existird una raiz )\gkﬂ) de py+2(A) mayor que AS’““).
Andlogamente, en cada intervalo ()\z('ﬁl)y AE’””), i=1,2,...,k+1 encontraremos una

raiz de prio(A). Por tltimo, si k es par, limy__ o pri2(A) = o0y pk+2()\,(€li+11)) <

0, si k es impar, limy__ o pri2(A) = —o0 y pk+2()\,(ﬁrll)) > 0. En cualquier caso,
existird una raiz /\,gi?) de pri2(A) que cumple /\,gjj) < )\,(;f;l).

Una sucesion de polinomios que verifica las propiedades 1), 2) y 3) del Teorema 5.3 se
llama sucesién de Sturm. Estas sucesiones verifican la siguiente propiedad

Teorema 5.4 Dada una sucesion de Sturm {p;(\)}, i = 1,...,n y dado un nimero p € R,
se denota

n _ sgnp;(p) s pi(p) #0
Sgn pi() {Sgnpil(lu) i pr(s) = 0
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y denotemos por V(u) el numero de cambios de signo en la sucesion

{Segnpo(p), Sgnpi (), ..., Sgn pn(p) }

Entonces, el nimero de raices del polinomio p,(\) en el intervalo [a,b] es V(a) —V (b),
supuesto que p,(a)pn(b) # 0.

Demostracién: Probaremos que para cualquier a € R, el niumero de raices de p,(\)
mayores que a es V (a), de donde seguird la conclusién del Teorema. La demostracién se

hace por induccién sobre 7. Denotaremos en este Teorema )\y) para j = 1,...,4, las 7 raices
del polinomio p;(\) en orden decreciente. Verificamos la induccion.

1. Parai =1,

a) Sia< )\gl), la sucesién de signos es {+, —} y por tanto V(a) =1
0.

b) Sia> )\gl), la sucesion de signos es {+, +} y por tanto V(a)

2. Cierto para ¢ = k siendo m el nimero de raices del polinomio pg(\) mayores que a,

que viene dado por el nimero de cambios de signo de la sucesién {Sgn pg(a), ..., Sgn pg(a)}.

Sea 1 = k + 1. Resulta que

D I NI D P {1

Ademas sabemos que
PYARIPD VPSS L IR KU (I o IR VP Ve

Hay que probar que el nimero de raices de pgy1(A\) mayores que a es el nimero
de cambios de signo de la sucesién {Sgnpg(a), ..., Sgn pr(a), Sgn pr+1(a)}. Consider-
aremos para ello tres casos posible

) 3& )‘m+17 nliii)
Si )\m+1 <a< )\m+1 , el nimero de raices de py.1(A) mayores que a es m + 1,
mientras que el nimero de raices de py(A) mayores que a es m. Pero Sgn pi(a) =
sgn (—=1)™ y Sgnpgy1(a) = sgn (—1)™, de donde sigue el resultado.

Si Afﬁﬁ <a < A\ entonces el niimero de raices de pr(A) y de pry1(A) mayores

que a es m. Y efectivamente, Sgn py(a) = Sgn pgi1(a) = sgn (—1)™.

b) a= At
En este caso el nimero de raices de pg11(A) y de pr(A) mayores que a es m. Y
por definicién, Sgn pii1(a) = Sgn pi(a).
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c) a= )\ffbll.
En este caso el nimero de raices de pyy1(A) mayores que a es m + 1 y el de
pr(A) mayores que a es m. Pero por construccién, Sgnpy(a) = Sgnpg_1(a) y
es sabido que Sgnpyi1(a) # Sgnpg_1(a) (usando el apartado 2 del Teorema
anterior).

Nota:

La anterior propiedad se verifica, evidentemente, para cada p;()), pero para calcular los
autovalores de B hay que aplicarlo a p,(\). ]

Asi pues, con los resultados de la seccién 5.2 pueden localizarse los autovalores (que
son reales y distintos). Con ayuda de este resultado, pueden separarse en intervalos. En-
tonces, para aproximar los autovalores, puede aplicarse un método de dicotomia para
seguir afinando los intervalos todo lo que se quiera o un método como el de Newton .
Notese que la recurrencia sirve para evaluar el polinomio caracteristico en puntos parti-
culares sin necesidad de obtenerlo de forma genérica y también para evaluar las derivadas
necesarias para el método de Newton; ya que se verifica

o
PN =
o
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Tema 6

Resolucion de Sistemas de
Ecuaciones no Lineales

6.1. Introducciéon

Sea D C R" y sean f,g: D C R" — R" funciones continuas. Consideraremos en este
tema sistemas (algebraicos) no lineales, que escribimos en forma homogénea o en forma
de punto fijo, como:

filzy,.yzn) =0
(SH) flz) =0 <=

fn(.’lfl, 737”) =0

r1 = g1(x1, ..., Tp)
(SPF) r=g(r) <=

Tn = gn(xla "'axn>

Las definiciones de solucién «, de método localmente convergente hacia o y de método
globalmente convergente en D hacia a son analogos a los del caso escalar.

Diremos que un método iterativo tiene orden de convergencia al menos p hacia la
solucion « si es localmente convergente hacia o y

ko €N, 3C>0: |zgy —af < Cllog — allP, V> k.

Sip =1 seexige C' < 1. Notese que la desigualdad anterior es independiente de la norma
vectorial elegida para p > 1.

7
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6.2. Meétodo de Aproximaciones Sucesivas

Consideremos el sistema no lineal en forma de punto fijo

T = 91(1‘1, ,[L’n)
(SPF) r=g(r) =

T = ga(T1, o T0)

para el que se define el método de aproximaciones sucesivas

(MAS) {xo € R" dado

Tpe1 =g(xg) VE>0
Se tiene el siguiente

Teorema 6.1 (Convergencia global y estimacién del error) Sea D C R" cerrado
yg: DCR"— R" tal que

1. g(D) C D (D es g-invariante)

2. 3L e (0,1): |lg(x) —g(y)|| < Ll|lx —y|| Vz,y € D (g es L-contractiva en D)
Entonces:

1. Eziste un unico o € D solucion del (SPF).

2. El (MAS) es globalmente convergente hacia c.

3. Se tienen las siguientes estimaciones de error
k

1-L

|z — o < |lz1 — x|l Yhk>1 (a posteriori)

|k — || < L|lay — || VE>1 (a priori)

En particular, la convergencia es al menos lineal.

Demostracién: Es evidente que el (MAS) define una sucesién {zy}r>1 C D.
Dado k > 1, se verifica

ks — 2l = llg@r) — glar-)ll < Lllaw =yl < .. < L¥21 — o)
Por tanto, dados k,n € N, por ejemplo n > k, se tiene

[z = pll < llon = 2nall 4o+ llonen — 2l <
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k
1-L

De aqui se deduce que la sucesion {x;} es de Cauchy y, por tanto, convergente. De modo
que

< (LM 4 L) |2y — ol < (L7 4 o+ D) IRz — o] < &1 — o

da € D (por ser D cerrado) tal que ka T =«
——400

Tomando limites en el (MAS) sigue que a = g(a), de modo que «a es solucién de la
ecuacion. Ademas es la tnica solucién posible porque si hubiera dos soluciones, oy y as,
lon = aall = llg(en) — glaz)l| < Lilan — aq| < fax — aq]

lo que es absurdo.
Las estimaciones siguen de las anteriores desigualdades. |
Noétese que la condicién de contractividad depende de la norma que se elija. Para

asegurar que g es contractiva, suele ser util la siguiente condicién suficiente

Lema 6.1 Sea D C R™ convexro y compacto y sea g € CH(D) (es decir, que existe un
abierto G tal que D C G y g € CYG)). Si

’ dg;(x
max |lg'(z)| < L (g'(z) = ( 1))

para alguna norma matricial ||A|| (que es consistente con alguna norma vectorial ||ul|),
entonces

lg(z) —gW)l| < Lz —yl, Vaz,yeD.

Nota:

En particular,

lo(e) = )l < (mix g @ls ) e = ol
lo(e) = gl < (mix @l ) Tl = ol

lo(a) = 90l < (omix @)l ) e =

Demostracion: Para cada i = 1,...,n, si fijamos z,y € D, gracias a la convexidad
de D, podemos definir las funciones

hi 2 [0,1] = R hi(s) = gi(x + s(y — x)).
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Entonces, usando la regla de la cadena y el desarrollo hasta orden 1 de una funcion real
con resto integral,

gi(y)—gz-(w)Zhi(l)—hi(o)z/o hi(S)dSZ/O Vgi(x +s(y =) - (y — x)

donde Vg; = (0r;9i)j=1,..n (vector gradiente). Acotando la norma de la integral por la
integral de la norma y usando la consistencia de la norma matricial

lg(y) — g(z)] S/O IVg(z +s(y — )|l [ly — =] ds

de donde se deduce la estimacion del lema tomando maximo en s € [0, 1]. n

Teorema 6.2 (Convergencia local) Sea D CR" yg: D C R* — R" tal que
1. da € int(D) : a = g(a)
2. g€ CHD) yl|ld(a)| <1 para alguna norma matricial consistente.

Entonces, 3p > 0 tal que el (MAS) converge hacia o, ¥ o € B(a, p), con convergencia al
menos lineal.

Demostracién: Como ||¢'(a)|| < 1y las derivadas parciales son continuas, 3L € (0, 1),
Ip > 0: ||¢'(z)|| < L Vx € B(a, p). De acuerdo con el lema anterior, g es contractiva en
B(a, p). B B B

Para aplicar el Teorema 6.1 en B(a, p) basta probar que g(B) C B. En efecto, si
7 € B = ||T — a| < p; entonces

lg(@) = all = lg(@) = g(@)l| < LT — ol < Lp < p = ¢(7) € B(a, p).

Corolario 6.1 (Orden cuadratico) En las condiciones del teorema anterior, si suponemos

ademds, que g € C*(D) y ¢'(a) = 0, entonces se tiene convergencia al menos cuadrdtica.

Demostracién: En efecto, si g € C%(D) segiin el Teorema de Taylor podemos escribir
en un entorno de «

1 P%gi(¢
g9i(x) — gi(a) = 5 8x(9<:v>
k=1 Ik

(:Uj_aj)<$k’_ak)a 2:17777’
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Considerando la bola B = B(a; p) de la demostracién del Teorema anterior, si definimos

Mije = i%laii]gib <too y M= Hiﬁx Mijg,
se tendra )
9:r) — ()] < w0l
Y por tanto ,
Iisr — e = llg(zs) — 90 e < 25l — ol
consiguiéndose asi la convergencia al menos cuadratica. |

6.3. Meétodo de Newton

Sea f: D C R"™ — R" derivable. Se considera el sistema no lineal homogéneo
(SH) flz) =0

Por razones anédlogas a las del caso escalar (se trataba de buscar un esquema de segundo
orden), (SH) se escribe como el sistema de punto fijo

(SPF) z=x—(f'(2)) f(2)

que sera equivalente al (SH) si la matriz jacobiana f’(z) es regular. El método de Newton
es el (MAS) asociado al anterior (SPF):

(MN) _
Ty = o — (f'(v)) " faw), VE>0

{xo €R”, dado
Desde el punto de vista algoritmico, el método consiste en, dado x,

1. hallar la solucién, i, del sistema lineal f'(xy)dr = f(zx) (de matriz f'(zy)),

2. hacer xp1 = x5 — 0.

Teorema 6.3 (Convergencia local del (MN)) Sea D C R*" y f : D C R" — R" tal
que

1. o€ int (D): fla)=0
2. f € C*(D) y f'(a) es reqular (es decir, det f'(s) #0).
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Entonces, 3r > 0 tal que Vg € B(a,r), el (MN) converge hacia . Ademds, si f €
C3(B(a, 1)), entonces la convergencia es al menos cuadrdtica.

Demostracién: Consideremos el método de Newton como un MAS para
(SPF) r=g(z) con g@) ==z~ (f(2))"f(2)
Como f € C*(D) y f'(a) es regular,

dp>0: f'(z) esregular Vuz € B(a,p)

De modo que g € CY(B(a, p)).
Si comprobamos que ¢'(a) = 6, aplicando el Teorema 6.2 obtendremos el resultado.
Denotemos

o(x) = (f'(x)) " fz) = g(a) =z — d(x)
Se verifica entonces

.
8x g )

fl(@)8(x) = f(x) <= filx Z

Derivando esta expresion respecto de xy, resulta

df; ~ [ 0°f; of; . 96;

L) =3 (G @) + @5 w).
j=1

Evaluando en z = a,

o, oy o
axk() ax] )8—%(a), L, k=1,..,n.

Escritas estas igualdades en forma matricial, resultan

() = fl(a) -0 (a) = §'(a) = Id

De modo que

g (a)=1d—¥(a)=6.

Si f € C*(B(a,7)), entonces g € C*(B(a, 7)) y el Corolario 6.1 nos proporciona el
resultado de convergencia al menos cuadratica. |

Desde el punto de vista numérico, el método de Newton es muy costoso porque en cada
etapa hay que resolver un sistema lineal con matrices diferentes. Por ello se introduce una
variante.
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Variante de Whittaker

dad
(MW) L
Tppr =2 — M7 f(zg), kK20

siendo M una matriz fija. Asi en cada etapa hay que resolver el sistema lineal
Moy, = f(xy)

lo que permite aplicar un mismo método directo (descomposicién LU o Cholesky si M es
definida positiva) en todas las etapas. Se puede tomar por ejemplo, M = f'(x).

La variante de Whittaker no tiene ya convergencia cuadratica.

Una posibilidad, en el caso de converegencia muy lenta, es actualizar la matriz M con
f'(xy) en algunas iteraciones.



