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Introduccion

Esta asignatura constituye una continuacién de la asignatura Andalisis Funcional
de cuarto curso. En ella se pretende ofrecer una introduccién al estudio teérico
de las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). Se ha intentado cubrir aspectos
de la teoria clasica y de la teoria moderna. En relacién con ésta, ha sido preciso
incluir algunos resultados de caracter abstracto (propios del Andlisis Funcional):
teorema de Lax-Milgram, teoria elemental de operadores lineales en espacios de
Banach, teoria espectral, etc.

El énfasis principal se ha puesto en las ecuaciones de Poisson, del calor y de
ondas (las representantes “candnicas” de las EDPs lineales de segundo orden).
Se ha intentado aclarar que, para cada una de ellas, tiene sentido considerar
problemas de naturaleza distinta. En la medida de lo posible, se presentan y
demuestran resultados de existencia, unicidad y dependencia continua respecto
de los datos que, en algunos casos, son constructivos. También en la medida de
lo posible, se indica el papel que juegan las EDPs en algunas aplicaciones.

Para cursar esta asignatura, resulta imprescindible haber cursado y supera-
do las asignaturas Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (troncal de primer ciclo)
y Andlisis Funcional (troncal de segundo ciclo). Se recomienda ademds haber
cursado las asignaturas de primer ciclo siguientes: Andlisis Matemdtico I y II,
Elementos de Andlisis Matemdtico, Ampliacion de la Teoria de Funciones de
Varias Variables, Ampliacion de Ecuaciones Diferenciales 'y Variable Compleja
y Analisis de Fourier.

Las asignaturas optativas Ampliacién de Ecuaciones en Derivadas Parciales
y Fcuaciones en Derivadas Parciales de Evolucion constituyen continuaciones
naturales de este curso.



6 Introduccién

Notacién y abreviaturas

EDP: ecuacion en derivadas parciales.

EDO: ecuacién diferencial ordinaria.

R: cuerpo de los nimeros reales.

R : conjunto de los ntimeros reales positivos.

RY: el conjunto R¥ ™! x R4

Q, G, U, O: abiertos de RV.

00 frontera del abierto 2.

n(x): vector normal unitario en x € 0€2, generalmente exterior a €.
dI': elemento de integracién sobre 02 (véase el Apéndice al tema 2).
lg: funciéon caracteristica de G; vale 1 en G y 0 en su complementario.
0y : delta de Kronecker; d;; = 1sii = j, 6;5 =0 si no.

CO(U): espacio de las funciones ¢ : U — R que son continuas.

Ck(U): subespacio de C°(U) formado por las funciones k veces continuamente
diferenciables.

C>(U): interseccién de todos los C*(U) con k > 1.
C¥(U): subespacio de C*°(U) formado por las funciones analiticas.

sop : soporte de la funcion ¢; se trata de la adherencia del conjunto de puntos
donde ¢ no se anula.

Ck(Q): subespacio de C*(2) formado por las funciones de soporte compacto
contenido en §2.

D(Q): subespacio de C*(Q2) formado por las funciones de soporte compacto
contenido en 2.

Ck(Q): subespacio de C*(Q2) formado por las funciones de soporte compacto
(contenido en ).

D(Q): subespacio de C*°(Q) formado por las funciones de soporte compacto.

c.p.d.: “casi por doquier”; se usa para indicar abreviadamente que una propie-
dad se verifica en todo punto salvo a lo sumo en un conjunto de medida nula.

N(A) y R(A), con A € L(H;G): el nicleo y el rango de un operador dado; se
tiene que N(A) ={he€ H: Ah=0}y R(A)={Ah:he H}.

Denotaremos | - | la norma Euclidea de RY y B(zo;7) (resp. B(zg;7)) la bola
abierta (resp. cerrada) de centro xg y radio r. En ocasiones, dado un espacio
normado X, By denotara la correspondiente bola unidad cerrada.



Tema 1

Generalidades. Ecuaciones
en derivadas parciales
lineales de segundo orden

De forma imprecisa, diremos que una ecuacién en derivadas parciales (en lo que
sigue una EDP) es una igualdad en la que la incégnita es una funcién de dos o
mas variables independientes y en la que aparecen derivadas parciales de ésta.
Se denomina orden de la EDP al mayor de todos los érdenes de estas derivadas.

Por ejemplo, si aceptamos que u = u(x1,22) es una funcién desconocida (la
incégnita de la ecuacién), entonces

?u 0% 0w ou  %u ou 0%

gu, v _ gu, v gu_ gv UL -
or? = Ox2 T 922 Oz Ox3 0 dry  Ox3 u(l =)

son EDPs de segundo orden (como veremos, se trata de EDPs de gran impor-
tancia). Por otra parte,

@+2ﬂ+@—0 %_ﬂ_’_%—o
ozt T02230r3  Oxi 7 Oxy  Or0x3  Oxh
y
N 0%u o*u
sen xp | =5 | + =555 =
sent T ep ox? dx30x3

son EDPs de cuarto orden.
En este curso, nos centraremos casi exclusivamente en EDPs de segundo
orden.

1.1 Definiciones fundamentales

Definicién 1.1 Sea N > 1 un entero. Una EDP de sequndo orden en las N
variables independientes x1, %o, ... TN es una erpresion de la forma

ou ou 0%u 0%u 0%u
. L ) =0, (1)
0x1 Oy’ Ox3 O0x;0x; Ox9y

F(ml,...xmu
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8 Tema 1: Generalidades
donde F: © C RV*+2N+1 3 R es una funcion dada (aqui O es un abierto no
vacio). A la incdgnita u se le suele llamar también variable dependiente.

Por simplicidad, pondremos habitualmente

x=(x1,...,2n), u=u(z), VuzDu:(au 8u>

8‘%1’.“76"51\/

(el gradiente de u) y

Dy — (82u 0%u ou )

8:@’ "8xi8xj""’8xN

(el Hessiano de u). Con esta notacién, la EDP (1.1) se escribe
F(z,u, Du, D*u) = 0. (1.2)

A diferencia de lo que sucede con las ecuaciones diferenciales ordinarias, no es
posible desarrollar una teoria general de EDPs, ni siquiera si nos restringimos a
las de segundo orden. Lo que si pueden ser desarrolladas son teorias particulares,
aplicables a determinados “tipos” de EDPs.

Con frecuencia, se usa otra notaciéon para designar las variables z; y la
incégnita u. Por ejemplo, cuando N = 2, es usual ecribir

F(xayvu7ux7uy,...) = 0.

En muchas ocasiones la notacién asignada estd motivada por el papel que juega
la EDP considerada en las aplicaciones.

El concepto de solucién de una EDP es de importancia fundamental. El
andlisis de dicho concepto ha conducido al desarrollo de buena parte de las
Matematicas: Andlisis de Fourier, teoria de distribuciones, espacios de Sobolev,
etc. Algunas de las nociones relacionadas con este desarrollo seran consideradas
en los ultimos temas de este curso.’

Por el momento, nos limitaremos a introducir el siguiente concepto de solu-
cion:

Definicién 1.2 Sean U C RN un abierto no vacio y u : U — R una funcion.
Se dice que u es solucion cldsica de (1.2) en U si se cumplen las propiedades
stquientes:

1. ue C*U),
2. (x,u(x), Du(z), D*>u(z)) € O para cada x € U,
3. F(x,u(z), Du(x), D*>u(x)) = 0 para cada x € U.

No todas las EDPs resultan tener el mismo interés. Algunas de ellas son
interesantes exclusivamente desde el punto de vista académico. Por el contrario,
otras poseen origen en la formulaciéon de problemas propios de la Fisica, otra
Ciencia de la Naturaleza o incluso otro campo de las Matematicas y por tanto
tienen mayor relevancia y merecen ser analizadas con mayor atencién.

De todas las EDPs de segundo orden, las mas importantes son las EDPs
lineales.

1Un estudio més profundo se llevard a cabo en las asignaturas optativas Ampliacién de
FEcuaciones en Derivadas Parciales y Ecuaciones en Derivadas Parciales de Evolucion.
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Definicién 1.3 Una EDP lineal de seqgundo orden en las variables independien-
tes x1,...,xN es una EDP de la forma

N

02u
Z a5 () 0x;0x; +
i0T; —

i,j=1 i=

N

ou
oz, c(z)u = f(z), (1.3)

donde las a;j,b;,c, f son funciones definidas en 2 y Q es un abierto de RV.
Las funciones a;j,b;,c se denominan coeficientes de (1.3) y f se denomina el
término independiente (o sequndo miembro). Si f =0, se dice que la ecuacidn
es homogénea. Si las a;j,b;,c son constantes, se dice que (1.3) es una EDP de
coeficientes constantes.

Observacién 1.1 Supondremos siempre en (1.3) que a;; = aj; para cada ¢ y
cada j (lo que no es restrictivo). Dado un abierto U C 2 no vacio, el conjunto
de todas las soluciones clasicas de (1.3) en U es una variedad lineal de C?(U).2
|

Observacién 1.2 Otras EDPs de segundo orden muy importantes son las lla-
madas semilineales. Se trata de las que tienen la forma

N

> @) 50 = (D) (14)
aij(x) 7——F— = f(z,u,Du .
= J 81‘2837]

i,j=1
(lineales en las derivadas de segundo orden). También suelen considerarse EDPs
con la estructura siguiente

a 0%u
ijzl a,;j(iE,U,D’U,) a.’L‘ZaZCJ = f(:c,u,Du), (15)
a las que se llama EDPs casi-lineales. ]

En estas Notas, pondremos énfasis sobre todo en el andlisis de las ecuaciones
de Laplace y Poisson, la ecuacién del calor y la ecuacion de ondas. En todos los
casos, se trata de EDPs lineales de segundo orden de coeficientes constantes.

Al igual que sucede con las ecuaciones diferenciales ordinarias, en la practica
las EDPs aparecen acompanadas (o “completadas”) de condiciones adicionales
que han de ser satisfechas por la solucién. Con frecuencia, estas condiciones
(v también la propia EDP) estdn motivadas por leyes que rigen para diversos
fenémenos de naturaleza fisica, quimica, bioldgica, etc.

Veremos a continuacién que, ya en el caso de una EDP lineal de segundo
orden de coeficientes constantes, el comportamiento frente a las mismas condi-
ciones adicionales varia drasticamente de una EDP a otra. Asi, supongamos
dada una funcién ¢ € C'(R) y consideremos los cuatro problemas siguientes:

Problema 1.1 Hallar una funcién u € C%(R?) tal que
0%u

_gu 2
92107, 0, xz € R?,

u(xl,O) =0, r1 € R) (16)
Oou

871:2(1‘1,0) = QO(«Il), r1 € R.

28i f = 0, este conjunto es un subespacio vectorial de C2Z(U).
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Problema 1.2 Hallar una funcién u € C?(IR?) que verifique la EDP
ou  d%u

— ———= =0, zecR? 1.7
Ory  0x2 (L7)

junto con las condiciones adicionales que aparecen en (1.6) para o = 0.

Problema 1.3 Hallar u € C?(RR?) tal que se tenga

Pu  0%u
67;(;% 87{1}% = O, x e R2, (18)

junto con las dos tdltimas igualdades de (1.6).

Problema 1.4 Hallar v € C%(IR?) tal que se tenga

Pu 0%u 9
i 1.
0z Ox3 0, zeR (1.9)

junto con las dos ultimas igualdades de (1.6).

Observemos en primer lugar que, si u es solucién del problema 1.1, entonces
@' (x1) = 0, es decir, ¢ es constante. Esta restriccién sobre ¢ se llama una
condicidn de compatibilidad. Por otra parte, si ¢ = C, entonces (1.6) posee
infinitas soluciones. En efecto, todas las funciones de la forma u(z) = Cxy +
(xa), con ¥ € C%(R?) tal que 1(0) = 1'(0) = 0, son soluciones de (1.6). En
resumidas cuentas, para el problema 1.1, no siempre existe solucién y ademds,
caso de existir, no es tnica.

En segundo lugar, observemos que si u es solucién del problema 1.2, nece-
sariamente ¢ = 0. En efecto, deberiamos tener en tal caso

2

olxy) = 88—::2(951,0) = g;%(xl,O) =0 Vzr; €R.

Asi, el problema 1.2 posee solucién si y sélo si ¢ = 0. Se puede demostrar
ademds que, cuando ¢ = 0, la tnica solucién es u = 0.

En el caso del problema 1.3, si u es solucién, entonces la funcién v, definida
por

ou

v(ml,;@):/ %(S,O)dsf/ a—(xl,t)dt Y(z1,x5) € R?,
0 0

0xo X1
pertenece a C1(IR?) y satisface junto con u las relaciones

ov ou v ou

Oy 0wy’ O Oxp

en R2. Pero éstas son las condiciones de Cauchy-Riemann en R? y por tanto
u es una funcién analitica real en R?*: u € C*(R?). En consecuencia, si el
problema 1.3 posee solucidn, ¢ ha de ser analitica en R (dicho de otro modo, si
© & C¥(R), el problema 1.3 no posee solucién).?

30tra manera de ver que ¢ es analitica consiste en introducir las funciones w; = Ou/0z;
para i = 1,2 y comprobar que w; y wo satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann en R2.
Como ¢(z1) = wa(z1,0), se deduce efectivamente que ¢ € C¥(R).



1.2 Laplace, Poisson, calor y ondas 11

Finalmente, consideremos el problema 1.4. No es dificil comprobar en este
caso que la funcién

1 x1+T2
u(xy, ) = f/ o(s)ds Y(x1,2) € R?

2 1—T2

es una solucién. Mds adelante probaremos que, de hecho, esta funcién es la tnica
solucién. Por tanto, en este tiltimo caso, para cada ¢ € C*(R) el problema posee
una y sélo una solucién clasica en R2.4

Observacion 1.3 Las EDPs que aparecen en los problemas 1.1 y 1.4 son equi-
valentes, en el sentido de que cada una de ellas puede ser obtenida a partir
de la otra mediante un cambio global de variables independientes. En efecto,
partamos por ejemplo de la EDP (1.9) e introduzcamos las variables y; e ya,
con

Y1 =1+ T2, Y2 =T1— T2

Entonces es inmediato que, en las nuevas variables, (1.9) se convierte en

0*u 9

O dys 0, yeR”

Que las EDPs de los problemas 1.1 y 1.4 “reaccionen” de forma diferente cuando
se anaden condiciones para o = 0 como las que preceden es excepcional. Si
las condiciones se hubieran impuesto (por ejemplo) sobre la recta x1 + 2x2 = 0,
las dos EDPs habrian jugado papeles similares. Todo esto sera clarificado més
adelante. [ ]

1.2 Las ecuaciones de Laplace y Poisson, la ecua-
cion del calor y la ecuaciéon de ondas

Consideraremos las siguientes EDPs lineales de segundo orden y coeficientes
constantes:

—Au = f(x), (1.10)
% — kAu = F(x,t) (1.11)
y 92
u 2
U 2ay = , 1.12
5z ¢ Au h(z,t) (1.12)
Aqui, hemos usado la notacion
N
0%u

i=1

(se dice que —A es el operador de Laplace y que —Awu es el Laplaciano de u). Se
supone que k y ¢ son constantes positivas y que las funciones f, F' y h son (al

4Bs importante resaltar que la solucién obtenida depende continuamente del dato ¢. Por
ejemplo, si ¢, — @ uniformemente en los compactos de R, entonces para las correspondientes
soluciones uy, y u se tiene (entre otras cosas) que u, — w uniformemente en los compactos de
R2.
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menos) continuas; més adelante daremos interpretaciones de estos datos. Por
razones que pronto se veran, hemos respetado la notacién clasica habitual, de
modo que (1.10) es una EDP en las N variables independientes z1,...,2y ¥
(1.11) y (1.12) son EDPs en las N + 1 variables x1,...,2x ¥ t.

La EDP (1.10) se denomina ecuacidn de Poisson. Cuando f = 0, recibe el
nombre de ecuacion de Laplace. Ambas ecuaciones aparecen con frecuencia en
Fisica, Quimica, Biologia, etc. cuando se intenta describir el comportamiento
de fenémenos estacionarios, esto es, independientes del tiempo. Por ejemplo,
el campo eléctrico generado en un medio que ocupa el abierto 2 C R3 por una
distribucién de carga f € C°(2) estd dado por E = —Vu, donde u es solucién
de

—Au = lf(x), x €,
e

siendo o una constante positiva adecuada.

La EDP (1.11) es la ecuacidn del calor. Cuando el nimero de variables inde-
pendientes es N +1, se suele decir que se trata de la ecuacién N-dimensional (las
Z1,...,xN son las variables espaciales; t es la variable temporal). También es
frecuente encontrar esta ecuacion en muchas aplicaciones. Con cardcter general,
aparece cuando se intenta describir el comportamiento de fenémenos difusivos,
es decir, ligados a una propagacién répida (o instantdnea) de la variable de-
pendiente. Por ejemplo, supongamos que {2 C R? es un abierto ocupado por
un medio conductor del calor y que sobre este medio actiia una fuente de calor
F = F(x,t) durante el intervalo temporal (0,7'). Entonces, bajo determinadas
circunstancias, se puede aceptar que la temperatura del medio verifica (1.11)
para una constante positiva k (la conductividad del medio).?

Por otra parte, (1.12) es la ecuacion de ondas N-dimensional. Sirve para
describir fenémenos ondulatorios, es decir, caracterizados por la propagacion
de setiales con velocidad finita. Por ejemplo, cuando N = 1, (1.12) permite
determinar las vibraciones de una cuerda eldstica (siempre que éstas sean de
pequena amplitud (y por esa razén (1.12) también suele llamarse ecuacidn de la
cuerda vibrante). Més precisamente, supongamos que una cuerda sujeta por sus
extremos ocupa el intervalo espacial [0, ] durante el intervalo de tiempo (0, 7).
Entonces, bajo ciertas condiciones, se puede aceptar que la posicién de cada
punto de la cuerda estd determinada por una solucién de la ecuacion

Pu 0%

E_C %:0, (x,t)E(O,E)X(O,T),

donde ¢ es una constante positiva.

Debido a las caracteristicas de los fenémenos que describen, se suele decir que
las ecuaciones del calor y de ondas son ecuaciones de evolucion. Por el contrario,
las ecuaciones de Poisson y de Laplace se denominan ecuaciones estacionarias.
Veremos méas adelante que la presencia o no de la variable ¢ es fundamental a
la hora de elegir las condiciones que deben acompanar a estas ecuaciones.

Aparte de las EDPs que preceden, hay otras muchas de interés desde el
punto de vista de las aplicaciones. Una buena parte de ellas son variantes de
las anteriores. Por ejemplo, para la propagacién de ondas en un medio fisico no

5El hecho de que (1.11) permita describir la evolucién de una temperatura es justamente
lo que motiva que llamemos ecuacidn del calor a (1.11).
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vacio, es usual recurrir a la llamada ecuacion del telegrafista

2
% + a% — *Au = h(z,t),
donde a es una nueva constante positiva. Esta ecuacién aproxima bien, por
ejemplo, la propagacién de ondas de radio en la atmosfera.
Para la evolucién de la temperatura en un medio fisico tridimensional cuyas
particulas se desplazan con velocidad V = (V1, V5, V3) (que puede ser funcién
de z y de t), se usa la EDP

o~ Ou
— Vie— — kAu = F(x,t
8t + ; T axi u (I7 )5
llamada ecuacion de transporte-difusion.
Para otras EDPs de interés en las aplicaciones, véase por ejemplo [7] y [16].

1.3 Problemas de valores iniciales, problemas de
contorno y problemas mixtos

En lo que sigue, con €l fin de abreviar la notacién, pondremos u;, ug, U, etc.
para designar las sucesivas derivadas parciales de u. Presentaremos en este
pardgrafo varios problemas relacionados con las EDPs (1.10), (1.11) y (1.12).
Algunos de ellos serén estudiados (y resueltos) en este curso.

Problema 1.5 El problema de valores iniciales (o problema de Cauchy) para
la ecuacién del calor es el siguiente: Hallar una funcién u : RY x [0, +oc0) — R
tal que

(1.13)

u — kAu = F(z,t), (z,t) € RY x (0,+0),
u(z, 0) = uo(z), r RV,

donde k >0y F: RY x [0,4+00) = R y up : R — R son funciones dadas.

Problema 1.6 El problema de valores iniciales para la ecuaciéon de ondas se
formula como sigue: Hallar una funcién v : R x [0, +00) — R tal que

uy — 2 Au = h(z,t), z,t) € RN x (0, +00),
{ " (z,1) (2, 1) ( ) (1.14)

u(z,0) = uo(z), ue(r,0) =ui(z), ze€RY,
donde ¢ >0y h: RN x[0,+00) = R, ug : RN = Ry u; : RY — R son dadas.

En ambos casos, el objetivo es encontrar la solucién (una funcién definida
para todo tiempo positivo ) conociendo la EDP que verifica y conociendo su
comportamiento en un instante inicial ¢ = 0, esto es, anadiendo a la EDP una
o varias condiciones iniciales. En el caso de la ecuacion del calor, es suficiente
decir cuanto vale u para t = 0. De hecho, hemos visto ya cuando analizamos el
problema 1.2 que, si proporcionasemos mas informacién, el problema resultante
podria no tener solucién. Por el contrario, en el caso de la ecuacién de ondas, es
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preciso indicar cudles son los valores de u y de u; para t = 0 (esto serd justificado
més adelante, en el tema 4 de este curso).’

Desde el punto de vista de las aplicaciones, hay otros problemas que tienen el
mismo o mayor interés. Nos interesaremos principalmente por algunos problemas
de contorno para la EDP (1.10) y algunos problemas miztos (de contorno y
valores iniciales) para las EDPs (1.11) y (1.12). Como se ha dicho, las diferentes
elecciones estan fuertemente motivadas por el papel desempenado por la variable
t (o por la ausencia de ésta).

Problema 1.7 El problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Poisson es el que
sigue: Hallar una funcién u : Q — R tal que

{ —Au= f(z), x€Q,

(1.15)
u = g(z), x € 09,

donde  C RY es un abierto acotado no vacio de frontera 00y f: Q — Ry

g : 00 — R son funciones dadas.

La segunda igualdad de (1.15) se denomina condicidn de contorno de tipo
Dirichlet, o bien simplemente condicién de Dirichlet.

Supongamos que, por ejemplo, f € C°(Q) y g € C°(99Q). Se dice en-
tonces que la funcién u es una solucién cldsica de (1.15) si u € C?(Q) N C°(Q),
—Au(x) = f(x) para cada z € Q y u(z) = g(z) para cada x € 9. Con el
objetivo de probar la existencia y unicidad de solucién clasica, este problema
sera analizado en el tema 2 de este curso.”

Problema 1.8 El problema mizto de Cauchy-Dirichlet para la ecuacién del
calor es el siguiente: Hallar una funcién u : Q x [0,7] — R tal que

up — kAu = F(z,t), (x,t) € Qx(0,T),
u=G(z,1), (x,t) € 002 x (0,T), (1.16)

u(z,0) = ugp(z), z €,

donde © € RY es un abierto acotado no vacio de frontera 9Q, T >0,k >0y
F:Ox0,T)—R,G:00x(0,T) =Ry up:Q— R son funciones dadas.

Por analogfa con el problema (1.15), las condiciones impuestas sobre la fron-
tera lateral 0Q x (0,T) se llaman condiciones de contorno (de tipo Dirichlet).
Por otra parte, por razones obvias, la condicién impuesta para ¢t = 0 se denomina
condicion inicial (o condicién de Cauchy). Existen varias nociones posibles de
solucién para este problema. De momento, no precisaremos ninguna de ellas.

En este curso vamos a considerar principalmente el caso particular de (1.16)
en que N =1y  es un intervalo de la forma (0,¢). En este caso, dado que la

6De todos modos, dado que la ecuacién de ondas es de segundo orden en t, parece légico
que, “para arrancar”’, necesitemos mas informacién que en el caso de la ecuacién del calor.
Recuérdese que a una EDO de primer orden y' = f(¢,y) (resp. de segundo orden y”’ =
f(t,y,y")) es preciso anadir una (resp. dos) condiciones iniciales.

"Indiquemos no obstante que es posible introducir otro concepto de solucién de (1.15)
mucho més débil que permite resolver éste y otros muchos problemas de tipo similar (este
concepto serd presentado con detalle en el tema 3).
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frontera de (0, ¢) se reduce a dos puntos, (1.16) se escribe asi:

up — kug, = F(x,t), (x,t) € (0,£) x (0,T),
uw(0,t) = a(t), u(l,t)=p(), te(0,T), (1.17)
u(z,0) = ug(x), x € (0,7),

donde k, F'y up son como antes y «, 8 : (0,T) — R son dadas.

La situacién que describe (1.17) es, por ejemplo, la que se presenta cuando
consideramos una “barra” de un material conductor del calor de longitud ¢
sobre la que actta una fuente de calor F. Se supone que la barra estd siendo
mantenida a la temperatura « (resp. ) en el extremo xz = 0 (resp. = 1);
se supone también que la barra “arranca” de una temperatura inicial ug en el
instante ¢t = 0.

Problema 1.9 El problema mizto de Cauchy-Dirichlet para la ecuacién de on-
das es como sigue: Hallar una funcién « : Q x [0,7] — R tal que

uy — 2 Au = h(z,t), (x,t) € 2 x (0,T),
u=q(z,1t), (z,t) € 02 x (0,T), (1.18)

u(z,0) =ug(x), u(z,0)=wui(x), €,

donde © C RY es un abierto acotado no vacio de frontera 8Q, T > 0, ¢ > 0
yh:Qx(0,T) =R, q:00x(0,T)—R,u :Q2—=Ryu : 2~ R son
funciones dadas.

Como antes, encontramos aqui condiciones de contorno sobre 92 x (0,7 y
condiciones iniciales para t = 0 (de nuevo necesitamos dos condiciones iniciales
y no s6lo una). También como antes, varios conceptos de solucién son posibles.

En este curso nos centraremos sobre el siguiente caso particular de (1.18):

Ugt — Uy = h(w, 1), (z,t) € (0,£) x (0,T),
u(0,t) = aft), u(l,t) = B(), te(0,T), (1.19)
w(z,0) = uo(x), w(x,0)=u1(z), z€(0,0).

donde ¢, h, up y uy son como antes y «, 8 : (0,7) — R son funciones dadas.
Como ya se ha indicado, (1.19) describe el comportamiento de una cuerda
elastica sometida a pequenas vibraciones.

Entre otras cosas, veremos en el tema 4 que, si los datos h, ug, u1 ay 8
pertenecen a espacios adecuados y verifican ciertas hipdtesis, llamadas condi-
ciones de compatibilidad, entonces (1.19) posee una solucién clésica unica. En
otras palabras, bajo estas condiciones, existe una tinica funcién u € C%([0, ] x
[0,T]) que verifica ug (x,t) —c*uz, (z,t) = h(z,t) para cada (z,t) € (0,£)x(0,T),
w(0,t) = a(t) y u(l,t) = p(t) para cada t € (0,T) y u(z,0) = up(z) y
ue(x,0) = ug(x) para cada x € [0, £].
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Tema 2

El problema de Dirichlet
para las ecuaciones de
Laplace y Poisson

En este tema, salvo que se diga lo contrario, @ C R es un abierto conexo
acotado no vacio (N > 1). Denotaremos 0f la frontera de €.

El objetivo perseguido es probar, en un contexto clasico, resultados de exis-
tencia y unicidad de solucién del problema de Dirichlet para las EDPs de Laplace
y Poisson (problema 1.7 del tema precedente). Asi, de forma general, dadas las
funciones f € C%(Q) y g € CY(99), buscaremos soluciones de

{ —Au= f(z), z€Q,

u=g(x), x € 09, @1)

Recordemos que una solucién clésica de (2.1) es una funcién v € C?(Q)NC%(Q)
que verifica —Au(z) = f(x) para todo z € Q y u(x) = g(x) para todo = € 9.

2.1 Identidades de Green

Supondremos en este pardgrafo que el abierto 2 posee frontera 92 “suficiente-
mente regular”. M4s precisamente, supondremos que 9Q € C%!, en el sentido
que se precisa en el Apéndice a este tema. Denotaremos dI' la medida de su-
perficie inducida sobre 909 por la medida de Lebesgue y n(x) el vector normal
unitario exterior a € en el punto z € Q. Obsérvese que, cuando 99 € CO!,
podemos hablar de n(z) “para casi todo” x € 99 (en el sentido de la medida
dT’; para més detalles, véase el Apéndice).

El siguiente resultado es fundamental en el anélisis de (2.1). Su demostracién
puede ser encontrada por ejemplo en [15]:

Teorema 2.1 Supongamos que 92 € C%! y F € C1(Q). Entonces

/ O;F(x)dx = F(z)n;(x)dl(z) (2.2)
Q a9
para cada i =1,...,N.

17
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Como consecuencias inmediatas, con 92 € C%!, obtenemos las identidades
siguientes:

o Férmula de integracion por partes N-dimensional: Si u,v € C1(Q), en-
tonces

/u@ivdx: — 6iuvdx—|—/ uv n; dl’ (2.3)
Q Q le)

o Formula de Gauss-Ostrogradski o teorema de la divergencia: Si F €

CH(Q)N, entonces
/V-Fdx:/ F-ndr, (2.4)
Q o0

donde V- F = sz\il 0; F; denota la divergencia de F'.

e Primera identidad de Green: Siu € C?(Q) y v € C1(), entonces

/ Vu-Vodr = — / (Auv)vdx + Opuvdl. (2.5)
Q Q Xe)

Aqui, 9,u es por definicién la derivada normal de u, esto es,
Opu(z) = Vu(z) - n(z)
en todo punto z donde tenga sentido hablar de n(x).

e Segunda identidad de Green: Si u,v € C?(Q), entonces

/(uAv —vAu)dr = / (uOpv — vOu) dl. (2.6)
Q o9

En particular, tomando u = v en (2.5) y suponiendo que u € C%(Q), obten-
emos la denominada identidad de la energia, que dice asi:

/\Vu|2d:c:/(fAu)udx+ Opuudl. (2.7)
Q Q o9

Por otra parte, suponiendo de nuevo que u € C?(Q) y tomando v = 1 en
(2.5), resulta la identidad

/ Audzr = Opudr. (2.8)
Q o0

Observacién 2.1 Supongamos que 92 € C%! y sea u una solucién (clsica)
de (2.1). Supongamos ademds que u € C%(Q). Entonces u es la tnica solucién
en C%(Q). En efecto, si w € C%(Q) fuera otra solucién, sin mas que aplicar la
identidad (2.7) a la funcién v — w deducirfamos que v — w = Const., de donde
u=w.

En el siguiente pardgrafo probaremos la unicidad de solucién de (2.1) sin
necesidad de exigir a ésta que pertenezca a C?(Q) y sin necesidad de pedir a
0Q que sea de clase C%1.
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2.2 El principio del maximo y la unicidad de so-
lucién
El primer resultado de este pardgrafo se conoce con el nombre de principio del

mdzximo débil y dice lo siguiente:

Teorema 2.2 Sea Q) C RY un abierto acotado no vacio. Seau € C%(Q)NC°(Q)
tal que —Au < 0 en ). Entonces

max u = max u. (2.9)
a 89

En otras palabras, el mdzimo de u en Q se alcanza sobre la frontera de Q.

Demostracién: Supongamos en primer lugar que —Au < 0 en Q. Si no se
tuviera (2.9), existirfa £ € €2 tal que

= > .
u(€) mﬁaxu maxu

Dado que u € C%(Q)NC°(Q) y u alcanza un maximo en 2 en &, necesariamente
tendriamos Au(§) < 0, en contra de lo supuesto. Luego en este caso tenemos la
igualdad (2.9).

Consideremos ahora el caso general. Sea v(z) = |z|?>. Para cada ¢ > 0 se
tiene que u +ev € C?(Q)NC%(Q) y —A(u +ev) <0 en Q. Por tanto,

max(u + ev) = max(u + ev) < maxu + emaxv Ve > 0. (2.10)
Q o0 a0 a0

Por otra parte,

max(u + ev) > maxu +eminv Ve > 0. (2.11)
Q Q Q
En consecuencia,
maxu + eminv < maxu + emaxv Ve > 0. (2.12)
Q Q o0 Elel
Haciendo ¢ tender a cero en (2.12), obtenemos (2.9). ]

Observacion 2.2 Una consecuencia trivial del teorema precedente es que, si
uwe C2(Q)NCY(Q) y —Au > 0 en €, entonces ming u = mingg u.

Observacién 2.3 En las condiciones del teorema 2.2, si el abierto €2 es conexo,
se puede decir algo mds, aparte de (2.9):

O bien la funcién u es constante (y coincide con maxggu en todo
punto), o bien u(x) < maxgqu en todo x € Q.

Esta propiedad se conoce como principio del mdzrimo fuerte; para la de-
mostracién, véase por ejemplo [9, 11].

Corolario 2.1 En las condiciones del teorema 2.2, si u € C%(Q) N C°(Q),
—Au<0enQ yu<0 sobre 092, entonces u < 0 en .
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Observacion 2.4 El corolario 2.1 posee una clara interpretacién en términos
de (2.1): Si (por ejemplo) f y g son no negativas, toda posible solucién también
lo es. Esto es coherente con la interpretacién que poseen las soluciones de (2.1)
como distribuciones estacionarias de temperatura. Asi, si se estd aplicando
indefinidamente una fuente de calor a un medio en su interior y sobre su frontera,
es imposible que el medio se enfrie.

La demostracién del corolario 2.1 es inmediata. Otras consecuencias (tam-
bién casi evidentes) del teorema 2.2 son las siguientes:

Corolario 2.2 En las condiciones del teorema 2.2, si u € C*(Q)NC°(Q) y
—Au =0 en Q, entonces

minu < u(r) < maxu Vo € . (2.13)
o0 o0

Corolario 2.3 Sea Q C RY un abierto acotado no vacio. Entonces existe a lo
mas una solucion cldsica del problema de Dirichlet (2.1).

Asf pues, la unicidad de solucién clédsica de (2.1) es cierta. Los resultados
que se presentan a continuacién estan encaminados a probar la existencia de la
misma.

2.3 La soluciéon fundamental, la féormula de re-
presentacion de Green y la funciéon de Green

En este paragrafo, consideraremos algunas soluciones de la EDP de Laplace muy
particulares: las soluciones que poseen simetria esférica. Veremos que de hecho
un gran nimero de soluciones de las EDPs de Laplace y de Poisson pueden
obtenerse a partir de ellas.

M4s precisamente, sea & € RV y tratemos de determinar las funciones u €
C?(RN\{¢}) que sean de la forma u(x) = ¢(Jx—¢£|) para alguna ¢ € C?(0, +00)
y verifiquen

—~Au=0 en RV )\ {¢}. (2.14)

No es dificil comprobar que, en estas circunstancias, ¢ = ¢(r) debe verificar
la EDO

N -1
o + f@/ =0 en (0,+00). (2.15)
Por tanto, ha de tenerse
Ch
- 40, si N>3,
o(r) = (N —2)pN-2 2 - (2.16)
Cilogr + Cs si N =2,

donde Cy y C5 son constantes. Reciprocamente, si ¢ estd dada por (2.16) y
ponemos u(x) = p(|z — £), entonces u € C2(RY \ {¢}) y se cumple (2.14).

Definiciéon 2.1 Sea

A={(z,) e RV xR : 2 # ¢}
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y sea K : A— R la funcion definida por

1 .
— — —~n N >3,
K(z,6) = 1(N 2wyl —¢| (2.17)
— log |z — ¢| si N=2,
2m

donde wy es la medida superficial de la esfera unidad en RY. Se dice que K es
la solucion fundamental de la EDP de Laplace.

Es inmediato que A es un abierto de RY x RV y que K € C*°(A). Ademas,
si denotamos A, (resp. A¢) al operador de Laplace en la variable  (resp. en la
variable £), tenemos

ALK (x,6) = A¢K(2,) =0 en A

Esto es consecuencia de que K(z,&) = ¢(|x — £|) para una eleccién particular
de Cy y Cs.

Obsérvese que, para cada ¢ € RY, la funcién x — K (z, &), que estd definida
en RN\ {¢}, es localmente integrable en RY, es decir, es integrable en todo
compacto de RN .1

La primera propiedad importante de la solucién fundamental es la férmula
de representacion de Green, contenida en el resultado siguiente:

Teorema 2.3 Supongamos que 02 € C%'. Entonces, para cada u € C?(Q), se
tiene que

u(f):/K(x,g) Au(z) dz
; (2.18)
+ /BQ (6n(w)K($a§) u(z) — K(z,§) 3n($)u(x)) dr(zx)

para todo € € Q2.

Demostracién: Sea u € C?(2) y sea & un punto de €. Sea py > 0 tal que
B(& po) € Q. Para cada p que verifique 0 < p < po, utilizaremos la notacién
Q, = 0\ B(& ).

La idea de la demostracion consiste en aplicar la segunda identidad de Green
(2.6) en Q, a las restricciones a este abierto de las funciones u y K(-,£) y hacer
después tender p a cero.

Asi, para cada p € (0, po] tenemos:

~ [ K6 Suta) da
QP

+ / (O (o) K (2, &) u(x) — K(2,£) Op(zyu(z)) dl'(z).
9B(&;p)

IEsto se debe a que, sea cual sea N, |K (x, £)| crece hacia 400 cuando z — £ més lentamente
que |z — &V,
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Es inmediato que

lim K(z,8) Au(z)de = | K(z,8) Au(z) dz. (2.20)
=0 Jq, Q

Por otra parte, si denotamos v la funcién definida por (2.16) con C; = 1/wy y
C5 = 0, tenemos que

/ K (2,€) 9 (ayulx) dU(z)
9B(§

= 3(p) /@ e Do) dLE)

=i | o D) de

Teniendo en cuenta que

/ Au(z) dx
B(&:p)

(donde cy es la medida de la bola unidad de RY) y que

< enpY max|Aul
Q

. N _
lim, Y(p)p" =0,

resulta:

lim K(x,8) Op(zyu(z) dl'(z) = 0. (2.21)
P=0JoB(gp)

En virtud de (2.19)—(2.21), para demostrar el teorema basta probar que
lim On(a) K (z,8) u(x) dT'(x) = —u(&). (2.22)
=0 JoB (&)

Ahora bien, en todo punto z € dB(&; p), tenemos 9,y K (z,£) = —9'(p). Por
tanto,

/ Oy K (0, €) () dT(z) =~ (p) / u(z) dT'(z)
9B(&;p)

0B(&;:p)

1
=—— u(§ + py) dU(y).
WN JoB(0;1)

Por la continuidad de u, es evidente que esto ultimo converge hacia —u(§).
Luego se tiene (2.22) y el teorema queda demostrado. ]

Corolario 2.4 Sea u € C?(Q) y supongamos que
—Au=0 en Q. (2.23)

Entonces u € C*(Q).
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Demostracién: Sea & € Q y sea py > 0 tal que B(&y;p0) C 2. Podemos
aplicar el teorema 2.3 en la bola abierta B(&p; po) a la restricciéon de u. Tenemos
por tanto que

9B (&o3p0)

para cada £ € B(&;po). Pero la expresion que hay a la derecha en (2.24),
observada como funcién de &, es de clase C* en B(&p; pp). Por tanto, u es de
clase C"° en esta bola. Dado que el punto &, es arbitrario, resulta finalmente
que u € C*>(Q). [

Observacion 2.5 En realidad, esencialmente el mismo argumento muestra que
toda u € C%(Q) que verifique (2.23) es analitica en 2. En otras palabras, para
cada &y € Q existe py > 0 tal que B(&y;po) C 2, u es de clase C™ en B(£g; po)
y los valores de u en los puntos £ € B(&p; po) se pueden expresar como la suma
de una serie de potencias de las componentes de £ — §y. Para mas detalles,
véase [11].

La igualdad (2.18) es una férmula de representacidn. Tedricamente, permite
calcular los valores de una funcién u en un abierto 2 a partir de los valores de
—Au en € y los valores de u y d,u sobre 0f.

No obstante, no se trata de una férmula totalmente satisfactoria ya que, en
general, dadas f, g y h, no existen funciones que verifiquen —Au = f en
yu =gy Oyu= h sobre 0. Para convencerse de ello, basta considerar las
funciones f=0,g=0y h=1.

Para conseguir una férmula de representacién similar a (2.18) donde no estén
los valores de 0y, u sobre 99 (o no estén los valores de u sobre 0f1), necesitaremos
modificar K convenientemente. Esto se consigue introduciendo la denominada
funcion de Green.

Definicién 2.2 Sea Q@ C RY un abierto no vacio y sea A(Q) el conjunto
A =AN@x Q) ={(2,§) €eQxQ:z#E}

Se llama funcion de Green en §2 del problema de Dirichlet para la EDP de
Laplace a toda funcién G : A(Q) — R que cumple lo siguiente:

1. G =K +w, donde K es la solucion fundamental y w : Q x Q — R verifica

w(-, &) € C*Q) VE€Q

—Ayw(z, &) =0 V(z,8) € Qx Q.
2. G(z,&) =0 para todo (x,§) € 0 x Q.
Teniendo en cuenta el corolario 2.3 es inmediato que, para cada abierto €2,

caso de existir la funcién de Green (G, ésta es Unica. Utilizaremos el resultado
siguiente, que puede ser considerado una versién mejorada del teorema 2.3:
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Teorema 2.4 Supongamos que 0§) € C%! y sea G = K+w la funcién de Green
en Q. Entonces, para cada u € C?(Q), se tiene que

ul€) = /Q G, €) Au(z) dz + /8 )Gl ula) T (a) (2.25)
para todo £ € Q2.

La demostracién es casi inmediata. Basta usar la férmula (2.18) y la segunda
identidad de Green (2.6) escrita para vy w(-,£).

Conocida G, hay una candidata natural a solucién del problema (2.1) para
f = 0. En efecto, si u fuera solucién de (2.1) con f = 0y tuviéramos u € C?(Q),
entonces en virtud del teorema 2.4, u verificaria

u(§) = - On(a)G(2,8) g(x) dT'(z) VE € Q. (2.26)

Por tanto, una posible estrategia consiste en determinar G en primer lugar vy,
después, comprobar si la funcién definida por el segundo miembro de (2.26) es
la solucién buscada.

No obstante, determinar explicitamente G es en general dificil (y en la
practica imposible). Esto sélo se sabe hacer para algunos abiertos 2 muy par-
ticulares.

En el pardgrafo siguiente, construiremos la funcién de Green G en el caso
de una bola de RY. Esto permitird resolver el correspondiente problema de
Dirichlet para la EDP de Laplace.

2.4 Resolucion del problema de Dirichlet en una
bola y consecuencias

Por comodidad, sea Q = B(0; R).

Para cada ¢ € B(0; R) \ {0}, pongamos £* = R%|¢|72¢. Diremos que £* es
el simétrico de £ respecto de la esfera 0B(0; R). Obtenemos de este modo una
aplicacién bien definida ¢ + &%, de B(0; R) \ {0} en RY \ B(0.R). No es dificil
comprobar que se cumple la propiedad siguiente:

e-¢| _R
lz—¢l €]
Recordemos que la solucién fundamental K estd dada por K (z,£) = ¢(|x —

&|), donde 9 es la funcién que aparece en (2.16) con C; = 1/wy y Co = 0.
Tomemos w como sigue:

Ve € 0B(0; R), V¢ e B(0;R)\ {0}. (2.27)

oo e 5 2 eBOR), ceBO:M O}
—(R) si € B(0;R), £ =0.

w(z, &) = (2.28)

Entonces la funcién w estd bien definida y, en virtud de (2.27), verifica las
propiedades enumeradas en la definicién 2.2. Por tanto, la funcién de Green de
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B(0; R) es la siguiente:

€] oy

b(|z]) = ¥ (R) si €=0.

Mais explicitamente, si N > 3, tenemos

1 1 R Nez
'YNszberZ‘Qauv> ]Slf#&

G(z,§) =
1 1 1 L e—0
(N — 2wy |22~ RN-2 we=r
Si por el contrario N = 2, obtenemos que
1 —
o i =gy 9 %0
T x —
G(z,§) = LR
x .
o log R si £€=0.

En el caso que nos ocupa, la identidad (2.26) toma una forma muy particular
que se detalla en el resultado siguiente:

Proposicién 2.1 Supongamos que u € C?*(B(0;R)) y —Au = 0 en B(0; R).
Entonces se tiene la formula integral de Poisson:

_ R ¢ u(z) ,
u() = onR /é)B(O;R) P dl'(xr)  V§€ B(O;R). (2.30)

Para la demostracién, basta tener en cuenta la identidad (2.26) con Q =
B(0; R) y G dada por (2.29). Observando que, en todo punto x € 9B(0; R),

N
Z; R? — |¢|?
On)Gl@,) = 3_0nG(@,6) = pr— e
1=1

obtenemos de inmediato (2.30).
Se llama nicleo de Poisson en B(0; R) a la funcién H = H (z,§), dada por

R? — |¢

V(z,§) € A(B(0; R)).
En términos de H, la férmula integral de Poisson se escribe como sigue:
u(§) = / H(z, &) u(x)dl(z) V¢ € B(0; R). (2.31)
dB(0;R)
Resolveremos a continuacién en B(0; R) el problema de Dirichlet para la
EDP de Laplace

{ —~Au=0, ze B(0;R), (2.32)

u=g(r), x€dB(0;R),

donde g € C°(0B(0; R)) es una funcién dada. Como hemos indicado, la funcién
definida por el segundo miembro de (2.31) es la candidata natural a solucién.



26 Tema 2: Problemas de Dirichlet

Proposiciéon 2.2 El nicleo de Poisson H wverifica las propiedades siguientes:
1. H € C*(A(B(0; R))).

H(z,&) > 0 para todo (z,£) € A(B(0; R)).

—A¢H(z,€&) =0 para todo (z,£) € 0B(0; R) x B(0; R).

Para cada £ € B(0; R), se tiene que
/ H(x, &) dT(z) = 1.
OB(0;R)

5. Dados &y € OB(0; R) y 0 > 0, se tiene

lim H(z,&) =0

£—¢&o
uniformemente en x € B(0; R) \ B(&;9).

Demostracién: Todas las propiedades que preceden son inmediatas salvo la
ultima (de hecho, es fdcil comprobar que H es una funcién analitica real en el
abierto A).

Sean entonces & € 9B(0; R) y 6 > 0. Si tenemos £ € B(0; R) con |[€ — &| <
§/2y x € B(0; R) \ B(£o;6), entonces

R? — |¢? il
wyR(|lz =&l = € =&Y ~ wnvR(6/2)N

Esto prueba que H(z,£) — 0 cuando & — &y uniformemente en z y, en
consecuencia, termina la demostracién. ]

H(z,¢) <

El resultado principal de este paragrafo es el siguiente:

Teorema 2.5 Sea g € C°(0B(0; R)). Sea u la funcion siguiente:

/ H(x,€) g(x) dT(x) si € € B(O; R),
OB(0;R)

u(é) = (2.33)

9(&) si ¢ =R.
Entonces u € C(B(0; R)) N C°(B(0; R)) y es la tnica solucion de (2.32).

Demostracién: Todo lo que se afirma sobre u es inmediato a partir de las
propiedades verificadas por H que se enuncian en la proposicién 2.2, salvo que
sea u € CY(B(0; R)).

Maés precisamente, lo que queda por demostrar es que, para cada & €
0B(0; R) y cada € > 0, existe 6 > 0 tal que

£€B(O;R), [E—&| <=

| H@ggl) e - glen)| <= (230)
9B(0;R)

Fijemos & € 0B(0; R) y € > 0. Existe §; > 0 tal que

z € OB(0; R), [x =&l <01 = |g(x) — g(&)| < /2. (2.35)
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Sea M = maxyp(o;r) |9(x)|. Gracias al aptdo. 5 de la proposicién 2.2, sabe-
mos que existe do > 0 tal que

£

H <
0<Hz¢) = AMwy RN -1

(2.36)

para £ € B(O;R) con | — &| < da y o € B(0; R) \ B(&;61). Si € € B(O;R),

tenemos

/ H@fw@mﬁm»—M@>:/ H(x,€) (9(z) — 9(€0)) dT'(2)
dB(0;R)

dB(0;R)

:/‘ H(z,€) (9(x) — 9(&)) dT ()
dB(0;R)N{ |x—&o| <81 }

+/‘ H(z,€) (9(x) — g(&0)) dT(x).
dB(0;R)N{ |z—&0|>d1 }

Ahora, usando (2.35) en la penultima integral y (2.36) en la dltima, se deduce
inmediatamente (2.34).
Esto prueba el teorema. [ ]

Observacién 2.6 Una consecuencia inmediata del resultado precedente es que,
si g € C°(0B(z0; R)), la tnica solucién clésica del problema de Dirichlet

—Au=0, z¢€ B(zop;R),
u=g(x), =€ IB(xo;R),

esta dada por

/ H(x — 20,6 — 10)g(x) dT(z) si € € Bao; R),
9B (zo;R)

9(&) si € —zo| = R.

u(§) =

Para terminar este paragrafo, enunciaremos un resultado de existencia y
unicidad para el problema de Dirichlet para la EDP de Laplace

{ —Au=0, z€,

u=g(z), =€ (2:57)

en el caso general, con 2 un abierto conexo acotado de frontera 9Q € C%1(€).

Teorema 2.6 Sea 2 C RY un abierto conexo acotado de frontera 90Q € C%1(Q)
y sea g € CY(0Q). Entonces existe una tnica solucion cldsica u del proble-
ma (2.37). Esta funcidn verifica uw € C>(Q) N C°(0RQ) y, de hecho, es analitica
real en el abierto ).

La demostracién es mucho mas complicada que la del teorema 2.5; puede
consultarse, por ejemplo, en [9] y [11]. De hecho, como parece légico y al
contrario de lo que ocurre en el caso de una bola, en general no es posible
construir explicitamente la solucién de (2.37).2

2Este resultado serd demostrado y analizado con detalle en la asignatura Ampliacién de
FEcuaciones en Derivadas Parciales.
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2.5 Potenciales Newtonianos y el problema de
Dirichlet para la ecuacién de Poisson

El objetivo de este pardgrafo es resolver el problema (2.1). Esto se hard a partir
del teorema 2.6. Supondremos por tanto que @ C RN es un abierto conexo
acotado de frontera 9Q € C%1(Q) y f € CY(Q) y g € C°(9N) son dadas.
Sabemos que existe una tnica solucién del problema (2.37) para cada dato
de Dirichlet continuo g. También sabemos que, caso de existir, la solucién de
(2.1) es tnica. Por tanto, nuestra tarea se reduce a demostrar que el problema

{ —Au = f(z), z€qQ,

(2.38)
u =0, x € 09,

donde las condiciones de contorno son homogéneas, posee al menos una solucion
clasica.

Ahora bien, con f (s6lo) continua, no siempre existe solucién de (2.38). En
efecto, sea por ejemplo Q = B(0;1/2) y

2 2
x5 — a3 1 ) .
M (Nyo——— ) s 0< |z <1/2,
f(x) = 2|x2\/—log|x|( 2Tog 1] el <1/
0 si x=0.

Entonces f € C°(Q), pero el correspondiente problema (2.38) no posee solucién
clésica; para més detalles, véase [16].

En consecuencia, para un resultado de existencia de solucién de (2.38) es pre-
ciso considerar funciones f mas regulares. Recordemos a tal efecto la definiciéon
siguiente:

Definicién 2.3 Sean f: Q+— R, D C Q ya € (0,1]. Se dice que [ es Hélder-
continua en D con exponente a si existe una constante C > 0 tal que

|f(z) = f(a")| < Clz —2'|* Va,2" € D.

Se dice que f es localmente Holder-continua en S (con exponente a) si es Holder-
continua en todo compacto K C €.

En lo que sigue, denotaremos Cﬁ)g(Q) el conjunto de las funciones f : Q — R
localmente Holder-continuas en 2 con exponente a. No es dificil comprobar
que se trata de un subespacio vectorial propio de C°(2) y que, cuando a =
1, coincide con el subespacio formado por las funciones localmente Lipschitz-
continuas en 2. Ademds, se tienen las inclusiones

Cloe () € Ol (),

loc loc

para 0 <b<a<1.

Definicion 2.4 Sea f: Q +— R continua y acotada. Se llama potencial Newto-
niano asociado a f a la funcion Ny : RY — R, dada por

Ny(€) = /Q K(r.¢) f(z)dr Ve eRY,

donde K es la solucion fundamental de la EDP de Laplace.
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Dado que la funcién f es continua y acotada y que, para cada & € RY, la
funcién K(-,€) es localmente integrable en RY, la definicién precedente tiene
perfecto sentido.

Observacién 2.7 Supongamos que (por ejemplo) N = 3 y un sélido ocupa el
abierto conexo acotado €2 y posee densidad de masa f. Entonces la Mecanica
Clasica nos dice que el campo de fuerzas gravitatorias generado por este sélido
en cada punto de R? estd dado por E = E(x), donde

E(z) = VNy(z) Yz eR?

y Ny es el potencial Newtoniano asociado a f. Una interpretacién andloga puede
darse cuando se habla de distribuciones de carga eléctrica.

Proposicién 2.3 Sean Q C RN un abierto acotado, f : Q + R una funcion
continua y acotada y Ny el potencial Newtoniano asociado. Entonces Ny €
CHRY) y se tiene

VNf(g):/QVEK(x,f)f(x)dx ve € RV, (2.39)

Si, ademds, f € Cﬁ)g(Q) para algin a € (0,1], entonces Ny € C*(Q)NCH(Q) y
se tiene
ANg=f en Q. (2.40)

La demostracién de este resultado reposa de manera esencial sobre las propie-
dades de la solucién fundamental K y puede encontrarse en [9].
Como consecuencia de la proposicién 2.3 y del teorema 2.6, obtenemos:

Teorema 2.7 Sea ) C RN un abierto conexo acotado de frontera 0Q € C%1(9Q)
y sean f € COUQ) acotada con 0 < a <1y g e CON). Entonces existe una

loc
dnica solucion cldsica u del problema (2.1).

Demostracion: Veamos que existe solucién de (2.38). Basta para ello intro-
ducir la funcién u = v — Ny, donde v es la solucién clésica del problema

—Av=0, z€,
v=Ny(z), z€0Q,

y Ny es el potencial Newtoniano de f. En efecto, tenemos por construccién que
uwe C*(QNCQ), —Au=AN; = fen Qyu= N¢— Ny =0 sobre 9.
Esto prueba el teorema. [ ]

Observacion 2.8 En las condiciones del teorema 2.7, se tiene adem&s que
u € 01203(0) En otras palabras, todas las derivadas parciales segundas 8£iwju

pertenecen a C2% ().

Observacién 2.9 Se pueden probar ademas resultados adicionales de regula-
ridad para (2.1). Asi, en términos generales, si f es “mds regular” que lo que se
necesita en el teorema precedente, también la solucién u lo es en  (en particu-
lar, si f € C™(Q) para algtin entero m > 1, entonces u € C™*2(Q2)). Por otra
parte, si f y 0 son “més regulares” que lo que se precisa en el teorema 2.7, la
solucién u lo es en €.
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Apéndice: Resultados auxiliares

Consideremos fijado un abierto conexo acotado 2 € RY. Consideremos también
fijado un sistema de coordenadas cartesianas sobre R”, de tal manera que
cada punto z € RY se escribe en la forma = = (21,...,zn). Este sistema de
coordenadas serd denominado sistema de referencia.

Definicién 2.5 Sea k > 0 un entero. Se dice que Q es de clase C*, o bien que
00 € C*, si existe un nimero finito m de sistemas de coordenadas cartesianas
en RN, dos niimeros reales positivos o y 8 y m funciones a, (1 <r <m) que
verifican lo siguiente:

1. Para cada v = 1,...,m, los puntos = € RN se escriben respecto del r-
ésimo sistema de coordenadas en la forma
Y =W un-un) = ()
Aqui, y" se obtiene a partir de las x; mediante la relacion
y =A(x) =Mz +0b", (2.41)
donde M" es una matriz ortogonal de dimension N X N con det M" =1
yb" € RV,
2. Si ponemos
A, ={z"cR" ' |2f|<a Vi=1,...,N -1},
entonces a, € C¥(A,.), los conjuntos
A=A { (2N ah) eRY 12" € A, 2y = a.(27) }),
verifican U A, = 0Q y los conjuntos

UFr=A1{ (25 ay) e RY 12" € A, a(27) < 2ly < an(2") +8))

U~ =AY { (2N ah) eRY 12" € A,y an(27) — B < aly <ar(27)})
verifican UF C Q y U~ C RN\ Q para todor =1,...,m.

Esta definicién estd tomada de [13] y de [15]. Cuando se cumple, se suele
decir que 0 es una variedad diferenciable de clase C* y que € estéd situado
localmente a un lado de su frontera.

Si Q es de clase C* para todo k > 0, se dice que es de clase C*. Por ejemplo,
toda bola abierta de R es un abierto de clase C*°.

Podemos también hablar de abiertos de clase C* para cada entero k > 0y
cada nimero real a € (0,1]:

Definicién 2.6 Sean k > 0 un entero y a un numero real, con 0 < a < 1.
Se dice que Q es de clase C** si cumple la definicién 2.5 con funciones a, €
cka(A,).

Esto significa que las a, € C*(A,) y que, ademds, sus derivadas de orden
k son Hélder-continuas en A, con exponente a. En otras palabras, existe una
constante C > 0 tal que, si D*a, es una cualquiera de estas derivadas, entonces

|D¥a,.(2") — DFa,(w")| < C|z" —w"|* V2", w" € A,.
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Obviamente, si Q es de clase C**, también es de clase C7* para cada j y
cada b que verifiquen j+ b < k + a.

Cuando 2 es (como minimo) un abierto de clase C%!, se puede hablar del
vector normal unitario “en casi todo punto” de 0:

Definicién 2.7 Sea Q un abierto de clase C%'! y sea x € 9. Con la notacion
utilizada en la definicion 2.5, supongamos que x € A, y x = A7 (y", ar(y")),
donde y" € A, es un punto de diferenciabilidad de a,. Sea q(x) el vector cuyas
N — 1 primeras componentes son las derivadas 0;ar(y") (1 <i < N—-1)y
cuya N-ésima componente vale —1. Entonces se llama vector normal unitario
exterior a €2 en el punto = al vector

1
") = o)

Recordemos que, si la funcién a, es como en la definiciéon precedente, ex-
isten las derivadas parciales primeras de a, respecto de todas las variables
Y1, .-, Yn_q c-D.d., esto es, en todo punto de A, salvo a lo sumo en un conjunto
de medida de Lebegue (N — 1)-dimensional nula. Ademds, en esta situacion,
las funciones 0;a,, definidas en casi todo A, y con valores en IR, son medibles y
acotadas. Para una demostracién de estas afirmaciones, véase por ejemplo [14]
y [15].

Se puede comprobar que la definicién precedente de n(x) es correcta e in-
dependiente de los sistemas de referencia utilizados en las definiciones 2.5 y 2.6
para describir 092. También se puede probar que (2.42) corresponde a la nocién
geométrica habitual de vector normal unitario en x dirigido hacia el exterior de
Q.

Sea ) un abierto de clase C%'. Con la notacién de la definicién 2.5, sea 1),
para cada r = 1,...,m la siguiente funcién:

(M) q(x). (2.42)

N-1 1/2
Ue(y") = <1+ Z(@iaT(yT))2> cp.d.en A,. (2.43)
=1

Dada una funcién g € C°(99), por coherencia con las definiciones usuales, es
natural definir la integral de g sobre A, como sigue:

[ s@ar@ = [ g ey i) v
A, A,

No obstante, no es posible extender directamente esta férmula de manera que
proporcione la integral de g en toda la frontera 0f2, dado que los A, no pueden
ser disjuntos dos a dos.

Para superar esta dificultad, procederemos como sigue. Pongamos U, =
Ut UA,.UU; para cada r. Entonces {Ur}1<r<m es un recubrimiento abierto
de 09.

Sea {¢,}1<r<m una particion de la unidad en 9 subordinada a este re-
cubrimiento. Esto significa que las ¢, verifican

o, €C®RN), {zeRN:p.(x)#0}CU,
0<¢,-<1 en RY, > ¢, =1 sobre 0N

(2.44)

(la existencia de particiones de la unidad subordinadas a recubrimientos abiertos
estd demostrada por ejemplo en [1] y [5]).
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Definicién 2.8 Sean Q un abierto de clase C%' y g € C°(99Q). Con la no-
tacion precedente, diremos que la integral de g sobre 9§ (respecto de la medida
superficial dT') es la cantidad siguiente:

/8 NELICEDS /A AT 0 ) (A7 7)) )

Se puede demostrar que la definicién precedente es correcta, independiente
de la particion de la unidad elegida de modo que se tenga (2.44) y de los sistemas
de referencia elegidos para describir 0.

La nocién de integral de superficie que precede corresponde en realidad a la
integracién respecto de una medida positiva dI', definida sobre una o-algebra
adecuada X de partes de 0€Q2.

M4s precisamente, supongamos de nuevo que 2 es de clase C%! y suponga-
mos fijados unos sistemas de referencia y una particién de la unidad como los
anteriores. Diremos que el conjunto W C 9 es dI'-medible si todos los

W, = {yr €A, (yrvar(yr)) € AT(W)}

son medibles para la medida de Lebesgue en RY 1. Denotemos ¥ la familia de
los conjuntos W C 92 que son dI'-medibles y pongamos

AL (W) = Z/W Or(ATN Y ar (Y7 ) Ve (y") dy” YW € X

Entonces ¥ es un o-algebra de partes de 92 y dI" es una medida positiva finita
sobre Y. De nuevo, las definiciones de ¥ y dI” son independientes de las elecciones
de los sistemas de referencia y de la particién de la unidad.

Ademsds, una funcién g : 9Q — R es medible (resp. integrable) respecto de
la medida dI" si y sélo si las funciones

y" e g(ATN Y an () e (AT (YT ar(y7)

son medibles (resp. integrables) respecto de la medida de Lebesgue. Cuando
g : 092 — R es integrable, su integral respecto de dI' viene dada por la cantidad
indicada en la definicién 2.8.

Senalemos finalmente que, como consecuencia de lo que precede, tiene sen-
tido hablar de los espacios LP(99,3,dI"), que denotaremos més brevemente
LP(09) y serén considerados en el tema 3.



Tema 3

El teorema de Lax-Milgram
y la formulacién débil de
problemas elipticos de
segundo orden

Como se ha indicado con anterioridad, existen razones que aconsejan “debili-
tar” el concepto de solucién utilizado en el tema 2 para resolver el problema de
Dirichlet para la ecuacién de Poisson y otras EDPs similares: por una parte,
los resultados posibles son validos sélo en un nimero muy reducido de casos
particulares; por otra, los problemas con origen en las aplicaciones conducen a
EDPs con coeficientes poco regulares (incluso discontinuos). Para cumplir este
objetivo, debemos recurrir a una formulacién diferente que reposa sobre ciertos
elementos y resultados del Anélisis Funcional.

3.1 Operadores lineales continuos en espacios de
Hilbert

Sean X e Y dos espacios normados y denotemos || - || indistintamente las normas
de X y de Y.! Consideraremos aplicaciones T : X + Y lineales y continuas
(también llamadas operadores lineales continuos).

Recordemos que si T : X +— Y es lineal, entonces es continua si y sélo si es
acotada, es decir, si

IM > 0 tal que | Tz|| < M||z| para cada z € X.

El conjunto £(X;Y) de los operadores lineales continuos T : X +— Y es un
espacio vectorial para las operaciones habituales. En este espacio vectorial,

Tx
1Tz = sup I7=]_ sup ||Tz|| = sup ||Tz||
vexazo |7zt lzl|=1

1A menos que se indique lo contrario, todos los espacios vectoriales que siguen son reales.

33
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es una norma. Asi, se puede hablar del espacio normado de los operadores
lineales continuos de X en Y, que de nuevo denotaremos L(X;Y).

Obsérvese que si Y es un espacio de Banach (es decir, un espacio normado
completo), entonces L(X;Y) también lo es.

Cuando X =Y, pondremos £(X) en vez de L(X; X). En el caso particular
en que Y = R, el espacio (de Banach) £(X;R) se denota X’ y se denomina
dual topoldgico (o simplemente dual) de X.

Recordemos que, si X = H es un espacio de Hilbert (esto es, se trata de un
espacio normado completo cuya norma es inducida por un producto escalar),
entonces H puede identificarse algebraica y topolégicamente con su dual. Esto
es justamente lo que dice el teorema de representacion de Riesz, que enunciamos
a continuacién:

Teorema 3.1 Sea H un espacio de Hilbert de producto escalar (-,-) y sea f €
H'. Entonces existe un tnico x5 € H tal que

fy)=(zgy) VyeH. (3.1)
Ademds, la aplicacion f — x5 es un isomorfismo isométrico de H' sobre H.

Para la demostracién, véase por ejemplo [3]. Como consecuencia de este
resultado, cuando sea conveniente, podemos identificar un espacio de Hilbert H
con su dual H'.

Definicion 3.1 Sean H y G dos espacios de Hilbert cuyos productos escalares
serdn denotados indistintamente (-,-) y sea T € L(H;G). Se llama operador
adjunto de T al dnico operador T* € L(G; H) que verifica

(Tz,y)=(x,T*y) Vxe H, VYyeaq. (3.2)
SiH=G yT*=T, se dice que T es autoadjunto.

Comprobemos que esta definicion es correcta, es decir, que fijados H, Gy T
existe un tinico T* € L(G; H) que verifica (3.2).

Sea y € G. Entonces la aplicacién x — (T'z,y) es lineal continua de H — R.
Llamémosla f,. Entonces f, € H' y por el teorema 3.1 existe un tnico punto
de H, denotado m,, tal que

(my,x) = fy(z) = (Tz,y) Vo e H. (3.3)

Pongamos 1"y = m, para cada y € Y. Entonces la aplicacion 7™ : G — H
estd bien definida, es lineal y verifica

1Tyl = Ifyll = S, |(my, )| = P [Tz, )l < [Tyl VyeG

(T*y,z) = fy(x) = (Tz,y) VxeH, Vyecd.

Esto prueba que existe al menos un operador en T* € L(G; H) para el que
se tiene (3.2). Ademds, si S € L(G; H) es otro operador con esta propiedad,
entonces

(Sy,2) = (4, Tx) = (T'y,2) Ve e H, VyeG,
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de donde
Sy=T"y VYyeG

y necesariamente S = T™. Asi pues, la definicién 3.1 es correcta.

Obviamente, el concepto de operador adjunto generaliza el concepto de ma-
triz traspuesta. Se tiene la proposicion siguiente, cuya demostracion es inme-
diata:

Proposicién 3.1 Sean H y G dos espacios de Hilbert y sea T € L(H;G).
Denotemos I el operador identidad en H. Entonces:

1. T4 = Iy

o (T*) =T y || = |7

3. 851 8SeL(H;G)ya,peR, entonces (T + 8S)* = oT* + 5S*.

4. St F es otro espacio de Hilbert y S € L(G; F), entonces (SoT)* = T*oS5*.
)

. T es biyectivo si y sélo si T* lo es. En tal caso, (T71)* = (T*)7L.

Mas adelante, en el ejemplo 3.3, presentaremos un operador lineal continuo
no trivial y su adjunto.

3.2 El teorema de la proyeccion y el teorema de
Lax-Milgram

Sean H un espacio de Hilbert y A C H un subconjunto no vacio. Por definicién,
el ortogonal de A es el conjunto

At ={zecH:(x,y)=0 Vyc A}.

Es ficil probar que AL es un subespacio cerrado de H, que A+ = A+ vy que
At nAc{o}

El primer resultado principal de este paragrafo es el teorema de la proyeccion
sobre un convexo y dice lo siguiente:

Teorema 3.2 Sean H un espacio de Hilbert, K C H un convexo cerrado no
vacio y xg € H. Entonces existe un unico punto T que verifica

T — = inf — r e K. 4
&= zoll = inf llo = zoll, &€ (3.4)

Ademds, I es el unico punto de H que verifica

rTekK,
{ (wo— 2,2 —2)<0 Voek. (3.5)

Demostracién: La existencia y unicidad de solucién de (3.4) es consecuencia
del teorema 3.14 (véase el Apéndice a este tema; obsérvese que estamos mini-
mizando una funcién estrictamente convexa, continua y coerciva en un convexo
cerrado). Veamos que (3.4) y (3.5) son equivalentes.



36 Tema 3: Lax-Milgram y problemas elipticos de segundo orden

Si & verifica (3.4), entonces para cada x € K y cada t € (0,1), se tiene que

12 = ol|* < || (tz + (1 = £)2) — 20|
= [|& — xol|? — 2t(wo — &, 2 — &) + || — z||?,

de donde
2(xg — 2,0 — &) < t2|lx — .

Dividiendo por ¢ y haciendo tender ¢ a 0, obtenemos (3.5).
Reciprocamente, si & verifica (3.5), para cada = € K se tiene

& — 20l|? = (& — 20,2 — ) + (& — z0, 7 — T0)
< (% — 0,7 — x0) < [|Z — o |z — 2ol|-

Por tanto, también tenemos (3.4). |

Observacién 3.1 La caracterizacién (3.5) de & posee una sencilla interpreta-
cién geométrica: Por ejemplo, cuando H = RY con la distancia Euclidea, & es
el punto de K situado a la menor distancia posible de xy. Por este motivo, & se
denomina proyeccion de xy sobre K.

Observacion 3.2 El teorema 3.2 puede ser también mirado como un resultado
de existencia y unicidad de solucién de (3.5).

Ejemplo 3.1 Sean H un espacio de Hilbert, w € H y K = B(u; R) (la bola
cerrada de centro u y radio R). Sea z¢g € H. Entonces, si xg € K, estd claro que
la correspondiente proyeccién es & = xg. Por el contrario, si g € K, & viene
dado como sigue:

T=u+ i (xg —u)
= —_— 0— .
[0 — ull

Como caso particular del teorema 3.2, tenemos:

Teorema 3.3 Sean H un espacio de Hilbert, M C H un subespacio cerrado y
xg € H. Entonces existe un inico punto & que verifica

&= woll = inf v —woll, @€ M. (3.6)

Ademds, T es el unico punto de H que verifica

{:%GM,

o — % € Mt (3.7)

Y una reformulacion del teorema 3.3 es el siguiente:

Teorema 3.4 Sean H un espacio de Hilbert, M C H un subespacio cerrado
y xg € H. Entonces eristen dos unicas aplicaciones lineales P : H — M y
Q: H v M* tales que

r=Pr+Qr VreH.

Estas aplicaciones tienen las propiedades siguientes:

1. P,Qe L(H) y[|P|= Q[ =1.
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2. x € M siy solo si Pv=xyQx=0. Andlogamente, x € M~ si y solo si
Pr=0yQx==x.

3. ||z — Px| = infpmen ||z — m|| para cada x € H.
Observacién 3.3 El operador P del teorema 3.4 verifica
PoP=P P'=P. (3.8)
Lo mismo le ocurre al operador Q). Diremos que P (resp. Q) es el operador de
proyeccion ortogonal de H sobre M (resp. sobre M=).

Corolario 3.1 Sean H un espacio de Hilbert y M C H un subespacio cerrado.
Entonces H es la suma directa ortogonal de M y M=, es decir, todo punto de
H se puede descomponer de una unica forma en la suma de un elemento de M
y otro de M.

Ejemplo 3.2 Sea H un espacio de Hilbert, sean u,v € H linealmente indepen-
dientes y sea M el subespacio de H generado por u y v. Sea o € H un punto
dado. Entonces la proyecciéon ortogonal de xg sobre M es

T = Pxg = au + bv,

donde a y b estan caracterizados por verificar el sistema

(u,u)  (u,v) a | _ (zo,u)

(v,u)  (v,v) b (xg,v) |~
Corolario 3.2 Sean H un espacio de Hilbert y M C H un subespacio. Entonces
M es denso en H si y sélo si M+ = {0}.

Observacion 3.4 Como consecuecia de este corolario, si H es un espacio de
Hilbert y A C H, para que el espacio vectorial generado por A sea denso es
necesario y suficiente que se tenga A+ = {0}.

El segundo resultado principal de esta seccion es el teorema de Lax-Milgram.
Como veremos, se trata de un resultado fundamental para el tratamiento de las
EDPs de tipo eliptico. Para su formulacion, necesitamos la definicién siguiente:

Definicién 3.2 Sean H un espacio de Hilbert y a(-,-) : Hx H — R una forma
bilineal. Se dice que a(-,-) es acotada si

IM > 0 tal que |a(u,v)| < M|ul|||v|| Vu,v € H.
Se dice que a(-,-) es coerciva (o H-eliptica) si
Ja > 0 tal que a(v,v) > af|v||* Yv e H.

No es dificil probar que una forma bilineal a(-,-) : H x H — R es acotada
si y sélo si es continua (como aplicacién del espacio producto H x H en R).

Sea a(-,-) : H x H — R una forma bilineal continua y coerciva. Entonces,
gracias al teorema 3.1, sabemos que existe un tnico operador A € L(H) que
verifica

(Au,v) = a(u,v) Yu,v e H. (3.9
Claramente, (Av,v) > a|[v||? para cada v € H, de donde en particular
|Av]| > a|jv|] Vv e H. (3.10)

El teorema de Lax-Milgram nos dice que A es un isomorfismo:
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Teorema 3.5 Sean H un espacio de Hilbert y a(-,-) : H x H — R una forma
bilineal continua y coerciva. Entonces, para cada f € H', existe una tnica 4
que verifica

a(t,v) = f(v) YveH, 4€H. (3.11)

Ademds, si a(-,-) es simétrica, entonces 4 estd caracterizado por ser la tnica
solucion del problema de minimos

1 1
3 a(t, @) — f(a) = vlg[f{ (2 a(v,v) — f(v)> , 4e€H. (3.12)
Demostracién: Sea f € H' y sea uy € H el punto de H asociado a f por el
teorema 3.1. Entonces (3.11) es equivalente a

Ai =uy, @€H, (3.13)

donde A es el operador definido por (3.9).

Gracias a (3.10), la ecuacién en H (3.13) posee a lo mds una solucién. Para
demostrar que posee al menos una, veamos que el rango R(A) de A es a la vez
cerrado y denso en H.

Probar que R(A) es denso equivale a probar que R(A)+ = {0}. Pero esto es
inmediato: si v € R(A)L, entonces 0 = (Av,v) > a||v||?, de donde v = 0.

Para probar que R(A) es cerrado, supongamos que u,, € H para cadan > 1
y que Au, — v en H y veamos que, en tal caso, v € R(A). Tenemos que

allu, — um||2 < (Auy — Ay, Uy, — ) < ||Aun — A || || un — wm|,

de donde {u,,} es una sucesién de Cauchy y necesariamente existe u € H tal que
u, — u. Pero entonces v = Au y en consecuencia v € R(A), como queriamos
demostrar.

Para demostrar que 4 esté caracterizado por (3.12) cuando a(-, -) es simétri-
ca, razonaremos como sigue. En primer lugar, si @ verifica (3.11), entonces, para
cada v € H,

1 .. .

2alv,0) = £(v) = 5al@ ) - £(2) 1
+ [a(t,v—a) — f(v—a)] + ia(’u —d,v — 1)
> Sali ) — f(3).

Luego @ verifica (3.12).
Reciprocamente, si tenemos (3.12), dados v € H y 0 € [0, 1], necesariamente

%a(ﬂ, i) — (@) < %a(ﬂ + O, i+ ) — i+ 0v)
= 2a(a, @)~ [(@) +0la(i ) — f()] + Sa(v,v),

de donde )

0 la(d,v) — f(v)] + %a(v, v) > 0.
Dividiendo por 8 y haciendo tender 6 a cero, obtenemos

a(t,v) — f(v) >0

y, como esto debe ser cierto para todo v € H, resulta finalmente (3.11). ]



3.3 Los espacios LP 39

Observacién 3.5 De acuerdo con este resultado, para cada f € H' el problema
(3.11) posee solucién dnica 4. Se puede afirmar también que esta solucién de-
pende continuamente del dato f. En efecto, si 4 y © son las soluciones asociadas
respectivamente a f y g tenemos que

de donde )
la =2l < —If = gll (3.14)

3.3 Los espacios LP. Propiedades elementales

En el resto de este tema, mientras no se advierta lo contrario, 2 denotarda un
abierto no vacio de de RY (N > 1 es un entero).

Definicién 3.3 Sea ¢ € C°(Q). Llamaremos soporte de ¢ (denotado sop ),
a la adherencia del conjunto {x € Q: p(x) #0}.

El conjunto sop ¢ es un cerrado contenido en €. Necesitaremos conside-
rar varios subespacios de C°(Q): C2(Q2), C*(Q) y D(2). Estan definidos como
sigue:

Co%0) = {9 € C%N) : sop ¢ es un compacto de N},

Ce(Q) =C2QNCHQ), D(Q) = C)NC(Q).

Veamos que D(2) es un espacio no trivial (de hecho, con gran variedad de
funciones):

Lema 3.1 Dados o € RV yr >0, eviste una funcion ¢ € D(RYN) tal que
@ >0 en B(xg;r) y sop p = B(zg;7).

La demostracién es inmediata. En efecto, sea v la funcién de C*°(R) dada
por
Y(s) = 61/81{5<0} Vs € R.

Entonces basta tomar ¢(z) = ¥(|lz — x0]? — r?).
A partir del lema 3.1 se obtiene el resultado siguiente, cuya demostracién
puede encontrarse en el Apéndice de este tema:

Proposiciéon 3.2 Dado un compacto no vacio K C (), existe una funcion ¢ €
D(Q) tal que 0 < p <1y =1 en un entorno de K.

Recordaremos a continuacién algunas nociones y resultados relacionados con
los espacios LP. Para mas detalles y demostraciones completas de lo que sigue,
véase por ejemplo [14].

Denotaremos M () el espacio vectorial de las funciones v :  — R que son
medibles. Si v € M() y es no negativa, se puede hablar de su integral en Q
respecto de la medida de Lebesgue (finita o no). En ambos casos, ésta se denota

/ v(x) du. (3.15)
Q
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Siv e M(Q), se dice que v es integrable si las funciones v; = max(v,0) y
v_ = max(—v,0) (que son medibles y no negativas) poseen integral finita. En
tal caso, llamaremos integral de v en §2 al nimero real

/Qv(x)d:z::/S2v+(:c)dz—/szv_(x)dx. (3.16)

Denotaremos £1(€2) el subconjunto de M(2) constituido por las funciones
medibles e integrables.

Dada v € M(Q), se tiene que v € L1(Q2) si y sélo si |[v| € L1(Q) y esto ocurre
siy sélo si

/Q lv(z)|dz < 4o0.

Por tanto,

£HQ) = {v e M) : /Q () d < 400 }.

Més generalmente, para cada p € [1,400), denotaremos £P(Q) el siguiente
conjunto

CP(Q):{UEM(Q):/Q\v(x)|pdx<+oo}.

Para cada p, £P()) es un subespacio vectorial de M(f2). Esto es consecuen-
cia de la llamada desigualdad triangular (o desigualdad de Minkowski):

(/Q u+ of? dx)l/p < (/Q ul? dm>l/p + </Q ol dm)l/p (3.17)

para cada u,v € LP(2).
Sea N el subespacio de M () formado por las funciones que se anulan c.p.d.
en . Entonces N' C LP(f2) para cada p y, dada v € LP(Q), tenemos que v € N

siy sélo si
/ |v|P dx = 0.
Q

Para poder trabajar en un marco funcional adecuado, nos interesaré conside-
rar el espacio-cociente M (Q) = M(Q2)/N (con las operaciones suma y producto
por un escalar inducidas por las operaciones de M(£2) del modo habitual).

Obsérvese que C%(Q) C M(Q2) y que dos funciones de C°(Q2) que coinciden
c.p.d. necesariamente coinciden en todo punto z € €. Por tanto, no hay am-
bigiiedad al identificar cada funcién de C°(£2) con la clase de M(Q) a la que
pertenece y podemos admitir que C°(Q) es un subespacio de M (2).

Si dos funciones de M(£2) coinciden c.p.d. en 2 y una de ellas es integrable,
también lo es la otra y sus integrales coinciden. Por tanto, tiene sentido con-
siderar los espacios-cociente LP(Q2) = LP(Q)/N. Para cada “clase” v € LP(Q),
la integral de |v|P en 2 es por definicién la integral en el sentido que precede de
cualquiera de las funciones de la clase |v|P.

Utilizaremos de nuevo la notacién

/ |v|P dx
Q
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para designar la integral en Q de una clase v € LP(Q). Asi,
LP(Q) ={ve M) : / [v(z)|P dx < +o0 }.
Q

Por supuesto, la desigualdad (3.17) es también cierta cuando u,v € LP(Q).
En consecuencia, LP(£2) es un espacio normado para la norma || - ||z», definida

por
1/p
ol = ([ plrac) " woe i)
Q

Se puede demostrar que este espacio normado, de nuevo denotado LP(f2), es
completo. En particular, dado que la norma || || .2 estd inducida por el producto
escalar (-,-)r2, donde

(u,v)p2 :/uvdx Yu,v € L*(9),
)

resulta que L?(£2) es un espacio de Hilbert.

Por otra parte, denotaremos £>°(2) el subespacio de M () constituido por
las funciones medibles acotadas y pondremos L>®(Q)) = L£>(Q)/N. En este
espacio vectorial, consideraremos la norma || - ||, con

lollpee =inf{M > 0:|v(z)] <M cp.d.en Q} Yve L*).

Con esta norma, L>°(Q2) es de nuevo un espacio de Banach.
Recordemos la siguiente propiedad, llamada desigualdad de Hélder, valida
para cada p € [1,+o0]: Siu € LP(Q) yv € LP (), entonces uv € L1 () y

[ wolde < lallslolr (3.18)
Aqui, p’ es el exponente conjugado de p, definido por la igualdad
1 1
-+ —-=1 3.19
PR (3.19)

Recordemos también que, para cada p € [1,+00), se tiene la propiedad de
convergencia dominada en LP(Q2): Si {u,} es una sucesion en LP(Q), existe el
limite limy, 00 un (2) = u(x) para x c.p.d. en Q y existe una funcion v € LP(Q)
tal que |un(x)] < v(z) c.p.d. en Q para cada n > 1, entonces u € LP(Q) y
ademds

lim |lu, — ul|z» = 0.
n—oo

Se tiene el resultado de densidad siguiente, cuya demostracién se da en el
Apéndice a este tema:

Teorema 3.6 Para cada p € [1,+00), D(Q) es denso en LP(2).

Corolario 3.3 Sea u € L?(Q) tal que

/ updr =0 Vo e D).
Q

Entonces u =0 c.p.d.
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Demostracién: Gracias al teorema 3.6, D(£2) es un subespacio denso de L?((2).
Por tanto, D(Q)* = {0} y, en las condiciones del corolario, u € D(Q)*. ]

Observacién 3.6 Este resultado también es cierto cambiando L?(Q2) por LP(2)
con p cualquiera en [1,+oc0]. De hecho, veremos més adelante que es cierto
pidiéndole a u tan sélo que pertenezca a un espacio adecuado que contiene a
todos los LP(Q); véase la proposicién 3.3.

Corolario 3.4 Para cada p € [1,+00), LP(Q) es un espacio de Banach separa-
ble.

Demostracion: Sea { K, } una sucesién no decreciente de compactos contenidos
en ) con ) = Un>1 K,,. Para cadan > 1, se considera el conjunto Z,, de las fun-
ciones polinémicas en K, con coeficientes racionales. Dada z € Z,,, designare-
mos Z la correspondiente funcién prolongada por cero a todo §2 y llamaremos Z
al conjunto de las funciones Z obtenidas de este modo.

Es obvio que Z es numerable (es unién numerable de conjuntos numerables).

Por otra parte, Z es denso en LP(Q2). En efecto, sean v € LP(2) y € > 0.
Gracias al teorema 3.6, sabemos que existe ¢ € D(Q) tal que

g
o= ller < 5.

Sean n > 1 tal que K,, contiene al soporte de ¢, ¢,, la medida (de Lebesgue) de
K, yzeZ,tal que

5
lp = zllcox,y = max fo(z) - 2(2)] < T

La existencia de z estd garantizada por la densidad de Z,, en C°(K,,). Entonces
tenemos que

lo =2l < flo = @llzo + lle = 2l

SURCE z<x>|ﬁdx)1/p

n

IN
| ™

<e.
[ ]

Observacién 3.7 El espacio de Banach L>°()) no es separable. Para una
demostracién de esta afirmacién, véase por ejemplo [3].

Con una demostracién similar a la del teorema 3.6 (que también se presenta
en el Apéndice), tenemos:

Teorema 3.7 Sea p € [1,+00). Dada ¢ € CL(Q), existe una sucesion {p,} de
funciones de D(R2) tales que

len —@lle =0, [[0ipn — Oipllr = 0 Vi=1,...,N. (3.20)

Definicién 3.4 Sea v € M(Q2). Se dice que v es localmente integrable en ) si,
para cada compacto K C 2, se tiene vl € LY(Q). El conjunto de las (clases
de) funciones v localmente integrables en ) es un subespacio vectorial de M (2)
y se denota Li _(9).

loc
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Es claro que C°(Q2) C LL () y que LP(Q) C LL () para cada p € [1, +0o0].

loc loc
El resultado siguiente es una importante generalizacién del corolario 3.3 y estéd
demostrado en el Apéndice de este tema:

Proposicién 3.3 Sea u € L _(Q) tal que

loc

/ uwpdr =0 Vo e D).
Q

Entonces u =0 c.p.d.

Una vez introducidos los espacios LP, podemos dar un ejemplo no trivial de
operador lineal continuo, llamado operador integral de Fredholm:

Ejemplo 3.3 Sea K € L?((a,b) x (a,b)) una funcién dada. Por definicién, el
operador integral de Fredholm en L?*(a,b) de nicleo K es el operador Tk dado
como sigue:

b
Tk (o)(t) = / K(t,s)p(s)ds c.p.d.en (0,T), Vo€ L*(a,b). (3.21)

No es dificil comprobar que Tk € L(L?(a,b)). En efecto, se tiene

[ s (/ab/abims)Fdsdt) (/ab|¢<s)|2ds>

para cada ¢ € L%(a,b). Por otra parte, es inmediato que

b
/ K(t,s)p(s)ds

b
T (6)(t) = / K(s,06(s)ds cp.d.en (0.T), Yo e I2(ab).  (3.22)

En consecuencia, para que Tk sea autoadjunto, es necesario y suficiente que el
nucleo K sea simétrico, esto es, que se tenga

K(t,s) = K(s,t) c.p.d.en (0,7) x (0,7).

3.4 Los espacios de Sobolev H', H! y H™!

Comenzaremos este paragrafo definiendo un concepto de derivada parcial més
general que el habitual:

Definicién 3.5 Sean u € L| () ei € {1,...,N}. Se dice que u posee
derivada generalizada de primer orden respecto de x; en Li () si existe una

funcion v; € Li () tal que

loc

/vigpdx = —/ udipdr Vo € D(Q). (3.23)
Q o

En tal caso, gracias a la proposicion 3.3 la funcion v; es unica, se denota O;u y
se denomina derivada generalizada de u respecto de x;.
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Observacién 3.8 El concepto derivada generalizada en Li (§)) es una par-

ticularizacion de otro concepto ain mas t1til e interesante: la derivada en el
sentido de las distribuciones.? Asi, dada u € L{ (2), se llama derivada de u
en el sentido de las distribuciones respecto de x; a la forma lineal D;u, definida

como sigue:
Du(p) = —/ udypdr Vo € D(Q).
Q

Si existe d;u € Li (Q) tal que se tiene (3.23), entonces se pueden identificar
D;u y 0;u de modo que, en tal caso, la derivada de u en el sentido de las

distribuciones “coincide” con la derivada generalizada en L{, (€2), esto es:

D;u(p) = /Qaiugodx VYo € D(Q).

Veamos a continuacién que la definiciéon 3.5 es coherente con la definicion
clasica de derivada parcial:

Proposicién 3.4 Sea u € C°(Q) y supongamos que, en todo x € Q, existe la
derivada parcial habitual O;u(z) y que dyu € C(L). Entonces u posee derivada

generalizada en L%OC(Q) respecto de x; y ésta coincide con O;u.

Demostracién: Denotando d;u la derivada parcial de u en el sentido clésico,
hay que demostrar que

/ Oiupdr = 7/ udipdr Vo € D(Q). (3.24)
Q Q

Sea ¢ € D(Q). Tenemos que up posee derivada parcial respecto de x; en Q
y que

/ai(ugo)d:v:/5‘iu<pd:v+/u8i<pd:r. (3.25)
Q Q Q

Veamos que el primer miembro de (3.25) es cero.
Para ello, denotemos up la prolongacién por cero a todo RV de la funcién
up. Entonces, si M > 0 es suficientemente grande,

/Qai(ugo) da::/RN 0;(up) dr = /RN_1 ( _JZI 0; (up) dwi> dx’,

donde dz’ denota el elemento de integraciéon en RV 1. Pero esta tltima integral

es cero, de donde se tiene el resultado deseado. [ ]
Observacién 3.9 Por supuesto, existen muchas funciones u € L{. () que no
poseen derivada en el sentido cldsico pero si derivada generalizada en Li, (£2).
Esto puede ocurrir incluso cuando u € C°(Q). Un ejemplo es el siguiente:

N=2Q0=(-1,1)x(-1,1) y u: 2~ R dada por

I si T ZO
u(zy,x2) = {0 iy < 0.

2Esta nocién es presentada y analizada en la asignatura Ampliacién de Ecuaciones en
Derivadas Parciales.



3.4 Espacios de Sobolev 45

Por otra parte, también existen muchas funciones de Li .(Q) que no poseen

derivada generalizada en Llloc(Q). Por ejemplo, de nuevo con N =2y Q =

(—=1,1) x (=1,1), esto le ocurre a la funcién

1 si Ty ZO,
v(@, 72) = 0 siz; <O.

Definicién 3.6 Se llama espacio de Sobolev H(Q) al conjunto
HY Q) ={veL*):30v e L*(Q) para 1 <i< N}, (3.26)

donde las derivadas se entienden en el sentido generalizado de la definicion 3.5.
Siv € HY(Q), denotaremos Vv (o bien Dv) al vector formado por las derivadas
parciales generalizadas O;v:

Vv = Dv=(d1v,...,0n0).
Diremos que Vv es el gradiente de v.

Es inmediato que H*(£2) es un subespacio vectorial de L?(2) que contiene a
CH(Q) y que, si Q es acotado, CH(Q) C H(Q).

En el espacio H'(2) se puede introducir un producto escalar “natural”. En
efecto, pongamos

(u,v) g1 = (u,v) 2 + (Vu, Vo)2  Yu,v e H(Q). (3.27)
Entonces (-,-) g1 es ciertamente un producto escalar.

Teorema 3.8 Dotado del producto escalar (-,-) g1, H'(Q) se convierte en un
espacio de Hilbert.

Demostracién: La norma inducida por (3.27) es
1/2
ol = (lellFe +1Vol:)" vo e HY(Q). (3.28)

Tenemos que comprobar que toda sucesién de Cauchy para esta norma es con-
vergente en H'(Q).

Sea entonces {u, } una tal sucesién. Claramente, {u,}y {Qiu,} (1 <i < N)
son sucesiones de Cauchy en L?(€2), de donde existen funciones u,vi,...,vn
tales que

Up — u, Ojun, — v; en L2(Q) (1<i<N). (3.29)

Veamos que, para cada ¢, v; es la derivada generalizada de u, con lo cual quedara
probado que u € H'(Q) y que u,, — u en H*(Q).
Dados i y ¢ € D(£2), tenemos que

/ Oiup, pdx = —/ Up i dx (3.30)
Q Q
para cada n > 1. Gracias a (3.29), podemos pasar al limite en (3.30) y deducir

que
/vicpdx:—/uaigodx. (3.31)
Q Q

Pero, como ¢ es arbitraria en D({), esto significa que u posee derivada genera-
lizada en L2(f2) respecto de ;. Esto prueba lo que querfamos. ]
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Teorema 3.9 El espacio de Hilbert H'(Q) es separable.

Demostracién: Recordemos que el espacio de Hilbert L?(f2) es separable.
Introduzcamos el espacio producto Y = L?(Q)N+1 dotado del producto escalar

N

((’U/07U1, e auN)7 (U07U17 e ,’UN>)Y = Z(ui7vi)L2~
=0

Entonces Y es un espacio de Hilbert separable.
Sea ahora J : HY(Q) — Y la aplicacién definida por

Jv=(v,01v,...,0,v) Vv H(Q),
que es lineal, continua, inyectiva e isométrica, es decir, verifica
[Jolly = llollg: Yo e HY(Q).

Los espacios H!(Q) y R(J) son isomorfos e isométricos. En particular, R(J)
es un subespacio cerrado de Y y es por tanto separable. De donde H(Q) es
separable. ]

Observacién 3.10 En general, D(f2) no es denso en H'(2). De hecho, D(Q2)
nunca es denso si Q es acotado y su frontera es por ejemplo “de clase C%17.
Sin embargo, sf lo es cuando Q2 = R (para la demostracién, véase [3]). Por
otra parte, si @ C R" es un abierto conexo acotado de frontera Q “de clase

C%1” | se puede demostrar que D(L2) (el espacio de las restricciones a  de las
funciones de D(RY)) es denso en H*(Q) (véase [5]).

Definicién 3.7 Llamaremos H(Q) a la adherencia de D(2) en HY(Q). Se
trata por tanto de un subespacio cerrado de H'(Q) que, para el producto escalar
de HY(Q), se convierte en un nuevo espacio de Hilbert separable.

Observacién 3.11 En virtud de la observacion 3.10, H (R™) = H*(R"), pero
esta igualdad no es cierta en general. Se puede demostrar que si v € H' ()
y existe un compacto K C Q tal que v = 0 en Q \ K, entonces v € H}(Q).
También se puede demostrar que si v € HY(Q) N C°(Q) y v|sn = 0 entonces
v € HL(Q); véase [3].

Teorema 3.10 Supongamos que 2 C RN y que, o bien 2 es un abierto conexo
acotado no vacio de frontera 02 de clase C%', o bien Q = ]Rf. Existe una
tnica aplicacion v € L(H'(Q); L2(0)) tal que

Yo =plaa Ve € CLOY) (3.32)

(recuérdese que C1(Q) es el espacio de las restricciones a Q de las funciones de
CHRN)). El espacio R(v) estd estrictamente contenido en L?(09) v, por otra
parte, N(7) = HY(Q).

Ademds, se verifica la siguiente propiedad, llamada formula generalizada de
integracion por partes:

/u@ivdx:f/@uvd:v+/ yuyvn; dl Yu,v € H'(Q). (3.33)
Q Q o9
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El resultado precedente suele conocerse como teorema de trazas en H'(S2).
La aplicacién 7y es por definicién la traza sobre 092 (también se dice que (v) es
la traza de v sobre 92 y es costumbre escribir v|sq en vez de y(v)). En virtud
de lo que precede, dada una funcién v € H*(Q), decir que v € HZ () es, de
algin modo, asegurar que “v se anula sobre 9€)” (obsérvese que, en principio,
no tiene sentido hablar de los valores de v sobre 92, dado que 92 es un conjunto
de medida nula).

Para una demostracién del teorema 3.10, véase por ejemplo [5].3

Teorema 3.11 Sea © C RY un abierto no vacio acotado al menos en una
direccidn. Entonces existe una constante positiva C (que sélo depende de Q) tal
que

/ lv|? dx < C’/ |Vol?de Vv e Hi(Q) (3.34)
Q Q
(desigualdad de Poincaré).

Demostracién: Por densidad, basta probar (3.34) cuando v € D(f2). Deno-
taremos también v la prolongacién por cero de v a todo RY (una funcién de
D(RN)).

No es restrictivo suponer que €2 es acotado en la direccién de x1. Esto quiere
decir que existe M > 0 tal que Q C (=M, M) x R¥N~1. Sea z = (z1,...,2y) €
Q). Entonces

1
v(x):/ 0y, @2, ..., xN) dyr,
M

de donde
y 2
|’U($)|2 < (/ |31U(yl7x2,---a$N)dy1>

-M

M
SQM/ |10 (y1, 2, . . 2| dys.
-M

Integrando respecto de x en €2, tenemos ahora:

M
/|v(x)\2dx§2M// |010(y1, 29, - . ., 2N )| dys d
¢ @M (3.35)

M
:4M2/N 1/ |O1v(y1, o, ..., zn)|* dyy da’,
RN-1J_ N

donde dz’ denota el elemento de integraciéon en RN~ respecto de las variables
Za,...,xN. De (3.35), se deduce facilmente (3.34). |

Obsérvese que la desigualdad (3.34) es falsa en general para las funciones de
HY(Q).

Si el abierto 2 es acotado al menos en una direccién, tiene entonces sentido
definir un nuevo producto escalar en H}(Q). En efecto, pongamos

(w,v)gp = (Vu, Vo) Vu,v € Hi(Q). (3.36)

3Este resultado serd generalizado y estudiado con detalle en la asignatura Ampliacién de
Ecuaciones en Derivadas Parciales.
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Entonces, gracias a (3.34), (-,-) s es un verdadero producto escalar en HE(Q)
que induce en este espacio una norma || - || Hy que es equivalente a la norma usual

[RRII7ER

Definicién 3.8 Denominaremos H~(Q) al dual topoldgico de HE ().

Tenemos que H () es un nuevo espacio de Hilbert, isomorfo e isométrico
a Hlé (©). El resultado que sigue proporciona una importante caracterizacién de
H1(Q):

Teorema 3.12 Sean fo, f1,...,fnv € L?(Q) y sea F : HY(Q) = R la forma
lineal definida como sigue:

N
F(v) = /Q(fov + Zfz ow)dr Vv € H}(Q). (3.37)

=1

Entonces F € H™Y(Q). Ademds, si denotamos || - || g-1 la norma en H=1(Q)
inducida por la norma de H*(Q),

N 1/2
IF|lg-1 < (Z ||fi||i2> : (3.38)

=0

Reciprocamente, si F € H=Y(Q), existen N +1 funciones fo, f1,..., fn € L*(Q)
tales que se tiene (3.37) y

N 1/2
[F|l -1 = (Z ||f¢||%z> : (3.39)
i=0

Demostracién: Supongamos en primer lugar dadas fy, f1,. .., fx € L?(Q). Es
entonces inmediato que la forma lineal F' definida por (3.37) es continua. Por
tanto, F € H~(2). Ademas,

N N 1/2
[F@) < follzzllvllzz + Y I fillzelldww] ze < (Z ||f¢||i2> [vll e,

i=1 =0

de donde tenemos (3.38).
Reciprocamente, sea F' € H~1(Q). Por el teorema 3.1, existe up € H}(Q)

tal que
lupllg = | Fllg-1, (up,v)g = F(v) Yo € Hy(Q).

Tomando fo =up y fi; = O;ur para 1 <i < N, tenemos (3.37) y (3.39). [ |

Observacion 3.12 Si (2 es acotado al menos en una direccién, las afirmaciones
que se hacen en el teorema 3.12 son ciertas con fy = 0 (en tal caso, en (3.39),
|- [[z7-+ debe denotar la norma en H () inducida por || - 1 722)-

Si F € H1(Q) estd definida por (3.37), donde las fy, fi1,..., fn son fun-

ciones de L?(), pondremos

N
F=fo— Zaifi- (3.40)

i=1
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Esta notacién estd motivada por el hecho de que, si las fo, f1,..., fn son
suficientemente regulares, entonces

N
Fo)= [ <fo —Z&-ﬁ) o do

i=1

para cada ¢ € D(€2) y, por tanto, también para toda v € Hg ().

En particular, podemos definir siempre la derivada de una funcién de L?(€2),
en el sentido que determina (3.37), como un elemento de H~1(£).4

En lo que sigue, usaremos el teorema 3.1 para identificar L?(£2) con su dual.
Por el contrario, no haremos uso de la identificacién posible de Hg (2) y H=1(Q),
sino que utilizaremos la férmula (3.37) para describir los elementos de H ().
De este modo, L?(£2) puede identificarse con un subespacio de H~1(Q) y pode-
mos escribir que, salvo isomorfismos isométricos,

HL(Q) € L2(Q) ¢ HY(Q). (3.41)

Observacién 3.13 Una manera informal de interpretar (3.41) consiste en decir
que las funciones de H}(Q) estén en L%(2) (aunque en el segundo espacio hay
més funciones que en el primero) y que, por otra parte, las funciones de L?()
determinan formas lineales continuas sobre Hg (2) (aunque hay formas lineales
continuas que no estdn definidas por elementos de L?(f2)). Para convencerse de
esto ultimo, basta elegir N = 1y @ = (—1,1) y considerar la forma lineal F,
dada como sigue:

1
F(v) :/0 V(z)de Vv e Hy(—1,1).

Observacion 3.14 Razonando como en la demostracién del teorema 3.12; se
deduce que para cada F € (H(f))" existen N + 1 funciones fo, f1,...,fn €
L?(Q) tales que

N
F(v)/ﬂ<f0v+2fiaw> dr Yve HY(Q)

i=1

N 1/2
1E Nl (mry = <Z fi|%2> : (3.42)
i=0

3.5 Resoluciéon de la formulacion débil de pro-
blemas elipticos de segundo orden

A continuacidn, analizaremos la existencia y unicidad de solucién de un proble-
ma del cual el problema 1.7, enunciado en el tema 1 y resuelto en el tema 2,

4Por ejemplo, si f € L2(2), 01 f es el elemento de H~1(Q) que verifica

31f(v):—/f81vd:v Vv € HE(Q).
Q
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es un caso particular. Como ya hemos indicado con anterioridad, para ello es
conveniente “relajar” o “debilitar” el concepto de solucion. Para mayor claridad,
nos limitaremos de momento a considerar el problema

{ —Au = f(z), z€qQ,

(3.43)
u =0, x € 09,

donde Q C R¥ es un abierto acotado no vacio y f € L?(2).

Definicién 3.9 Se llama solucion débil de (3.43) a toda funcién u que verifique:

/Vu-Vde:/fvdm Yo € H}(Q),
Q Q

u € Hy(Q).

(3.44)

Este concepto de solucion generaliza el de solucién clasica. Maés precisa-
mente, tenemos la siguiente

Proposicién 3.5 Sea Q C RY un abierto acotado no vacio y supongamos (por
ejemplo) que f € L*(Q)NCY(Q). Siu e C*(Q) NCHQ) es solucion cldsica de
(3.43), entonces u es solucidn débil.

Demostracién: En las condiciones de esta proposicién, u € Hj(Q) (basta
recordar (3.11), que u € C1(Q) y que u = 0 sobre BQ)
Por otra parte, sea ¢ € D(2). Para cada i =1,..., N, se tiene que

/82u<pda:—/8 Oiu ) dx—/@u@lgodx (3.45)

La funcién d;u ¢ pertenece a CL(Q) y por tanto la integral en Q de 9;(diu )
vale cero. En consecuencia, sumando las igualdades (3.45) parai=1,...,N y
teniendo en cuenta que —Au = f, obtenemos que

/Vu-V(pdﬂ:z/fgodx VYo € D(Q).
Q Q

Por densidad, se deduce de aqui que u es solucién débil de (3.43). [ ]

Observacién 3.15 También es cierto que si f € L*(2) N C%(Q), u es solucién
débil de (3.43) y u € C?(2) N C(Q), entonces u es solucién clésica.

Observacién 3.16 Es mds ficil a priori resolver (3.44) que resolver (3.43) en
un sentido clasico. En efecto, en el primer caso estamos buscando la soluciéon
en un espacio mayor y estamos exigiendo menos a la solucién.

Consideraremos a continuacién una situacion mas general. Para ello, supon-
gamos dadas unas funciones

ai; =aj; € L) (4,j=1,...,N), ceL>(Q),

f07f17"'qu€L2(Q)7 gEHl(Q)
Nuestro problema es ahora el siguiente:

N N
— Z 6¢(aij8ju) +cu = f() — Z&f“ xr € Q,
ij=1 i=1 (3.46)

= g(z), x € 09,
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Definicién 3.10 Se llama solucion débil de (3.46) a toda funcidn u que verifi-
que:

N
/(Z a;j Ojud;v + cuv) dz :/
Q

ij=1 Q

Yo € HY(Q), u—ge HD).

N
5 0;0) d
(fov+;f v) dx (3.47)

No es dificil probar un resultado anilogo a la proposicién 3.5 para el proble-
ma (3.47). En consecuencia, la definicién 3.10 es la adecuada.

Observacién 3.17 Tampoco es dificil probar que u es solucién débil de (3.46)
siy sélosiue H (),

N N
— Y dilaydju) +cu=fo— > 0ifi en H Q)

ij=1 i=1

y yu = vg en L%(09).

Pongamos

1 N N
J(v)zf/( a,»,»av@iv—l—dv\z)dm—/(f v+ Y fiOw)dx

2 Ja ;1 T 0 ; (3.48)
Vv € HY(Q).

El resultado principal de este paragrafo es el siguiente:

Teorema 3.13 Sea Q C RY un abierto acotado y supongamos que los coefi-
cientes a;; y c verifican

a;j =aj; € L=(Q) (4,j=1,...,N),

N ) N (3.49)
Z aij(m)flfj > Oéo|£| Vf eR N C.p.d. en Q, Qg > 0,
ij=1
ceL*®(Q), ¢>0 c.p.d. enf. (3.50)

Supongamos también que fo, f1,..., fn € L*(Q) y g € H'(Q). Entonces existe
una unica solucion débil u del problema (3.46). Ademds, u es la tunica funcidn
que verifica

{ J(u) < J(2) Vze€g+ HHQ), (3.51)

u€ g+ Hy().

Demostracién: Introducimos el cambio de variable © = w + g. Entonces, la
primera afirmacién (existencia y unicidad de solucién débil de (3.46)) se reduce
a probar que existe una tnica w € H}(2) solucién de

a(w,v) = L(v) Vv € Hy(Q),w € Hy(Q), (3.52)
donde
N
a(w,v) = / ( Z aij Ojw Ov + cwv)dr Yw,v € H}(Q), (3.53)
Q

i,7=1
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N N
Y4 Z/ + 1 0;v) d —/ i10:g0;v+cgu)d
(U) Q(fO/U ;f U) €z Q(igz:la‘] _]g v cgv) €z (354)
Vo € H}(Q).

Para probar la existencia y unicidad de solucién débil de (3.52), aplicaremos
el teorema 3.5. Asf, tomemos H = H}(Q). Gracias a (3.49) y (3.50), la forma
bilineal a(-,-) estd bien definida y es continua y coerciva en Hg (). En efecto,

por una parte tenemos que
/ cwvdz
Q
1/2

N 2 /N
<Ci (Z 10wl]|72 + ||w|%2> <Z 10072 + ||’U||%2> ;
i=1 i=1

para w,v € Hg(£2), donde la constante C; sélo depende de las normas en L>(£2)
de los a;; y de c. Por tanto,

N

la(w,v) < 3

i,j=1

+

/ Q5 3jﬂ) &-v dx
Q

la(w, v)| < Cillwllg: Jollm Vw,v € Hy (),

esto es, a(-,-) es continua.
Por otra parte, para cada v € Hg(£2) se tiene en virtud de (3.49) que

N N
a(v,v) = Z / a;j Ojv O;v dx —I—/ cv’dr > ag Z 0;v]|32.
ij=1"5 Q i=1
Dado que €2 es acotado, tenemos entonces que
a(v,0) > allv|% Vo € HY(Q)

para algtin a > 0; es decir, a(-,-) es coerciva.
Por otra parte, la forma lineal ¢ definida por (3.54) pertenece a H~1(Q2). En
efecto, podemos escribir que

N N
Z(@:/(fo—cg)vdx‘i‘/z fi—zaijaj!? O;vdx
Q Q5=1 j=1
Vv € HE(Q)

y podemos apl]i]car la primra parte del teorema 3.12 cambiando fy por fo —cgy
fi por fi =375 ai; 0;g para cada i.
Se deduce ademas que

[€(v)] < Callvllre Yo € Hy (),

donde la constante Cy s6lo depende de las normas en L2(2) de f y las f;, de la
norma en H'(2) de g y de las normas en L*°(Q2) de los coeficientes a;; y c.
Gracias al teorema 3.5, existe en efecto una unica w que verifica

a(w,v) = L(v) Yv € Hy(Q), w e Hy(Q) (3.55)

y tenemos que u = w + § es la tnica solucién débil del problema (3.46).
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Teniendo en cuenta que la forma bilineal a(-, ) es simétrica y aplicando de
nuevo el teorema 3.5, deducimos que w es, ademds, el tinico punto de H}(€2)
donde la funcién

1
3 a(v,v) — £(v)

alcanza el minimo:
1 1
3 a(w,w) — L(w) < 3 a(v,v) —L(v) Vv e Hy(Q).
Pero, teniendo en cuenta la definicién (3.48) de J, vemos que esto es equivalente
a decir que
J(u) < J(2) Vze g+ HQ).

Esto termina la demostracién. [ |

Observacién 3.18 En particular, tomando a;; = d;;, c=0y f; =0 para 1 <
1 < N, vemos como consecuencia del teorema 3.13 que el problema (3.43) posee
una tnica solucién débil. Naturalmente, si ademads se satisfacen las condiciones
del teorema 1.10, la solucién débil hallada coincide con la solucién clésica que
proporciona este resultado.

Observacién 3.19 No ostante, es obvio que el teorema 3.13 da cobertura a
muchos otros casos. Por ejemplo, sean 1 y Qo dos abiertos contenidos en 2
tales que

QU =0
yseaa(r) = aparaxc.p.d.enQ; ya(x) = B parazc.p.d.en s, con0 < a < S.
Entonces, para cada f € L%(Q) y cada § € H'(Q), existe una tnica solucién
débil del problema

N
- Z@i(a(x)ﬁiu) = f(z), ze€Q,

u=g(z), x € 0.

Observacion 3.20 En el enunciado del teorema 3.13, se puede sustituir la
hipétesis “€2 es acotado” por esta otra:

ce L>®(Q), ¢>a; >0 cpd.en Q.

Apéndice: Algunos resultados auxiliares

Comenzaremos con un resultado general que se usa en la demostracion del teo-
rema 3.2:

Teorema 3.14 Sean H un espacio de Hilbert, K C V un convexo cerrado no
vacio y ® : V — R una funcion continua y convera. Supongamos que, o bien
K es acotado, o bien ® es coerciva en K, esto es, verifica

lim d(v) = +o0.
veEK, [|[v]|—=+o0

Entonces existe al menos un punto u € H que verifica
O(u) <P(v) YWweK, uelkK.

Ademds, si @ es estrictamente convexa, el punto u es unico.
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Este resultado es de gran interés. Para su demostracion, véase por ejem-
plo [8].

En lo que sigue, dados un conjunto A de R y un ntimero positivo §, deno-
taremos As al conjunto

As ={x e RN : dist (z,A) <4 }.

Demostracién de la proposicién 3.2: En primer lugar, sea p € D(R”) una
funcién positiva en la bola B(0;1) y nula en su complementario. En virtud del
lema 3.1, una tal p existe. Multiplicando p si hiciera falta por una constante
positiva, podemos suponer que

/ plx)de = 1. (3.56)
RN

Sea € una cantidad positiva. Pongamos

N -1

z) VoeRY

pe(x) =€ " ple

pe(w) = /K pe(r —y)dy Yz € Q. (3.57)

Se tiene entonces que, si € es suficientemente pequeno, . cumple las propiedades
deseadas.

En efecto, la funcién ¢, estd bien definida para todo x € 1 y verifica . €
C*(9Q). Ademss,

OS%(CU)S/ pe(x—y)dy=1 VYaeQ.
RN

Para e > 0 suficientemente pequeno, el conjunto K3, es un compacto contenido
en (2. Por otra parte, si x € K,

o) = [ oo —ilra )y = [ okl =)y =1,

mientras que, si x € K., la bola B(z;¢) no corta a Ko, y

pele) = [ o)l (o~ y)dy =0,
RN
Esto termina la demostracion. [ ]

Demostracién del teorema 3.6: Sean p € [1,+00) y v € LP(Q2). Probaremos
que, para cada x > 0, existe una funcién ¢ € D(2) que verifica

[v =l < k. (3.58)
ETAPA 1: Para cada § > 0, sea K(9) el compacto siguiente:
K(0)={z¢eQ:dist (z,00) >}

Pongamos vs = v 1k (s5). Entonces

1/p
v —vslle = (/Q [v|” 1o\ ke (5) dfc)



Apéndice: Resultados auxiliares 55

converge a cero, gracias al teorema de la convergencia dominada. Por tanto,
eligiendo § suficientemente pequeno, tenemos

v — vsllLe < = (3.59)

| =

ETAPA 2: Fijemos 0 tal que se tenga (3.59) y sea K = K(§). Para cada € > 0,
sea p. la funcién introducida en la demostracién de la proposicién 3.2. Pongamos

we(x) = / pe(x —y)vs(y)dy VY € Q. (3.60)
RN
Entonces, si ¢ es suficientemente pequeno, w. cumple lo deseado.
En efecto, w, estd bien definida para todo x € Q y verifica w. € C®(Q).

Para ¢ > 0 suficientemente pequeno, el conjunto K. es un compacto contenido
en . Siz & K., la bola B(z;¢) no corta a K y entonces

wee) = [ piwusta =)y =0,

Por tanto, para e suficientemente pequeno, w. € D(2). Finalmente,

|m—%w=/
Q

s/Wmm;,/ jvs(z) — vs(x — )P dy da
Q B(0;¢)

<C (/ lvs(x) —vs(z — y)|P dx) dy,
B(0;¢) Q

donde C' es independiente de . Por tanto, para e suficientemente pequeno,
tenemos

/’ pe(y) (v3() — va(z — y)) dy| de
B(0;¢)

K

lvs = wellz» < 3 (3.61)
Combinando (3.59) y (3.61), obtenemos (3.58) para ¢ = w,. ]
Demostracion del teorema 3.7: Es similar a la que se presenta en la Etapa 2

de la prueba del teorema 3.6. En efecto, sea p € C1(£2) y sea K el soporte de
. Para cada ¢ > 0, sea w. la funcién definida por

we(z) = /N pe(z —y)p(y)dy Vz € Q. (3.62)
R
Entonces es obvio que, si € es suficientemente pequeno, w. € D(2). Razonando

como antes, se deduce que ||¢ — we||L» — 0 cuando £ — 0.
Por otra parte, para cada i =1,..., N, se tiene que

Oiwe () = /RN pe(z —y)Oip(y)dy Va € L.

En consecuencia, también se puede demostrar que ||0;¢p — ;we||L» — 0 cuando
€ — 0. Esto prueba el teorema. [ ]
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Demostracién de la proposicién 3.3: Supongamos en primer lugar que €2
es acotado y que u € L(Q).
Sea £ > 0. Sabemos que existe 1. € D(£2) tal que

|lw— el <e.

Para cada ¢ € D(Q), tenemos entonces que

JRETEE ]/Qwa —u)pde

Sean K y K_ los dos conjuntos siguientes:

< el Lo

Ki={xzeQ:¢(x)>e}, K_={2eQ:9¢.(x)<—-c}

Entonces K y K_ son dos compactos contenidos en {2 y, usando la proposi-
cién 3.2, es facil probar que existe una funcién ¢, € D(2) que verifica:

-1<¢p. <1, po=1en K;, p.=-1 en K_.

Pongamos K = K U K_ y denotemos ¢(2) la medida de Lebesgue de .

Entonces
/ st |dx = / Ve dx — / Yepe dx
ga—l—/ [t ()| dx
O\K
< (14 ¢(Q))e,
de donde

lulloy < flu—ellor + [Pl < (24 ¢(Q))e.

Dado que ¢ es arbitrariamente pequeno, deducimos que u = 0 c.p.d.
Supongamos ahora que 2 C RY es un abierto arbitrario y u € Li .(Q). Para
cadan > 1, sea

Q,={zecQ:|z|<n, dist(z, RV\Q)>1/n}.

Es inmediato que cada €, es un abierto acotado, cada 2, es un compacto
contenido en {2 y que ademads se tiene

ﬁn C Qn+1 Vn > 1, UnZIQn = Q.

En cada €2, podemos razonar como antes para deducir que u se anula c.p.d.
Gracias a las propiedades precedentes de los €2, es claro que esto implica u = 0
c.p.d. en €. [ ]



Tema 4

La ecuacion de ondas
unidimensional

En este tema consideraremos varios problemas para la EDP de ondas unidimen-
sional
2
Ugg — C Uz = D,

donde ¢ > 0 es una constante y h = h(z,t) es una funcién dada. En primer
lugar, hablaremos del caso en que h = 0. La EDP correspondiente es

Ut — gy = 0 (4.1)

y se denomina EDP de ondas homogénea.

4.1 Soluciones clasicas y soluciones generaliza-
das

Ante todo, precisemos los conceptos de solucién clasica y solucién generalizada
de (4.1):
Definicién 4.1 Sean Q@ C R x Ry un abierto y u : Q — R una funcion dada.
Se dice que u es solucién cldsica de (4.1) en Q si u € C*(Q) y uy(x,t) —
uge(x,t) =0 en todo (z,t) € Q.

Se dice que u es solucion generalizada de (4.1) en Q si, para cualquier

paralelogramo determinado por rectas x + ct = Const. de vértices consecutivos
A, B,C,D € Q, se cumple la igualdad

u(A) +u(C) = u(B) + u(D), (4.2)
conocida como ley del paralelogramo.
Obsérvese que toda funcién v : Q — R que tenga la estructura
u(z,t) = F(x +ct) + Gz — ct), (4.3)
donde F'y G son funciones dadas, es solucién generalizada.

o7
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Lema 4.1 Sean Q C R x Ry un abierto y u : Q — R una funcion dada. Si Q
es convexo y u es solucidn cldsica de (4.1) en @, entonces u es solucién genera-
lizada. Por otra parte, si u es solucién generalizada y u € C?*(Q), entonces es
solucion cldsica.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que ) es convexo y u es solucion
clésica de (4.1) en Q.

Supongamos dados cuatro vértices consecutivos A, B,C, D € @, determina-
dos por rectas z £ ¢t = Const. y sea R el rectangulo (cerrado) asociado. Dado
que @ es convexo, R C . Introduzcamos el cambio de variables

E=x+ct, n=x—ct

y pongamos
o(E ) = ulw, 1) = u((E+m), (€~ m) V(Em) € R

donde R es el rectdngulo R escrito en las nuevas variables. Entonces v es de
clase C?en Ry

ven(€,m) =0 V(&,1) € R.
Pero entonces v es una funciéon de la forma

v(€,n) = F(§) +G(n)

para dos funciones F y G de clase C2. Por tanto, en R la funcién u es como en
(4.3) y tenemos en particular (4.2).

Supongamos ahora que u es solucién generalizada en Q y u € C?(Q). Sea
(z*,t*) € Q. Existe € > 0 tal que, para 0 < &, < ¢, los puntos

(@* +c§,t" +6), (2" —en,t" +n), (2" + € — e, t" +§ + 1)
también pertenecen a ). En consecuencia, tenemos gracias a (4.2) que

u(z* +c§ —en, t* + &+ n) —u(z* +c€, t* +§)
=u(z* —en, t* +n) — u(x*, t*)

para estos £ y 7. Sumando y restando u(z*+c€—cn, t*+&) en el primer miembro
de esta igualdad, sumando y restando u(x* — en,t*) en el segundo, dividiendo
por 1 y teniendo en cuenta la regularidad de u, no es dificil deducir que

ug(x* + €, t" + &) — cug (" + &, t" + &) = ur(x*,t7) — cuy (a7, t7),
de donde
up (2" + €17 + &) —wi(a", ") = cug (2" + €, ") — cug (2™, 17)

para cada £. Ahora, sumando y restando ui(z* + ¢€,t*) en el primer miembro,
sumando y restando cu, (z*, t* +£) en el segundo, dividiendo por £ y recordando
que u es de clase C? en @, se deduce que

g (2%, %) = gy (2, t7).

Dado que el punto (z*,t*) € @ es arbitrario, tenemos que u es solucién cldsica
de (4.1) en Q.
Esto prueba el lema. [ ]

Una consecuencia importante de este lema es la siguiente:
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Para probar que una funcion u : Q — R es solucidn cldsica de (4.1)
en Q, basta probar que es solucion generalizada y que u € C*(Q).

En particular, si u es como en (4.3) para dos funciones F' G de clase C2, se
tiene que u es solucion clasica.

4.2 La féormula de D’Alembert y el problema de
Cauchy

Este pardgrafo estd dedicado al problema de Cauchy (o problema de valores
iniciales). Se trata del siguiente:

(4.4)

Ut — CZU;EQC = O7 (Zlf,t) € R x R+,
u(z,0) = f(z), w(z,0)=g(z), zeR,

donde f: R+— R y g: R +— R son funciones dadas.

Definicién 4.2 Sean f € C*(R) y g € C'(R). Se llama solucién clisica de
(4.4) a toda funcion u € C*(R x Ry.) que verifica

g (2,1) — Cuge(x,t) =0 Y(z,t) € R x Ry,
w(@,0) = f(z) y w(z,0)=g(x) VreR.
El resultado principal de este paragrafo es el siguiente:

Teorema 4.1 Sean f € C?*(R) y g € CY(R). Entonces el correspondiente
problema (4.4) posee exactamente una solucidn cldsica u que viene dada por la
formula de D’Alembert

1 x+ct
uet) =5 Flote)+ fe—eyt o [ glhas

V(l‘,t) € R x EJ’_.

Demostracién: Hay varias formas de demostrar este resultado. Una de ellas
consiste en comprobar que la funcién u definida por (4.5) es de clase C?, verifica
las condiciones iniciales y de contorno de (4.4), es solucién generalizada de (4.1)
en R x Ry y coincide con cualquier otra solucién cldsica de (4.4).

No obstante, seguiremos una estrategia distinta. Pongamos de nuevo

E=x+ct, n=x—ct

o(En) = u(e, 1) = ulz (€ + ), 5o (E— )

Sea @ = {(&,m) € R? : £ > n}. Entonces u es solucién cldsica de (4.1) en
R xRy siysélosive C*Q)y ve, =0en Q. Pero esto dltimo ocurre si y s6lo
si v es una funcién de la forma

v(&,n) = F(&) +G(n)
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para dos funciones F' y G de clase C?. Luego u es solucién clésica de (4.1) en
R x Ry siy sélo si es de la forma

u(z,t) = F(x + ct) + G(z — ct) (4.6)

con F'y G de este tipo.
Para que una funcién u dada por (4.6) verifique las condiciones iniciales de
(4.4), es necesario y suficiente que se tenga

F() +Gla) = f() ¥ (@)~ G'(x) = ~g(a)

para todo x € R. De aqui se deduce que

Fla) =5 (1@ + o@) v 6 =3 (70 - Lot
v también que 1 .
Fla) = 310 + 3. [ sds+c.
Gla) = 3@~ 5 [ al)ds—c,

donde C' es una constante arbitraria. Por tanto, si u es solucién clasica de
(4.4), tenemos (4.5). Reciprocamente, si u estd dada por (4.5), es claro que u
es solucién clésica de (4.4).

Esto prueba el teorema. [ ]

Observacién 4.1 El problema (4.4) y su resolucién poseen una clara inter-
pretacién fisica. Pensemos por ejemplo en una cuerda “ideal” que ocupa toda
la recta. Conocemos para cada z € R la posicién u(x,0) y la velocidad de
desplazamiento vertical u;(x,0) en el instante inicial ¢ = 0. Entonces, en virtud
del resultado precedente, quedan determinadas, en todo instante posterior ¢ > 0
y para cada punto z € R, la posicién u(z,t) y la velocidad de desplazamiento
vertical w;(z, ).

Observacién 4.2 A la vista de (4.5), deducimos que la solucién de (4.4) de-
pende continuamente de los datos f y g en el sentido de la convergencia uniforme
sobre compactos de R x R;.. En efecto, si las f, g, fn, gn verifican

fifn € C*(R), g,9, € C'(R),

o=y gn—g

uniformemente sobre compactos en R, entonces las soluciones asociadas u,, y u
verifican

Un(z,t) — u(z,t)

= % (fo(z +ct) — f(x + ct) + fo(z —ct) — f(z — ct))

xr+ct
+ (gn(s) — g(s)) ds

2¢c r—ct

para (z,t) € R x R, y por tanto u, — u uniformemente en los compactos de

IR,X]R+.
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Observacién 4.3 Otra consecuencia de (4.5) es que la regularidad de la solu-
cién u estd determinada por la regularidad de los datos f y g. Més precisamente,
si k es un entero > 2, f € C¥(R) y g € C*1(R), entonces u € C*(R x Ry)
(en particular, u(-,t) € C*(R) y u¢(-,t) € C*~}(R) para cada t > 0). Esta
propiedad es exclusiva de la EDP de ondas unidimensional: para la EDP de
ondas en dimensién > 2 en espacio hay pérdida de regularidad para t > 0. Desde
el punto de vista préactico, esta propiedad explica que sea preferible propagar
ondas en medios aproximadamente unidimensionales, como ocurre por ejemplo
en el caso de la fibra éptica.

Observacién 4.4 La férmula (4.5) también indica el modo en que se propagan
las senales en el mundo fisico. Para entender el fenémeno, fijemos un punto
(z*,t*) con t* > 0. El valor de u en (z*,t*) depende exclusivamente de los
valores de f en los puntos x* — ct* y x* 4+ ct* y de los valores de g en los puntos
del intervalo de extremos x* — ct* y =* + c¢t*. Por esta razon, éste se conoce
como el intervalo de dependencia de (z*,t*) en el tiempo ¢t = 0. Por otra parte,
los valores de f y g en x* sélo influyen en los valores que va a tomar u en los
puntos (z,t) que verifican t > 0y «* — ¢t < x < 2* 4 ¢t. Por este motivo, el
conjunto de estos puntos se denomina cono de influencia de z*. A la vista de
estas afirmaciones, resulta claro que una senal modelada por (4.4) se propaga
sobre la recta real en ambas direcciones con velocidad c. El tiempo que necesita
para hacer llegar la informacién por ejemplo del origen al punto z* es |z*|/c.
Se dice por tanto que la EDP de ondas tiene la propiedad de propagacion con
velocidad finita.

4.3 El problema de Cauchy-Dirichlet

A continuacién, consideraremos el problema de Cauchy-Dirichlet para la EDP
de ondas unidimensional. Su formulacién es la que sigue:

Upt — gy = 0, (z,t) € (0,£) x Ry,
u(0,t) = a(t), u(f,t) = B(t), t>0, (4.7
u(z,0) = f(z), u(z,0) =g(z), z€][0,4.

Aqui, o, 8 : [0,+0) = Ry f,g:]0,£] — R son funciones dadas.

En (4.7) encontramos, aparte de la EDP de ondas, condiciones iniciales para
t = 0 (condiciones de Cauchy) y condiciones de contorno (de tipo Dirichlet)
para x = 0y x = ¥/, esto es, condiciones sobre la frontera lateral del abierto
(0,¢) x Ry. Esto explica la denominacién utilizada.

También suele llamarse a (4.7) el problema de la cuerda vibrante. La razén
es que la solucién u del mismo permite describir con precisién las vibraciones de
una cuerda eldstica de extremos situados en los puntos z = 0y = = ¢ (donde se
imponen los desplazamientos verticales o y 3, respectivamente), que “arranca”
de una situacién inicial determinada por f y g en el instante ¢ = 0.

En adelante, pondremos @ = (0,¢) x R..

) yge CH0,£]). Se

Definicién 4.3 Sean «, 8 € C*([0,+00)), f € C?([0,¢
(Q) que verifica

llama solucién cldsica de (4.7) a toda funcién u € C?

g (2, 1) — Pge(z,t) =0 Y(x,t) € Q,
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u(0,t) = a(t), wu(l,t)=p(t) Vt>0

u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(z) Vzel0,.

Obsérvese que, si existe solucién cldsica de (4.7), han de cumplirse necesa-
riamente las relaciones

{a(0)=f(0), a(0) =
B(0) = f(6), B(0)

Aqui y en lo que sigue, denotamos con los simbolos "y " (resp. ' y ) las
derivadas de las funciones dependientes de la variable ¢ (resp. x). Estas igual-
dades reciben el nombre de condiciones de compatibilidad.

En efecto, debemos tener por ejemplo que

(0), a(0) =c*f"(0),

g
g(0),  B(0) = c2f"(b). (4.8)

u(0,0) = lim u(0,t) = lim «(t) = «(0)

t—0+ t—0+

y también que

u(0,0) = lir(r)1+ u(z,0) = lir(r)1+ f(z) = f(0).

Esto prueba que a(0) = f(0). De modo andlogo se deducen las otras igualdades
de (4.8).

En este paragrafo, el resultado principal es el siguiente:

Teorema 4.2 Sean o, € C?%([0,4)), f € C*([0,4]) y g € C([0,4]) y
supongamos que se cumple (4.8). Entonces el correspondiente problema (4.7)
posee exactamente una solucion cldsica.

Demostracion: De nuevo este resultado admite varias demostraciones posibles.
Veamos en primer lugar que existe a lo més una solucién clésica de (4.7).
Para ello, bastara comprobar que si los datos «, 8, f y g son idénticamente cero
y u es solucién clésica, entonces u = 0.
Sea entonces u solucién clésica en estas circunstancias y pongamos

¢
E(t) = %/0 (ue(z,1)® + Pug(z,t)?) do Wt > 0. (4.9)

Entonces E € C([0,+00)), E(0) =0y

. 14
E(t) = /0 (Utt($7t)ut($,t) + CQuIt(x,t)uw(x,t)) dx

¢
02/0 (ugpus)s(z,t) do = [(umut)(x,t)];zé =0

para cada t > 0. Luego E = 0; esto prueba que u es constante en [0, £] X [0, +00)
y, por tanto, u = 0.

A continuacién, construiremos una funcién v : Q — R que verifica las condi-
clones iniciales y de contorno de (4.7) y es solucién generalizada de (4.1) en Q.
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Con ayuda de (4.8) probaremos que, ademds, u € C%(Q). Con ello quedars
demostrado el teorema.

Buscaremos u con la estructura (4.3), de manera que quede garantizado
automaticamente que w es solucién generalizada. Asi, bastard determinar fun-
ciones F' y G tales que se cumplan las condiciones iniciales y de contorno que
aparecen en (4.7). Obsérvese que F' y G han de estar definidas respectivamente
en [0,+00) y (—o0, £].

Determinemos en primer lugar los valores de estas funciones en [0, ¢]. Para
ello, basta tener en cuenta las condiciones iniciales. En efecto, para la funcién
u de (4.3), éstas se escriben como sigue:

F(z) +G(x) = f(z) vy F'(z) - G'(x) = %9(93)7 (4.10)

para x € [0,¢]. Como en la demostracién del teorema 4.1, esto conduce a las
expresiones

F(z) = %f(m) + 216/096 g(s)ds+C Vz €0,/ (4.11)
y
Glz) = %f(a:) _ %/0 g(s)ds—C Vae 0,4, (4.12)

donde C' es una constante arbitraria. -
Sea Q7 el conjunto de los puntos de @ que verifican 0 < z +ct < 'y
0 < x — ct < /. Pondremos

N =

z+ct
u(z,t) = = (f(x +ct) + flx —ct)) + —/ g(s)ds V(z,t) € Q7. (4.13)

2¢ —ct
Nétese que w coincide en Q)7 con la funcién que proporciona la férmula de
D’Alembert. Mas adelante daremos una explicacion a este hecho.
Determinemos a continuacién los valores de G en [—/,0]. Para ello, basta
tener en cuenta la condicién de contorno impuesta en (4.7) para x = 0. En
efecto, ésta se puede escribir en la forma

F(ct) + G(—ct) = at) Vi >0,

de donde 1
G(§) = a(—=€) = F(-€) V¢ € [-4,0]

Teniendo en cuenta que estos valores de F' son ya conocidos (salvo una constante
aditiva C'), se deduce que

1

-
G(§) = a(%é) - %f(—g) - 2—0/0 g(s)ds —C V¢ e [—£,0]. (4.14)

Sea ahora Q3 el conjunto de los (z,t) € @ que verifican 0 < z +ct < Ly
—¢ < x — ¢t < 0. Las igualdades (4.11) y (4.14) proporcionan los valores de u

en @Q5:

u(e,t) = alt = 2)+ 5 (flz +et) — f(~( — )
x+ct (415)

+ i g(s)dsV(z,t) € Q5.
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De modo anélogo, podriamos ahora determinar los valores de F(£) para
¢ € [¢,2{4]. Para ello, recurrirfamos a la condicién de contorno impuesta para
x = {. A continuacién, obtendriamos la expresién de u en el conjunto Q% de los
puntos (z,t) € Q que verifican £ <z +ct <20y 0 <z —ct </, etc.

Resulta claro que es posible de esta manera determinar los valores de u en
todo el rectdngulo cerrado Q.

Por construccidn, u es solucién generalizada de (4.1) y verifica las condiciones
iniciales y de contorno que deseamos. Lo tnico que queda comprobar es que
u € C%(Q). Para ello, como hemos dicho antes, utilizaremos (4.8).

Gracias a (4.13), dado que f € C2([0,4]) y g € C*([0,]), la funcién u es de
clase C? en Q%. Andlogamente, gracias a (4.15), la funcién u es de clase C2 en
Q3. Veamos que la funcién definida en Q7 U Q% a partir de (4.13) y (4.15) es
dos veces continuamente diferenciable en todo punto (x*,t*) con z* — ¢t* = 0,
0<az* </

En primer lugar, veamos que u es continua en uno cualquiera de estos puntos.
Basta comprobar que

lim u(x, t) = u(x™, t*). 4.16
(z,t) = (z*,t*),(z,t)€Qy ( ) ( ) ( )

Esto es consecuencia de la primera de las relaciones (4.8). En efecto, el limite
que aparece en la izquierda de (4.16) vale

" +ct™
(" e+ SO+ [ als)as

DN =

y, por otra parte,

1 1 z*+ct*
u(z*, %) :a(O)Jri(f(x*Jrct*)ff(O))Jr2fc/ g(s)ds.
0
Dado que a(0) = f(0), tenemos (4.16). De manera anédloga puede comprobarse
que las derivadas primeras y segundas de u son continuas en estos puntos. Por
ejemplo, tenemos que

lim Uge (T, 1) = Ugg (2™, 7), 4.17
(z,t) = (z*,t*),(z,t)€Q] (z,2) ( ) ( )

gracias a las tres primeras igualdades de (4.8).

Asi, la funcién construida es de clase C? en Q7 U Q5. De forma similar
podemos proceder con los conjuntos Q7 y (3. Para ello, se utilizan de manera
esencial las tres ultimas relaciones de (4.8), etc.

Con un argumento de induccién adecuado, podemos deducir que u es dos
veces continuamente diferenciable en todo el rectdngulo Q = [0,¢] x Ry. Asf
conseguimos demostrar el teorema. ]

Observacion 4.5 En virtud de la demostracién que precede, cualesquiera que
sean las funciones «, 3 € C°([0,+00)) v f,g € C°(][0,4]), podemos asociar a
éstas una solucién generalizada de (4.1) en @ que, si es suficientemente regular,
es la tinica solucién clésica de (4.7). Veremos mas adelante que hay otras formas
de construir u.
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Observacion 4.6 El argumento que ha servido para probar la unicidad de
solucién, ligeramente modificado, también permite demostrar que u depende
continuamente de los datos del problema. Por otra parte, también es posible
demostrar que si a, 8, f y g son mas regulares y verifican condiciones de com-
patibilidad adicionales, la soluciéon u es mas regular.

Observacién 4.7 Fijado un punto (z*,t*), de nuevo puede identificarse el con-
junto de los puntos de Q cont = 0, z = 0 6 & = £ donde hay que evaluar los datos
a, B, f v g para conocer u(z*,t*). Por ejemplo, a la vista de la igualdad (4.13),
estd claro que, si (z*,t*) € @7, la cantidad u(z*,t*) es independiente de los
datos de contorno « y 8. Esto vuelve a indicar que la velocidad de propagacién
de la informacién es finita: dado z* € (0, £), hasta un tiempo ¢ suficientemente

grande, ni a ni § influyen los valores que toma w para x = z*. Queda asi
explicado que, en @Q7F, la expresién de u coincida con la que proporciona (4.5).

Observacién 4.8 Supongamos que las funciones oy 3 son idénticamente nulas
y que se cumplen las relaciones (4.8). Sean f y g las prolongaciones impares
y periddicas de periodo ¢ de las funciones f y g, respectivamente. Entonces
la solucién clésica de (4.7) coincide con la solucién clésica del problema (4.4)
asociado a f vy g. En otras palabras, en este caso tenemos:

1 N - 1 x+ct o
u(z,t) = = (f(x +ct) + f(z — ct)) + —/ g(s)ds Y(z,t) € Q.
2 2¢ T—ct
Observacién 4.9 Es posible formular y resolver problemas similares a (4.7) con
otras condiciones de contorno. Por ejemplo, tiene perfecto sentido considerar el
sistema

Upt — gy = 0, (z,t) € (0,£) x Ry,
uz(0,t) = p(t), ur(€,t) =q(t), t€Ry, (4.18)
U(J),O) = f(x)a ut(x70) = 9(33)7 T e [076]7

donde f y g son como antes y p,q € C'([0,+00)). Ahora, decimos que las
condiciones de contorno son de tipo Neumann. Se trata por tanto de un problema
de Cauchy-Neumann para la EDP de ondas unidimensional. Es claro cudl debe
ser el concepto de solucién clésica de (4.18). En este caso, las condiciones de
compatibilidad (de nuevo necesarias para la existencia de solucién cldsica) son
las siguientes:

{20 =10 30 =00, (w19)

q(0) = f'(6), 4(0) = g'(0). '

Con argumentos de la misma naturaleza que los que preceden, es posible cons-
truir una solucién generalizada de (4.1) en @ que coincide cuando los datos
verifican (4.19) con la dnica solucién cldsica de (4.18).

4.4 La ecuacion de ondas no homogénea

En este paragrafo, consideraremos el problema de Cauchy para la EDP de ondas
no homogénea

Uy — gy = h(2,t), (z,t) € R x Ry,
{ u(x’()) = f(.’L‘), ut(a?,O) = g(x), r €R,

donde h:Rx Ry — R, f:R—Ryg: R~ R son dadas.

(4.20)
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Definicién 4.4 Sean h € C°(R x Ry), f € C*(R) y g € C'(R). Se llama
solucion cldsica de (4.20) a toda funcién u € C*(R x Ry.) que verifica

gt (2,1) — gy (w,t) = hz,t) Y(z,t) € R x Ry

u(z,0) = f(z), w(x,0)=g(z) VzeR.

Obviamente, para resolver (4.20), basta hallar la solucién en dos casos par-
ticulares: el problema andlogo con h = 0 (que ya sabemos resolver, gracias al
teorema 4.1) y el problema anélogo con f =0y g = 0. Por tanto, podemos al
menos de momento restringirnos a la situacién siguiente:

{ Uy — gy = h(z,t), (x,t) € R x Ry, (4.21)

u(z,0) =0, u(z,0) =0, zelR.

Definicién 4.5 Para cada t > 0, designaremos F(t) la aplicacion lineal que a
cada g € C*(R) asocia la funcién v(-,t) € C1(R), donde v es la unica solucién
cldsica del problema de Cauchy

{ 'Utt_czvza::()a (.%‘,t) € R xRy, (4 22)

v(z,0) =0, ve(z,0) =g(z), x=€R.

Gracias al teorema 4.1, la aplicacién F(t) estd bien definida para cada t > 0.
Ademds, en virtud de (4.5), tenemos para cada t > 0 y cada g € C*(R) que

x+ct
(F(t)g) (@) 1/ g()de VreR. (4.23)

2¢ Jo—et

El resultado principal de esta seccién se conoce como principio de Duhamel
para la EDP de ondas. Dice lo siguiente:

Teorema 4.3 Sea h € CY(R x Ry ). Entonces el problema (4.21) posee ezac-
tamente una solucion cldsica u, dada por la férmula siguiente:

u(z, ) :/0 (Ft—)h(s) (x)ds V(o,t) eRx Ry,  (4.24)

Demostracién: A la vista de (4.23), la férmula (4.24) quiere decir que

t z+c(t—s)
u(x,t):%/o (/ " h(g,s)dg> ds Y(ot) ER xRy  (4.25)

—c(t—s)

Que existe a lo mds una solucién cldsica de (4.21) es evidente. Veamos que
la funcién u que proporciona (4.25) lo es.
Es f4cil comprobar que u € C%2(R x R4) y que u(x,0) = 0. Ademas,

ug(z,t) = %/0 (h(z+c(t —s),s) + h(x —c(t — s),s)) ds

ug(z,t) = h(z,t) + g/o (he(z +c(t —s),8) — ha(x —c(t —s),s)) ds
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para cada (x,t) € R x R. Por otra parte,

1

ux(xat) = 270

/0 (h(x +c(t —s),8) — h(x —c(t — s),s)) ds

Uy (T, 1) = 2%2/0 (he(x+c(t —s),8) — hy(x — c(t — s),s)) ds

para (x,t) € R x Ry. Luego ui(x,0) =0y uy(z,t) = h(z,t) + Puge(x,t).
Esto prueba que u es solucién cldsica de (4.21). ]

Observacion 4.10 El teorema precedente permite establecer una importante
relacién entre la solucién del problema (4.22) y la solucién del problema (4.21).
Se trata por tanto de un resultado similar al que proporciona el método de
Lagrange de variacion de la constante para la determinacion de las soluciones
de una EDO lineal. El papel que juega en este marco la matriz fundamental es
desempenado aqui por la familia de operadores {F(t)};>0. Existen numerosas
versiones de este principio para otras EDPs. De hecho, volveremos sobre el
mismo en el tema siguiente, cuando hablemos de la EDP del calor.

Una consecuencia inmediata del teorema 4.3 es la siguiente:

Corolario 4.1 Supongamos que h € C*(R x Ry), f € C*(R) y g € C*(R).
Entonces el problema (4.20) posee exactamente una solucidn cldsica u, dada por
la formula siguiente:

x+ct
u(e,t) = 5 (Flatet) + fla—ct) + 5 [ gls)ds

—ct

1 t z+c(t—s)
¥ (/ h(g, ) dg) ds  Y(z,t) € R x Ry.

2c 0 —c(t—s)

(4.26)

Observacion 4.11 La hipétesis impuesta a h es poco natural. En efecto, es-
tamos buscando una solucién clasica de la EDP de ondas. Por tanto, serian
mas adecuados resultados similares al teorema 4.3 y al corolario 4.1 para h €
C°(R x Ry). De hecho, debilitando adecuadamente el concepto de solucién,
esto es posible, aunque queda fuera del objetivo y posibilidades de este curso.

Observacion 4.12 Una vez maés, pueden hacerse consideraciones sobre la de-
pendencia continua, la regularidad de u, los conjuntos de dependencia, etc.
andlogas a las de los pardgrafos precedentes. En particular, fijado (z*,t*) €
R x Ry, la cantidad u(z*,t*) depende exclusivamente de los valores de f en
¥ + ct* y x* — ct*, de los valores de g en el intervalo que tiene estos puntos
como extremos y de los valores de h en los puntos (x,t) con 0 < ¢ < t*y x en
el intervalo de extremos z* + ¢t y z* — ct. Se llama a este conjunto cono de
dependencia de (z*,t*).
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Tema 5

El método de separacién de
variables. La ecuacion del
calor unidimensional

Este tema estd dedicado al método de separacion de variables. Se trata de uno
de los pocos métodos que permiten calcular explicitamente las soluciones de
una EDP. Como veremos, se aplica solo a una clase muy particular de EDPs de
segundo orden lineales. Pero sera 1til en el marco que nos ocupa, por ejemplo
cuando hablemos de la EDP del calor unidimensional.

5.1 Descripcion del método
Supongamos que estamos en presencia de una EDP de la forma
a1 (T) Uz + az(@)uz + b1(y)uyy + ba(y)uy + (as(z) + b3(y))u =0, (5.1)

complementada con condiciones adecuadas. La idea de este método es la si-
guiente:

1. Buscar soluciones de la EDP que sean de la forma X (x) Y (y) (esto es, con
variables separadas) y satisfagan algunas de las condiciones adicionales.
Gracias a la estructura de la EDP, es posible en muchos casos determinar
las funciones X e Y resolviendo problemas de valores propios para EDOs
adecuadas.!

2. Buscar una soluciéon del problema completo como suma de una serie de
funciones como las precedentes.

Generalmente, tras célculos adecuados, se llega a una solucion formal (o
candidata a solucién). En una etapa adicional, deberemos después comprobar
que la funcién encontrada es realmente la solucién que andamos buscando.

1Es decir, problemas en los que las incégnitas son una solucién no trivial de una EDO (una
autofuncién) y un pardmetro (el autovalor asociado). Esto serd precisado més adelante.

69
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Para una mejor comprensién, aplicaremos a continuacién el método en un
caso ya conocido y relativamente sencillo. Asi, sea @ = (0,1) x R4 y conside-
remos el problema de Cauchy-Dirichlet para la EDP de ondas unidimensional

Ugp — Ugg = 0, (I,t) € (Oa 1) X R-‘m
u(0,t) =u(1,t) =0,
u(z,0) = ug(x), ug(z,0) =0, z€]0,4,

~
m
=

T

(5.2)

donde ug € C?([0,1]).

ETAPA 1: En primer lugar, buscaremos soluciones u € C?(Q) no triviales del
problema

{ Upt — Ugg = 0, (x,t) € (0,1) x Ry, (5.3)
u(0,t) =u(l,t) =0, teRy, ’

que tengan las variables separadas, es decir, que tengan la forma
u(z,t) = X (x) T(t).

Olvidaremos por tanto de momento las condiciones iniciales.

Obsérvese que el conjunto de todas estas soluciones es un subespacio vectorial
de C?%(Q). Esto explica que pretendamos después encontrar la solucién de (5.2)
como suma de una serie formada por soluciones de (5.3).

Siu = X (x)T(t) es solucién de (5.3), entonces X” T = X T Si suponemos
que X # 0y T # 0, entonces

"
AR (5.4)

X T
para alguna constante \.

Para conseguir que u cumpla las condiciones de contorno, bastard imponer
X (0) = X(1) = 0. Por tanto, resulta natural buscar constantes A\ y funciones
X = X (x) no idénticamente nulas que verifiquen

" —
{ X"+ AX =0, z € (0,1), (5.5)

X(0) = X(1) =0

Esto es un problema de autovalores y autofunciones para una EDO; proble-
mas de este tipo y mas generales apareceran y seran analizados en el tema 6.

No es dificil comprobar que las tinicas soluciones no triviales de (5.5) son los
pares (A, X,), con

Ay =027, X, (z) = Cpsen (nmx) Vo €[0,1], n>1 (5.6)

(las C,, son constantes arbitrarias).
Para determinar las correpondientes funciones T = T'(t), usaremos (5.4) con
A = \,. Esto conduce a la EDO

T+ n’7*T =0,
que tiene las soluciones

T, (t) = A, cos (nmt) + By sen (nwt) Vit > 0. (5.7)
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Con ayuda de (5.6) y (5.7), obtenemos las soluciones de (5.3) que anddbamos
buscando:

un(z,t) = (A, cos (nmt) + By sen (nt)) sen (nwx) V(z,t) € Q, (5.8)

donde hemos cambiado las constantes A, C,, y B, C,, respectivamente por A,, y
B,.

ETapA 2: Cualquier combinacién lineal finita formada con las w, es de nuevo
solucién de (5.3). Por tanto, tiene perfecto sentido buscar la solucién de (5.2)
como suma de la serie

u(z,t) = Z (A, cos (nmt) + By, sen (n7t)) sen (nma) (5.9)

n>1

(que debera converger en un sentido apropiado).

Admitamos de momento que esta serie converge uniformemente e incluso
puede ser derivada hasta dos veces respecto de x y respecto de ¢ término a
término.? Entonces, para poder asegurar que la funcién u definida en (5.9) es
solucién de (5.2), basta imponer a la misma las condiciones iniciales

u(z,0) = ug(x), u(z,0)=0 Vzel0,1]. (5.10)
En primer lugar, observamos que

ug(x,t) = Z (=nm Ay, sen (nrt) + nw By, cos (nwt)) sen (nwx)
n>1

para cada (x,t). Luego

ug(z,0) = Z nB,, sen (nmx)

n>1

para cada x y la segunda condicién inicial de (5.10) nos dice que necesariamente
B, = 0 para todo n > 1. En consecuencia, la funcién buscada es de la forma

u(z,t) = Z Ay, cos (nmt) sen (nmx). (5.11)

n>1

Para la determinacion de los A,,, haremos uso de la primera condicién inicial
de (5.10). Asi, debemos tener

up(x) = Z Ay sen (nmx) V€ [0,1]. (5.12)

n>1

Las funciones sen (nmz) son linealmente independientes. Por tanto, si ug
es una combinacién lineal finita de ellas, entonces es claro que los A, estdn
univocamente determinados por (5.12). Pero naturalmente estamos interesados
en resolver casos de mucha mayor generalidad.

2Dicho de otro modo, admitamos que cada una de las series formadas por una derivada
de orden < 2 de las uy, también converge uniformemente y lo hace hacia la correspondiente
derivada de u.
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En cualquier caso, si existen, los A4,, deben coincidir con los coeficientes del
desarrollo de wug en serie de Fourier “con senos” en el intervalo [0,1]. Esto es
consecuencia de que ug € L?(0,1) y las funciones sen (n7z) forman un sistema
ortogonal en L?(0,1).

En efecto, si se tuviera (5.12), podriamos multiplicar escalarmente ambos
miembros de (5.12) por la funcién sen (mmzx) y deducir que

1 1
1
/ ug(x) sen (mmx) de = Z A, / sen (nwz) sen (mmz) de = §Am.
0 0

n>1

Dado que m > 1 es aqui arbitrario vemos que, si existen, los A, coinciden
efectivamente con los coeficientes indicados:

1
A, = 2/ uo(x) sen (nmzx)dx Vn > 1. (5.13)
0

Este procedimiento conduce pues a una candidata a solucion.

Observacién 5.1 Ya sabemos que, para que exista solucién clasica de (5.2),
la funcién ug y sus derivadas primeras y segundas deben verificar ciertas condi-
ciones de compatibilidad. Por tanto, no siempre vamos a poder encontrar unos
A, tales que la correspondiente u es una verdadera solucién. Lo que proporciona
el método de separacién de variables para (5.2) es, en principio, una solucion
generalizada que tiene la propiedad de coincidir con la tnica solucién clasica
caso de que ésta exista.

Ejemplo 5.1 Supongamos que en (5.2) la funcién ug estd dada por
wo(z) =z(1—z) Vxel0,1].

Entonces no existe solucién cldsica (compruébese que no se verifican las condi-
ciones (4.8) del tema precedente). Razonando como antes, encontramos que la
candidata a solucién a la que conduce el método es

u(z,t) = % Z # cos (nmt) sen (nmx) V(x,t) € Q.
n>1

Esta serie se puede sumar explicitamente en cada una de las regiones @7, @5,. ..
que determinan en el rectdngulo @ las rectas # £t = 0,41, +2,... (véase el
tema 4 para mds detalles). Una vez calculada la suma de la serie, no es dificil
comprobar que w es la solucidon generalizada de la EDP de ondas que puede
construirse como en la demostracién del teorema 4.2.

5.2 Algunos resultados de convergencia

Para poder aplicar correctamente el método de separacién de variables a diver-
sas EDPs, sera preciso utilizar algunos conceptos y resultados de convergencia
ligados a las series de Fourier; para més detalles, véase por ejemplo [4, 7, 14, 16].

Las series de Fourier parecen haber sido introducidas por J. Bernouilli y
L. Euler en el contexto del problema de la cuerda vibrante; ver el tema 4.
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Deben su nombre no obstante a J. Fourier, que las utilizé para el andlisis de
problemas de difusion del calor.
El resultado de base es que

1 1 1
{— cosx, cos 2z, . senx, — sen 2z, ...} (5.14)

f\f VT CyE

es una base ortonormal del espacio de Hilbert L?(—7, 7). Esto quiere decir que
estas funciones son ortonormales para el producto escalar en L?(—7,7) y que
generan todo L?(—,7), esto es, que las combinaciones lineales finitas a las que
dan lugar constituyen un subespacio denso de L?(—m, 7).

Por tanto, dada f € L?(—m, ), si ponemos

1 ™
an = — f(&)cosnEd, Yn>0 (5.15)

y L
by = — f(&)senn&dé Vn > 1, (5.16)

u —T

la serie a

50 + Z (ancosnzx + bysennx) (5.17)

n>1

converge en L?(—m,7) hacia f. En otras palabras, si introducimos las sumas
parciales

Sm(x) = ?O ; anpcosnz + b, sinnz) Vo € [—7, 7],
entonces -
lim |f(2) = spm(x)]* dz = 0.
m—o0

—T

Se dice que (5.17) es la serie de Fourier de f en (—m, ).

Observacién 5.2 La convergencia en L?(—m, ) de las s, hacia f implica la
convergencia de al menos una subsucesién en casi todo punto = € (—m, 7) hacia
f(x). Pero esto no quiere decir ni mucho menos que s, converja puntualmente
a f. De hecho, es relativamente facil que esto no ocurra; para mas detalles,
véase [4, 16].

El procedimiento que permite determinar la serie de Fourier asociada a f
consiste por tanto en calcular los coeficientes ay, y by, a partir de (5.15) y (5.16)
y luego sumar la serie (5.17). Se suele escribir que

fr~2 g Z (ancosnx + by sinnz) en (—m,m). (5.18)

Miés generalmente, supongamos dado un intervalo compacto [a, b], con a < b.
En virtud del cambio de variable
27 b+a
s— ,
b—a b—a

xr=
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es posible determinar a partir de (5.14) una base ortonormal de L?(a,b). Se
trata de la siguiente:

{\/bl_—a,\/‘bf_iacos (n(%—ﬂ)),\/‘%sen (n(%—w>)}

En otras palabras, dada f € L?(a,b), si ponemos

Ay, = b2a/bf(a)cos (n (w —W)) do Vn>0 (5.19)

B, = bza /bf(a)sen (n (w —7T>> do Vn>1, (5.20)

entonces la serie

A0 3 (Aveos (n (252 7)) 4 Busen (n (52 7)) Ga21)

n>1

converge en L?(a,b) hacia f.
Recordemos que, en todos los casos, se da la identidad de Parseval, que nos
dice lo siguiente:

2 /blf(0)2d0 45 +3 (A2 +B2) (5.22)
b—a J, 2 " nre '
n>1
Consideremos el caso particular en que [a,b] = [—¢,¢], con £ > 0. Entonces

(5.19), (5.20) y (5.21) se escriben como sigue:

A, = 2/4 f(o)cos (?) do Vn >0, (5.23)
—t
B, = 2/4 f(o)sen (%) do Vn>1 (5.24)
—t
y
% + Tgl (An cos (?) + B, sen (%)) . (5.25)

Si f es una funcién par, esto es, si f(—s) = f(s), entonces los coeficientes
B,, asociados son todos nulos y, en consecuencia, obtenemos un desarrollo de
Fourier que contiene exclusivamente “cosenos”. Andlogamente, si f es impar, es
decir, si se tiene que f(—s) = —f(s), entonces todos los A,, = 0 y el desarrollo
obtenido sélo posee “senos”.

Razonaremos ahora del modo siguiente. Sea f € L?(0,¢) dada y sea fpar
(resp. fimpar) la prolongacién par (resp. impar) de f a todo el intervalo (—¢, ¢).
De acuerdo con lo que precede, fpar (resp. fimpar) POsee un desarrollo de Fourier
en (—£,¢) que contiene sélo “cosenos” (resp. “senos”). Particularizando a (0, ¢),
obtenemos de este modo dos nuevos desarrollos de Fourier de f en este intervalo:

Aj « . (nTs
f~ 70 + T;An Cos (7) en (0,¢) (5.26)
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con

2 [t nmwo
F=— —_— > .
Al 8/0 f(a)cos( 7 )dg Vn >0 (5.27)
Y nms
f~ ZBn sen (7) en (0,¢) (5.28)
n>1
con
B =2 Zf() (*77) do vn=1 (5.29)
=7, o)sen (= o Vn>1 :
Diremos que (5.26) (resp. (5.28)) es el desarrollo par (resp. impar) de f en
(0, ).

En particular, las afirmaciones precedentes muestran que

{\/gsen (?),\/gsen (27;8>,}

son sistemas ortonormales completos en L2(0, £).

Volvamos a considerar el caso general de un intervalo compacto arbitrario
[a,b]. En el resultado siguiente, presentamos un criterio que garantiza la con-
vergencia absoluta y uniforme del desarrollo determinado por (5.19)—(5.21).

Teorema 5.1 Sea f € C%([a,b]) y supongamos que f(a) = f(b) y que existe
g € L%(a,b) tal que

f(s)=fla)+ /sg(a) do Vs € [a,bl. (5.30)

Entonces la serie de Fourier (5.21) converge absoluta y uniformemente a f en
[a,b].

Demostracién: Veamos que (5.21) converge absoluta y uniformemente en
[a,b]. En tal caso, debe hacerlo hacia f (pues la convergencia absoluta y uni-
forme en [a, b] implica la convergencia en L?(a,b)).

En virtud del criterio M de Weierstrass, teniendo en cuenta que

‘An cos (n (w — w)) + By sen (n (w — w))’ <|A,| + |Bnl,

a

vemos que basta probar que
> (JAnl + |Byl) < +oc. (5.31)
n>1

Para ello, utilizaremos los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de
la funcién g que aparece en (5.30).
Maés precisamente, sean

Al = bEa/j g(o) cos (n (w —77)) do ¥n >0 (5.32)
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y
2 s
Bl = z / g(o) sen (n (W — w)) do Vn>1. (5.33)
—a) .
Gracias a la identidad de Parseval, sabemos que
> (AL +1B)?) < +o0. (5.34)
n>1

Por otra parte, en las condiciones del teorema, tenemos para n > 1 que

A=y 2 [ )08 (0 (=250 7)) o
= b2a/: (f(a)—l—/jg(f)df) cos (n(%;a)—w)) do
:bga/ab (/:g(f)df) cos (n(%—ﬂ')) do.

Aplicando el teorema de Fubini en esta tltima integral iterada, obtenemos:

A, = bia/ab (/:cos (n(%—w)) da) g(&) d¢
o=b

= bfa/ab [bQ;r? sen (n (w —W)>] 9(§) d¢

o=t
- L bg(ﬁ)sen (n'<g%§§§9"'”)> dg

™ J,

b—a _,

2mn ™

Asi pues,
(b—a)

2
s+ B2 (5.35)

b—a
Al = B | <
[Aul = 5—1B; <

para cada n > 1.
De forma andloga, usando que f(a) = f(b) y por tanto

/:gw) do =0,

B, =2"%
2mn "

se prueba que

Deducimos entonces que

(b—a)
m2n2

b—a I 2 /2

Finalmente, de (5.35), (5.36) y (5.34), resulta (5.31). Esto termina la de-
mostracién. [ |
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Observacion 5.3 En el teorema precedente, lo que estamos imponiendo a f es
lo siguiente:

feHa,b), fla) = f(b).

Maés generalmente, toda condicién sobre f que haga que los coeficientes A,, y
B,, cumplan (5.31) implica la convergencia absoluta y uniforme del desarrollo
en serie de Fourier. Para mds detalles, véase [4, 16, 19].

Como consecuencia del teorema 5.1, tenemos también el resultado siguiente:

Teorema 5.2 Sea f € C°([0,/]) y supongamos que existe g € L?(0,¢) tal que

S
f(s) = f(0) +/ g(o)do Vs €|0,4]. (5.37)
0
Entonces se tienen las siguientes propiedades de convergencia:

e FEl desarrollo par (5.26) de f converge absoluta y uniformemente en [0, £].

e Si f(0) = f(€) = 0, el desarrollo impar (5.28) de f converge absoluta y
uniformemente en [0, £].

Demostracion: Este resultado es una sencilla consecuencia del teorema 5.1.

En efecto, supongamos que f € C°([0,¢]) y se tiene (5.37). Entonces la
prolongacién par fpar de f estd en las condiciones del teorema 5.1, con a =
—L¢ y b = {. Por tanto, su desarrollo en serie de Fourier converge absoluta y
uniformemente en [—/, ¢]. Evidentemente, esto prueba la convergencia absoluta
y uniforme de (5.26) hacia f en [0, £].

Supongamos ahora que, ademds, f(0) = f(¢) = 0. Entonces también pode-
mos aplicar el teorema 5.1 a la prolongacién impar fimpar ¥, como antes, se
deduce la convergencia absoluta y uniforme de (5.28). u

Observacién 5.4 En ocasiones son ttiles las propiedades siguientes. Sea {¢,, }
una sucesiéon de funciones de C°([a,b]) y supongamos que existen constantes
M, tales que

lon(z)| < M,, Vz €a,b], ¥Yn>1,

con Y -, M, < 4oo. Para cada = € [a,b], sea f(z) =), -, ¢n(z). Entonces
f i ]a,b] = R esta bien definida, es continua y en la suma precedente hay
convergencia absoluta y uniforme en [a,b]. Si, ademds, las ¢, € C([a,b]) vy
existen nuevas constantes M/, tales que

loh (z)] < M, Yz € [a,b], Yn>1

con » <, M) < 400, entonces f es continuamente diferenciable y se tiene
f(x) =3, ¢n(x) en [a,b], de nuevo con convergencia absoluta y uniforme.
Estas propiedades son también validas para funciones de varias variables, por
ejemplo en cerrados de la forma Q = [0, /] x [0, +00). Asi, si las u, € C°(Q),
tenemos que |u,| < M, en Q con Y ., M, < 4oco y ponemos u(z,t) =
31 un(z,t) para cada (z,t) € Q, entonces u : @ — R estd bien definida
y es continua y en la serie que precede hay convergencia absoluta y uniforme

en Q.
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5.3 Aplicacién a la ecuacion del calor unidimen-
sional

El resto de este tema estd dedicado a la EDP del calor unidimensional
Ut — Uz = F)

donde F' = F(z,t) es una funcién dada. M4s precisamente, aplicaremos los
resultados que preceden a la resolucién del problema mixto de Cauchy-Dirichlet:

Uy — Uge = F(x,t), (x,t) € (0,£) x (0,7),
u(0,t) =u(l,t) =0, te(0,T), (5.38)
u(xz,0) = up(x), x € 10,4,
donde los datos ug y F verifican propiedades adecuadas (recuérdese el problema
(1.16) formulado en el tema 1 para la situacién N-dimensional andloga).

Supondremos en primer lugar que F(z,t) = 0. El problema es entonces el
siguiente:

Up — Ugg = 0, (z,t) € (0,£) x (0,4+00),
u(0,t) =u(l,t) =0, te(0,+00), (5.39)
U(l’,O) = u()(‘r)v x € [076]7

En el resto de este tema pondremos @ = (0, ) x (0, +00) y Q1 = (0,£)x(0,T)
para cada T > 0.

Definicién 5.1 Seauy € C°([0,4]). Se dice queu : Q — R es solucion (cldsica)
de (5.39) si u € C°(Q), las funciones ug, uyz, uze € C°([0,4] x [a,+00))) para
cada a > 0,

us(x,t) — uge(x,t) =0 V(z,t) € Q, (5.40)

w(0,t) =u(l,t) =0 YVt >0 y u(x,0) =wug(x) Vze]l0,. (5.41)
Evidentemente, si existe solucién de (5.39), necesariamente
uo(0) = ug(¢) = 0. (5.42)

Veremos a continuacién que, bajo condiciones un poco mas exigentes que éstas,
existe una tnica solucién de (5.39).

Teorema 5.3 Seaug € C°([0,4]) una funcién dada. Supongamos que se cumple
(5.42) y que existe una funcion uy € L%(0,¢) tal que

o) = /0 Cw(©)de Vo e (0,4, (5.43)

Entonces existe una inica solucion u del problema (5.39). Ademds, u verifica

li 1) — =0 5.44
t_l)r(gg flu(-,t) U0||L2(o,e) ( )

y la propiedad de reqularidad siguiente:

u € C*([0,4] x [a,4+00)) Va>0. (5.45)
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Demostracién: Probaremos en primer lugar que (5.39) posee al menos una
solucién.

De acuerdo con el método de separacion de variables, buscaremos una solu-
cién de la forma

u(z,t) = Z ane ™/ O%tsen (nmx/l), (5.46)

n>1

donde las a,, estan dadas por

2 e
an = Z/ ug (&) sen (nm€ /) d§  Vn > 1. (5.47)
0

Veamos que la funcién u determinada por (5.46) es solucién de (5.39).

En primer lugar, veremos que la serie que aparece en (5.46) converge absoluta
y uniformemente en Q. Esto es inmediato: en efecto, las serie de los valores
absolutos estda mayorada por

Z |an| |sen (nrx)l)]

n>1

y esta serie converge uniformememte en [0, ¢] por el teorema 5.2 y (5.43).
Para ello, en virtud del criterio de Weierstrass, basta demostrar que

> Jan| < +oo. (5.48)

n>1

Esto se puede conseguir razonando como en la demostracién del teorema 5.1.
En efecto, para cada n, sea b/, el n-ésimo coeficiente de Fourier del desarrollo
en cosenos de la funcién uy en (0, £), esto es:

-
" g()

u1(€) cos (nw& /L) dE.
Entonces, por la identidad de Parseval,

D Y < +oc. (5.49)

n>1

Por otra parte,

¢
an, = %/ uo(o) sen (nmwo /L) do
0

_ % /0 ‘ ( /0 " (©) dg) sen (nwo /0) do
2

¢
= ; w1 (o) cos (nwo /€) do

= ib/

nmw n:

Asi pues,
1
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Evidentemente, de (5.49) y (5.50), obtenemos (5.48).

De la convergencia absoluta y uniforme precedente, se deduce que la funcién
u : Q — R determinada por (5.48) estd bien definida y es continua. Ademds, la
serie converge puntualmente en @ y, en particular, tenemos (5.41).

Veamos a continuacion que, fijados a > 0 y los enteros aq, s > 0, la serie

aa1+a2

—— (ane "9 sen (na/0) (5.51)
anpe sen (nmax .
= Ox1 Ote2 ( )

converge absoluta y uniformemente en [0, ] x [a, +00).
En efecto, sean a, a; y as dados. Dado que a,, — 0, existe una constante
K > 0 tal que
lan] < K ¥n > 1.

Por otra parte, existe C'(a1,a2) > 0 tal que

’ aa1+a2

Oze1 9tz (e*(mr/é)%sen (mrx/é)) ‘ < C(ou, a2) poat2az g—(nm/0)%
€T 1

para todo n > 1. Pero en [0, /] X [a, +00) tenemos esta tltima cantidad acotada

por

C(Oél, 042) no¢1+2a267(n7r/€)2a

Por tanto, tenemos que

>

n>1

oo +ag
an Ox1 Otz

(e_("”/é)ztsen (mrx/ﬁ)) ‘

< KC(Oél, 042) Z na1+2a2€—(n7r/Z)2a.

n>1

Teniendo en cuenta que esta 1ltima serie converge, deducimos que, efectiva-
mente, (5.51) converge absoluta y uniformemente en [0, ] x [a,+00).

Dado que a1 y a3 son arbitrarios, obtenemos que la funcién u posee derivadas
de orden arbitrario en [0, £] x [a, +00) para cada a > 0 y en consecuencia verifica
la propiedad de regularidad (5.45).

Ademaés, las propiedades de convergencia precedentes muestran que la serie
puede derivarse término a término en (). Por tanto, también tenemos (5.40).

Finalmente, veamos que se tiene (5.44). Podemos suponer uy # 0. Sea
entonces € > 0. Probemos que existe 7 > 0 (dependiente de ug y €) tal que, si
0 <t < 7, entonces

(-, £) = ol < <. (5.52)

Teniendo en cuenta (5.46) y que los a, son los coeficientes del desarrollo
impar de ug en (0,¢), tenemos que

—(nmT 2 2
(s t) = o220,y = Y (1= € 0%) fan 2 (5.53)

n>1

Existe ng > 1 (dependiente de ug y €) tal que

Y el <t (5.54)
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Por otra parte, existe 7 > 0 (que depende sé6lo de ug, ng y €) tal que, si0 <t < 7,
se tiene

—(nw/0)? 2 € —
max (1 — e~ (/0 t) < 3 ||u0||L22(075). (5.55)

1<n<ng

Combinando (5.53), (5.54) y (5.55), deducimos que

flu(-,t) — U0||2L2(o,o

70 2 2
_ Z (1 _ e—(m/e)%) lan|? + Z (1 _ e—(m/z)%) a2
n=1

n>no+1
€ o
< = ol 2 S lanl?+ Y fanf?
n=1 n>nop+1
<e.

Esto prueba lo que queriamos. Por tanto, también tenemos (5.44).
Veamos ahora que la solucién construida es unica. Asi, sea v otra solucién
de (5.39) y pongamos w =u— vy

1 f
E(t) = 5/0 |w(z,t)*de ¥Vt > 0.

Entonces E es continua en [0,4+00). Ademds, gracias a las propiedades satis-
fechas por u y v, es claro que F(0) =0y que, si 0 < t; < to,

4
B(t2) ~ B(t) = 5 [ (i) = wla, ) ) do

¥ to ta £
/ </ wwtdt> dx:/ (/ wwmdt> dx
0 t1 t1 0
to 4
—/ (/ lwe|? dt) dx <0.
t1 0

Por tanto, E(t) = 0, de donde w(z,t) =0y u y v coinciden.
Esto termina la demostracién. [ ]

Observacién 5.5 Vemos pues que la solucién de (5.39) es muy regular para
t > 0 (aunque el dato inicial up puede ser poco regular). Esto se interpreta
diciendo que la EDP del calor posee efecto regularizante. Esta propiedad esta
ligada a la irreversibilidad de la EDP del calor, es decir, al hecho de que la
ecuacion no es invariante para el cambio de ¢ por —t. Obsérvese que nada de
esto ocurre en el caso de la EDP de ondas.

Observacion 5.6 Sean ug un dato inicial en las condiciones del teorema 5.3
y sea u la solucién del correspondiente problema (5.39). Entonces, para cada
€ > 0 existe una constante C. > 0 tal que

2
lu(, t)ll Lo 0,0 < Coe /07 ¢ >¢,

En otras palabras, la solucién u “decae exponencialmente a cero” uniformemente
en x cuando t — +o0.
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Observacion 5.7 Podriamos haber introducido un concepto de solucién mas
débil, que no requiriera hipdtesis tan exigentes sobre ug (como ya se ha hecho
para las EDPs de Poisson y de ondas). Para ello, es necesario recurrir a los
espacios de Sobolev H}(0,¢) (recuérdese la definicién 3.6) y H?(0,¢), donde

H?(0,0) = {v € L*(0,0) : vy, v4p € L*(0,0) }.

Evidentemente, H?(0,¢) es un subespacio vectorial de H'(0,¢). Siv € H?(0,¢),
entonces podemos hablar de v, y de v, (la derivada débil de v,). Ademds,
dotado del producto escalar

(v,w)gz = (v, W)z + (Vg, Wz )p2 + Vg, Wy )z Yo, w € HQ(O,E),

H?(0,¢) se convierte en un espacio de Hilbert separable. Introduzcamos la
notacion siguiente:

D = H*(0,0) N Hy(0,£), Av=—v,, YveD.

Se puede demostrar facilmente que D es un subespacio cerrado de H2(0,/) y,
por tanto, es un nuevo espacio de Hilbert para el mismo producto escalar.

Sea entonces ug € L%(0,£). Se dice que @ es solucién generalizada de (5.39)
si

i € C°([0, 400); L*(0,£)) N C((0, +00); L*(0,£)) N C°((0, +00); D),

a'(t)+Au(t) =0 Vt>0 y u(0) = up.

Obsérvese que estamos mirando aqui la EDP del calor como una ecuacién dife-
rencial en la variable t. De acuerdo con ello, buscamos soluciones que sean
funciones de la variable ¢ con valores en un espacio de funciones en la variable
z. Desde un punto de vista préctico, es mucho méas apropiado imponer a ug que
sea (s6lo) de clase L?. Esto permite trabajar, por ejemplo, con datos iniciales
ug constantes o regulares a trozos. Incluso permite trabajar con algunas wug
no acotadas. Asi, muchos més fenémenos tomados de la realidad pueden ser
descritos. Esto justifica el concepto de solucion generalizada.

Razonando como en la demostracion del teorema 5.3, se puede probar que,
para cada ug € L?(0,), existe una tinica solucién generalizada @ de (5.39).
Naturalmente, si ug esta en las condiciones del teorema 5.3 y u es la correspon-
diente solucién de (5.39), se tiene que

(a(t))(x) = u(z,t) c.p.d.en (0,£) Vt>0.
Observacién 5.8 Supongamos que el dato inicial ug verifica
up € C2([0,4]),  uo(0) = ug(¢) = ug(0) = ug(¢) =0

¥ que existe una funcién z € L2(0, /) tal que

ug(z) = /OZ 2(£)dé Vx €[0,4)].

Entonces se puede demostrar que la solucién u del problema (5.39) verifica

U, Uz, Uz € CO(Q). (5.56)
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Consideremos ahora el problema no homogéneo (5.38), donde el dato inicial
ug € CY([0,4]) y (por ejemplo) el segundo miembro F' € CY(Q). En este caso,
nos limitaremos a indicar en qué modo puede aplicarse el método de separacion
de variables, sin analizar la convergencia de las series resultantes.

En base a la técnica descrita en la seccién 1, buscaremos una solucién de
(5.38) que se escriba en la forma

u(z,t) = Z un (t) sen (nmx /L), (5.57)

n>1

donde las funciones u,, son desconocidas. Para cada ¢ € (0,T), la funcién F(-, t)
admite un desarrollo en serie de Fourier y podemos escribir

F(z,t) ~ Y Fu(t)sen (nmz/l) en (0,0), (5.58)

n>1
con las F}, dadas como sigue:

¢
F.(t) = g/O F(&, t)sen (nw&/l)dE Vn > 1. (5.59)

/
Teniendo en cuenta (5.57), (5.58) y la EDP que debe verificar u, es natural
pedirle a las funciones u,, que verifiquen

nm

ol () + (7)2%@) = F,(t), te(0,T). (5.60)

Por otra parte, de la condicién inicial que debe verificar u, resulta claramente
que las u,, deben cumplir

¢
un(0) = a, con a, = %/0 uo(€) sen (nmé/l) d§. (5.61)

Asi, contamos con un problema de Cauchy diferencial ordinario para cada
u, que nos permite calcular esta funcién y después la candidata a solucién u.
Maés precisamente, tenemos:

t
un(t) = ane” (/0% +/ e_("”/é)z(t_s)Fn(s) ds Vte[0,T]. (5.62)
0

En los ejercicios propuestos, aplicaremos este procedimiento en diversos casos

particulares (y también en algunos casos similares, correspondientes a otras
ecuaciones y/o otras condiciones de contorno).

Observacion 5.9 Para mas informacién sobre el método de separacion de va-
riables y su aplicacién, entre otras, a las EDPs de Laplace, Poisson y ondas,
véase por ejemplo [16, 19].
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Tema 6

Teoria espectral de
operadores lineales
compactos y aplicaciones

En este tema presentaremos una introduccién a la teoria espectral de opera-
dores. En particular, analizaremos la estructura del espectro de un operador
lineal compacto y autoadjunto. Este andlisis permitird llegar a importantes
consecuencias, primero en el contexto de las ecuaciones integrales y después en
el marco de las EDPs.

6.1 Propiedades del rango y el niicleo de un ope-
rador y su adjunto

Sean H y G dos espacios de Hilbert, cuyos productos escalares y normas se
denotan respectivamente (-, )y vy (-, )e ¥y |- lla ¥ || - llg- Sea T € L(H;G).
Recordemos que el nicleo N(T) = {z € H : Tx =0} es un subespacio cerrado
de H y que el rango R(T) = {Tx : x € H } es un subespacio de G.

Proposicién 6.1 Dado un operador T € L(H;G), se tiene:

1. N(T) = R(T*)* y N(T*) = R(T)*.

2. N(T): = R(T%) y N(T*)* = R(T).

Demostracién: Observemos que x € N(T) si y sélo si (Tz,y)e = 0 para cada
y € G y que esto ocurre si y sblo si (z, T*y)y = 0 para cada y € G, es decir, si
y s6lo si z € R(T*)*. Esto prueba la primera parte del aptdo. 1.

Por otra parte, como H es la suma directa ortogonal de R(T*) y R(T*)* y
sabemos ya que R(T*)* = N(T), deducimos que N(T)* = R(T*). Esto prueba
la primera igualdad del aptdo. 2.

Las restantes afirmaciones son ahora inmediatas, cambiando T por su ad-
junto T™. ]

85
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6.2 Operadores lineales compactos

En este paragrafo y en los que siguen, X e Y son espacios de Banach cuyas
normas se denotan respectivamente || - ||x v || - [|v-

En el espacio de Banach £(X;Y) hay algunos operadores particulares que
merecen nuestra atencién: los operadores lineales compactos.

Definicién 6.1 Sean Bx la bola unidad cerrada de X y sea T € L(X;Y). Se
dice que T es compacto si el conjunto T(Bx) = {Tx:x € Bx } es relativamente
compacto en Y.

Recordemos que un conjunto K C Y es relativamente compacto si y sélo si
su adherencia K es un compacto, es decir, si y sélo si de todo recubrimiento
abierto de K puede extraerse un sub-recubrimiento finito.

Dado que todo espacio de Banach es en particular un espacio métrico com-
pleto, K es relativamente compacto si y sélo si para cada ¢ > 0 existe un
recubrimiento finito de K formado por bolas de radio €; véase por ejemplo [14].

En lo que sigue, se usard con frecuencia que el conjunto K C Y es rela-
tivamente compacto si y sélo si de toda sucesién {y,} con los y, € K puede
extraerse una subsucesién convergente. Por supuesto, el limite de esta sub-
sucesién pertenecerd necesariamente a K.

Observacién 6.1 Sabemos que la bola unidad cerrada Bx es compacta si y
sb6lo si X posee dimensién finita; para una demostraién de esta afirmacion,
véase [3]. Por tanto, si X es un espacio de Banach de dimensién infinita, la
identidad Id : X — X es un operador lineal continuo no compacto.

Proposicién 6.2 Sea T € L(X;Y). Son equivalentes:
1. T es compacto.
2. Si B C X es acotado, T(B) es relativamente compacto en'Y .

3. De toda sucesion {x,} que sea acotada se puede extraer una subsucesion
{xn,} tal que {Tx,, } es convergente (en'Y ).

Demostracion: Supongamos que T es compacto y sea B C X un acotado.
Entonces existe r > 0 tal que B C rBy, de donde T(B) C rT(Bx). Pero
rT(Bx) es relativamente compacto. Por tanto, también lo es T'(B).

Esto prueba que la primera afirmacién implica la segunda.

Que la segunda afirmacién implica la tercera es evidente.

Finalmente, si suponemos que la tercera afirmacién es cierta, es también
evidente que de toda sucesién {T'z,} con los z,, € Bx se puede extraer una
subsucesién convergente. Luego T'(Bx) es relativamente compacto. Esto mues-
tra que la tercera afirmacién implica la primera. [ ]

Proposicién 6.3 Sean X, Y y Z tres espacios de Banach y sean T € L(X;Y)
y S € L(Y;Z). Sialguno de los operadores T 6 S es compacto, entonces lo es
el operador de composicion SoT.

La demostracién es inmediata, a partir de la proposicién 6.2. En particular,
deducimos que si X es de dimensién infinitay T' € £(X;Y) es compacto entonces
T no puede ser biyectivo.
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Definicién 6.2 Sea T € L(X;Y). Se dice que T es de rango finito si R(T)
posee dimension finita.

Como consecuencia de la proposicién 6.2, todo operador de rango finito es
compacto (en todo espacio de dimensién finita los acotados son relativamente
compactos).

En lo que sigue, denotaremos K(X;Y") el conjunto de los operadores lineales
compactos de X en Y. Cuando tengamos X =Y, pondremos K(X) en vez de
K(X; X).

Teorema 6.1 K(X;Y) es un subespacio cerrado de L(X;Y).

Demostracién: Toda combinacién lineal de operadores compactos es un nuevo
operador compacto. En efecto, sean T1,T> € K(X;Y) y A1, A2 € R. Entonces
T1(Bx) y Ta(Bx) son relativamente compactos en Y. Luego también lo es
MTh(Bx) + AeTa(Bx), de donde AT + AT € K(X;Y). Por tanto, £(X;Y)
es un subespacio vectorial de £(X;Y).

Veamos ahora que K(X;Y) es cerrado. Sea {7} una sucesién de operadores
de K(X;Y),seaT € L(X;Y) y supongamos que T, — T en L(X;Y). Debemos
probar que T' es compacto.

Sea {x,} una sucesién de puntos de Bx. Por el procedimiento diagonal
habitual, es posible extraer de ella una subsucesién {z,,} tal que todas las
sucesiones {T;(xy, )} convergen en Y. Veamos que {T'(x,, )} es una sucesién de
Cauchy.

Sea entonces ¢ > 0. Existe ¢ > 1 tal que

g
1T: = Tllexvy < 3 (6.1)

Por otra parte, como la sucesién {T;(z,, )} es de Cauchy, existe kg > 1 tal que,
si k,j > ko, entonces

3
| T (2n,) = Ti(zn,)|ly < 3 (6.2)
De (6.1) y (6.2), deducimos que, cuando k, j > ko,
1T (@n,) = T(an)lly < T (zn,) — Tilan, )y
HITi(@n,) = Ti(@n, )y + 1 Ti(zn,) = T(@n,)ly (6.3)
<e.

Asi, hemos demostrado que para cada € > 0 existe kg > 1 tal que, si k, j > ko,
entonces necesariamente

1T (n,) = T(@n;)|ly <e.

Esto prueba que {T'(z,,)} es una sucesién de Cauchy y, por tanto, termina la
demostracion. [ |

Una consecuencia inmediata de este teorema es el corolario siguiente:

Corolario 6.1 Sea {T,} una sucesion de operadores de rango finito y sea T €
L(X;Y) tal que | T, =T £(x;v) — 0 cuando n — 4o00. Entonces T € K(X;Y).
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Observacién 6.2 Si X e Y son espacios de Hilbert, se puede demostrar el
reciproco del corolario 6.1. En otras palabras, siempre que T € K(X;Y'), existen
sucesiones {7},} de operadores de rango finito tales que [|T,, — T'||z(x.y) — 0.
No obstante, este resultado no es cierto en general; para mds detalles, véase [3].

Ejemplos no triviales de operadores compactos son los operadores integrales.
Recuérdese que, dada K € L?((a,b) x (a,b)), el operador integral de Fredholm
en L?(a,b) de nicleo K estd dado como sigue:

b
Tk (0)(¢) :/ K(t,s)¢(s)ds c.p.d.en (a,b), V¢ € L?*(a,b). (6.4)

Més generalmente, si 1 < p <2y K € LP ((a,b) x (a,b)) (p' es el exponente
conjugado de p), podemos hablar del operador integral de Fredholm en L?(a,b)
de nucleo K. Se trata de la aplicacién lineal definida por

b
Tk (o)(t) = / K(t,s)p(s)ds c.p.d.en (a,b), V¢ € LP(a,b). (6.5)

Por otra parte, si K € C%([a,b] x [a,b]), llamaremos operador integral de
Fredholm en C°([a,b]) de nicleo K al operador definido como sigue:

T (8)(t) = / K(t,5)p(s)ds Vi€ [ab), VéeC(ab).  (6.6)

Teorema 6.2 Si1 < p <2y K € L? ((a,b) x (a,b)), el operador lineal Ty
definido por (6.5) es compacto: Tk € K(LP(a,b)).

Por otra parte, si K € C°([a,b] x [a,b]), el operador lineal Tk definido por
(6.6) es compacto: Tx € K(C%([a,b])).

Demostracién: Supongamos en primer lugar que 1 < p <2y K € L’ ((a,b) x
(a,b)). Es facil comprobar que la aplicacién lineal Tk : LP(a,b) — LP(a,b) es
continua y que

1Tk Bl Lr(ab) < KN 2o (ap)x (a,p)) |2l Lr(ap) VO € LP(a,b). (6.7)

Veamos por otra parte que Tk € KC(LP(a,b)) es compacto. Para ello, pro-
baremos que T es el limite en el espacio de Banach £(L?(a, b)) de una sucesién
de operadores compactos. Aplicando el teorema 6.1, quedard demostrado que
Tk es compacto.

La sucesién puede ser construida del modo siguiente. Como p’ < +oo,
C°(([a,b]  [a,b]) es denso en L? ((a,b) x (a,b)). Como K € LP ((a,b) x (a,b)),
existe una sucesién {K,} de funciones K,, € C%([a,b] x [a,b]) que verifican

/ / Kot ) — K (&, 8)[7 dtds — 0 (6.8)
(a,b)x (a,b)

cuando n — +oo. Para cada n, sea T, esl operador de Fredholm en LP(a,b) de
nucleo integral K, , esto es, la aplicacién lineal definida por

b
To(0)(t) = / K, (t,s)¢(s)ds c.p.d.en (a,b), V¢ e LP(a,b). (6.9)
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Entonces T, converge a Tk en L(L?(a,b)). En efecto, T,, — Tk es, para cada
n, el operador integral de nicleo K,, — K; aplicando (6.7) con K sustituido por
K, — K y (6.8), tenemos que || T, — Tk £(1r(a,p)) — O-

Veremos a continuacién que los operadores de Fredholm T}, son compactos.
Para ello, probaremos que T, es el limite en £(L”(a,b)) de una sucesién de
operadores de rango finito.

En efecto, basta tener en cuenta que el espacio de las funciones polinémicas
es denso en C°(([a, b] x [a,b]). Asi, existe una sucesiéon {H,,} de funciones de la
forma

u

m

H,,(t,s) = . a;(t) s,

&
Il
o

con las a; polinémicas, tales que H,, — K,, en C°(([a, b] x [a, b]) cuando m — oco.
Obviamente, esto implica

// |Hp(t,s) — K (t, s)|[P dtds — 0 (6.10)
(a,b)x (a,b)

cuando m — +oo. Sea S, el operador de Fredholm en LP(a,b) de nicleo
H,,. Entonces Sy, es de rango finito y gracias a (6.10) tenemos que ||Sy, —
Tollz(Le(ap)) — 0 cuando m — oo.

Por tanto, los T, son efectivamente compactos, de donde lo es Tx. Esto
prueba la primera parte del teorema.

La demostracién de la segunda parte es andloga (e incluso més sencilla) y se
deja como ejercicio. [ ]

Terminaremos este pardgrafo con el teorema siguiente:

Teorema 6.3 Sean H y G dos espacios de Hilbert y sea T € L(H; G). Entonces
T es compacto si y solo si T* es compacto.

Demostracion: Basta demostrar que si T es compacto también lo es T* (dado
que (T*)* =T).

Supongamos por tanto que T es compacto y sea {y,} una sucesién acotada
en G. Sea M > 0 tal que |lyn||g < M para cada n > 1. Tenemos que probar
que existe una subsucesién {y,, } tal que {T™y,, } converge en H.

La sucesién {T*y, } estd acotada en H:

1T ynllg < 1Tl c(esmM - Vn > 1.
Por tanto, existe una subsucesién {y,, } tal que {TT*y,,} converge. Veamos

que {T*y,, } es una sucesién de Cauchy en H, con lo cual estard probado lo que
queriamos. En efecto, para k,¢ > 1 tenemos

1Ty = T Yne i = Wi = Y0s TT* (Y, — Y, 11
<OM||TT*ypy — TT Y, |l

y este tltimo miembro tiende a cero cuando k,{ — +o0. ]
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6.3 El teorema de alternativa de Fredholm. Pri-
meras aplicaciones

El resultado central de este pardgrafo estd relacionado con la existencia o no de
soluciones de ecuaciones de la forma

v—Tv=f, wveH, (6.11)

donde T € K(H). Necesitaremos antes probar un resultado que tiene interés
por si mismo:

Lema 6.1 Sean X un espacio normado y Xg C X un subespacio cerrado no
trivial. Entonces para cada € € (0,1) existe v. € X tal que

lvellx =1, dist (ve, Xo) := inf |Jve —v||x >e. (6.12)
veXy

Demostracién: Sea ¢ € (0,1) y sea w € X con w ¢ Xy. Dado que Xy es
cerrado, tenemos

d = dist (w, Xo) > 0.
Sea vy € Xp, con

d
do < [Jw —vol|x < ?O

y pongamos v, = ||w — vy ¥ (w — vp). Entonces es claro que ||lv.||x = 1y, por
otra parte,

[ve = vllx = [lw — vollx" lw — (vo + lw — vol xv)||x >

para cada v € Xg. Luego dist (ve, Xg) > €.
Esto prueba el lema. [ ]

Observacion 6.3 Cuando X es un espacio de Hilbert o Xy es de dimensién
finita, el lema 6.1 también puede ser probado con € = 1. Pero esto no es cierto
en general.

Teorema 6.4 Sean H un espacio de Hilbert y T € K(H) y denotemos Id al
operador identidad en H. Se tiene entonces lo siguiente:

1. NId —T) es un espacio de dimension finita.
2. R(Id —T) es un subespacio cerrado de H. Por tanto,

R(Id—T) = N(Id - T*)*.

3. N(Id —T)={0} si y sélo si RId —T) = H.

4. Las dimensiones de los espacios N(Id —T) y N(Id — T™*) coinciden.
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Demostracién: Pongamos M = N(Id — T') y sea B)s la bola unidad cerrada
de M. Entonces es inmediato que By C T(By) C T(Bpy), de donde By es
compacta y M es necesariamente un espacio de dimensién finita.

Veamos ahora que R(Id — T') es cerrado. Sean entonces {v,} una sucesién
de H y supongamos que las y, = v, — Tv, convergen en H hacia y. Veamos
que y € R(Id - T).

Siy = 0, esto es evidente. En caso contrario, podemos suponer que y, # 0,
es decir que v, € M para cadan > 1. Sea P : H — M el operador de proyecciéon
ortogonal habitual. Entonces T Pv,, = Pv,, y podemos escribir que

Yn = Oy — Pvy, — T(v, — Pvy,) Vn > 1. (6.13)

La sucesién {v,, — Pv,} estd acotada. En efecto, si no fuera asi, al menos
para una subsucesién {v,, — Pv,, } tendriamos ||v,, — Py, ||[g — oo. Poniendo

Up,, — Pup,

Zpp = T
" ||vnk - Pvnk”H,

encontrariamos que z,, € M+, ||z, |lg =1y

ynk

Y P T S—
g " ank - Pvnk”H

— 0. (6.14)
Eventualmente extrayendo una nueva subsucesién, podriamos suponer que las
Tz, convergen a z en H. Luego también tendriamos que z,, — zy ||z]|lg = 1.
Pero entonces habriamos encontrado un punto z € M N M=+ distinto de 0, lo
que es absurdo.

Como {v, — Pv,} estd acotada, existen una subsucesién {v,;, — Pv,,} y un
punto w € H tales que T(vn] Puy, ) — w. Pero entonces Un; — Pop, > w+y
y en consecuencia T'(v,;, — Pv,,) — Tw + Ty. Pasando al limite en (6.13) con
n = n;, obtenemos que y = (Id — T')(y + w), esto es, y € R(Id = T).

Dado que R(Id — T) es cerrado, tenemos que coincide con su adherencia y
por tanto con N (Id — 7*)*

Veamos a continuacién que si N(Id — T') = {0} entonces R(Id — T') = H.
Supongamos lo contrario. Entonces H; = R(Id — T') es un subespacio cerrado
propio de H (y por tanto un nuevo espacio de Hilbert). Si denotamos T la
restriccién de T a Hy, es inmediato que Ty € K(H;) y Hy = R(Id — T}) vuelve
a ser un subespacio cerrado propio de Hi, etc.

De este modo, conseguimos una sucesion estrictamente decreciente de espa-
cios de Hilbert { H,, }, todos ellos subespacios de H. De acuerdo con el lema 6.1,
para cada n > 1 existe e, € H,, tal que

||enHH = 17 dlSt (6n7E7L+1) Z (615)

[\U\H

Para n > m, tenemos que

Te, —Te, = —(en —Teyp) + (e — Tem) + (€ — €m)
[—(en —Ten) + (em —Tem) + €n] — em
y, como —(e, — Tep) + (€ — Tem) + €, € Hpyy1, obtenemos la desigualdad

1
ITe, — Tem|lg > 3
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Pero esto esta en contradiccion con que T sea compacto. Por tanto, nece-
sariamente R(Id —T') = H.

Reciprocamente, supongamos que R(Id —T) = H. Entonces N(Id — T*) =
R(Id — T)* = {0}. Dado que T* € K(H), podemos aplicar el razonamiento
precedente a T*, lo que conduce a que R(Id — T*) = H. En consecuencia,
N(Id - T) = R(Id — T*)*+ = {0}.

Esto prueba que, efectivamente, N(Id—T') = {0} si y sélosi R(Id—T) = H.

La demostracion del aptdo. 4 queda como ejercicio; pueden consultarse mas
detalles en [3]. ]

Observacién 6.4 Se puede demostrar un resultado andlogo al teorema 6.4
cuando X es un espacio de Banach y T € K(X); para mas detalles, véase [3].

El teorema 6.4 se conoce con nombre de teorema de alternativa de Fredholm.
Esto se debe a la interpretaciéon siguiente del mismo.

Consideremos la ecuacién (6.11), donde T € K(H) y f € H es dada. En
primer lugar, podemos afirmar que la ecuacion homogénea asociada

v—Tv=0, veH, (6.16)

posee a lo sumo un ntmero finito de soluciones linealmente independientes.

En segundo lugar, tenemos que (6.11) posee solucién para cada f € H siy
s6lo si (6.16) sélo posee la solucién trivial.

Finalmente, si (6.16) posee soluciones no triviales, entonces, dada f € H, la
correspondiente ecuacién (6.11) posee solucién (en cualquier caso no tnica) si y
solo si f es ortogonal a las soluciones de la ecuacion adjunta

v—T'v=0, veH. (6.17)
En la préctica, esto significa que f debe satisfacer un nimero de restricciones

lineales que coincide con la dimensién del espacio de soluciones de (6.16).

Observacién 6.5 El teorema 6.4 es evidentemente cierto (y bien conocido)
cuando H posee dimensién finita. En particular, si H es de dimensién finita,
un operador T € L(H) es inyectivo si y sélo si es sobreyectivo. Por el contrario,
el resultado no es cierto en general si la dimensién de H es infinita y T no es
compacto. Asi, por ejemplo la aplicacién lineal

T{xy,x9,13,...} = {0,21,20,...} V{zx,} € (6.18)
es inyectiva pero no sobreyectiva. Por otra parte, la aplicacién
S{Ihl‘g,...}:{IQ,Ig,...} V{In}EEQ

es sobreyectiva pero no inyectiva.

6.4 El espectro de un operador lineal compacto

Con frecuencia, en las aplicaciones se encuentran ecuaciones similares a (6.11)
en donde interviene también un pardmetro (un nimero real) en principio des-
conocido. Se trata de ecuaciones que tienen la estructura

v—XNv=f weH, MeR, (6.19)

donde f € Hy T € L(H). En este pardgrafo veremos qué se puede decir sobre
la existencia de solucién de (6.19) cuando T' es compacto.
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Definicién 6.3 Sea T € L(H). Se llama resolvente de T al conjunto de los
u € R tales que el operador T — pld : H — H es biyectivo. Se llama espectro
de T al conjunto o(T) = R\ p(T).

Gracias al teorema de Banach del operador inverso, si u € p(T), existe
(T — pId)~! y es un operador lineal continuo de H en s{ mismo. Por otra
parte, si 4 € o(T), al menos una de las dos cosas siguientes ocurre: o bien
N(T — puId) # {0}, o bien R(T — pld) # H.

Definicién 6.4 Sea T € L(H). Se dice que p es un valor propio de T si
N(T — pld) # {0}. En tal caso, se dice que N(T — pld) es el subespacio propio
asociado a p y a los elementos de N (T — uld) no nulos se les llama autovectores
asociados.

Dado T € L(H), denotaremos VP(T') el conjunto de valores propios de T
Obviamente VP(T') C o(T), pero esta inclusién puede ser estricta. Asi, para la
aplicacién definida en (6.18), tenemos que 0 € o(T") pero 0 ¢ VP(T).

Proposicién 6.4 Sea T € L(H). Entonces o(T) es un compacto contenido
en el intervalo [—||T||zcmy, | T\ z(m)). En consecuencia, p(T') es un abierto no
acotado de R.

Demostracién: Veamos en primer lugar que si |u| > [|T| () entonces p €
p(T). Esto probaré que o(T') C [T ¢y, 1T 2x))-
En efecto, si [i| > ||T|| ¢z, entonces para cada f € H la ecuacién

Tv—puv=f wve€H, (6.20)

posee solucién unica. Esto es consecuencia de que (6.20) admite la formulacién

equivalente

1
v=—(Tv—f), veH,
w

que es una ecuacion de punto fijo a la que se puede aplicar el teorema de Banach.
Veamos ahora que p(T') es un abierto. Con esto quedard demostrada la
proposicién. Sea por tanto pug € p(T). Dada f € H, la ecuacién (6.20) es
equivalente a
Tv— pov = f~+ (u—po)v, veH.

Pero ésta puede también escribirse en la forma
v=(T = pold) '(f + (u — po)v), veH

y ésta ultima es de nuevo una ecuacién de punto fijo a la que puede aplicarse
el teorema de Banach a condicién de que |p — po| sea suficientemente pequeno.
Por tanto, existe € > 0 tal que, si p € Ry |u— o] < ¢, tenemos p € p(T). Esto
prueba, como querfamos, que p(T) es un abierto. [ ]

El resultado principal de este paragrafo es el siguiente:

Teorema 6.5 Sean H un espacio de Hilbert de dimension infinita y sea T €
K(H). Se tiene entonces lo siguiente:

1. 0 € o(T') (y por tanto o(T) es un compacto no vacio).
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2. o(T)\ {0} = VP(T) \ {0}.

3. Los puntos de o(T) \ {0} son aislados. Mds precisamente, o bien o(T) \
{0} es el vacio, o bien es un conjunto finito, o bien es numerable. En
este ltimo caso, los puntos de o(T) \ {0} pueden ser ordenados como los
términos de una sucesion cuyos valores absolutos decrecen estrictamente
y convergen a (.

Demostracién: En primer lugar, observemos que si tuviéramos 0 € p(T), T
serfa biyectivo, en contra de ser T' compacto y H de dimensién infinita. Por
tanto, 0 € o(T).

Veamos a continuacién que si p € o(T) \ {0} entonces N(T' — uld) # {0}.
Esto probard que o(T) \ {0} = VP(T) \ {0}.

Supongamos entonces que p € o(T), p # 0y N(T — uld) = {0}. Como
N(T — pld) = N(Id — %T) y el operador —iT es compacto, por el teorema 6.4
tenemos que

H = R(ld— 27) = R(T — u1d),
I

Luego T — uld es biyectivo, en contra de que sea pu € o(T).

Para demostrar el aptdo. 3, supongamos dada una sucesién {u,} de puntos
de o(T) \ {0} todos distintos que converge a p y veamos que u = 0. Para
cada n > 1, tenemos u, € VP(T), de donde podemos elegir un punto e, €
N(T — up1d) distinto de 0.

Los e,, son linealmente independientes. En efecto, si tuviéramos para algin

n ez z
n y algunos a; € R que e,41 = Zi:l aje;, también tendriamos

n n
Tepi1 = Z aiTe; = Z Qi€
i=1

i=1

n
Hn41€n41 = E Qi fhn41€4,
=1

de donde necesariamente «;(1; — pin41) = 0 para cada 4, lo que es imposible.

Pongamos X,, = [e1, ..., e,] para cada n > 1. Pongamos también Xy = {0}.
Entonces {X,,} es una sucesién estrictamente creciente de subespacios de H de
dimensién finita (y por tanto cerrados) que verifican

(T = pi) Xy C Xy Yn > 1 (6.21)

En virtud del lema 6.1, existe una sucesién {v,} de puntos de H que verifican
lo siguiente:

para cada n > 1.

N |

Up € Xp, |opllg =1y dist (v, Xpo1) >
Veamos que

1 1
|—Tvy, — —Tvj||lug > Ym,j>1, m#j. (6.22)
1 11

m J

N | =
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En efecto, podemos suponer por ejemplo que j < m. Entonces X;_; C X; C
X,—1. Como

|- Tom — = Tvsll = om + ——(Tom ~ o) = = (P05 = ag03) — 5]l

Hm M Hm, j
y se cumple (6.21), esta cantidad es > dist (vyn, Xm—1), de donde obtenemos
(6.22).

Dado que T € K(H), es evidente que {T'v,} posee subsucesiones conver-
gentes. Sin embargo, esto sélo puede ocurrir si ¢ = 0. En efecto, si fuera
© # 0, también podriamos extraer subsucesiones convergentes de {iTvn}, lo
cual contradice (6.22).

Finalmente, comprobemos que o(T') \ {0} es como se dice en el aptdo. 5.
Para cada n > 1, sea

o(T) = o(T) A {p € R: [l >~ ).

Entonces 0, (T) es vacio o a lo sumo finito (si fuera infinito, contendria un
punto de acumulacién, en contra de lo que se afirma en el aptdo. 3). Por tanto,
o(T) \ {0} es a lo sumo numerable. Si este conjunto contiene una infinidad
de puntos distintos, es claro que éstos pueden ordenarse en la forma que se ha
indicado. ]

Observacién 6.6 Sea X un espacio de Banach y sea T' € £(X). De forma
analoga a como se hizo més arriba, se pueden definir en este contexto los conjun-
tos p(T), o(T') y VP(T'). Una vez hecho esto, la proposicién 6.4 y el teorema 6.5
son de nuevo ciertos. Para la demostracion, véase [3].

6.5 Aplicacion a la resoluciéon de algunas ecua-
ciones integrales
Como aplicacién de los resultados precedentes, en este pardgrafo estableceremos

resultados de existencia para las llamadas ecuaciones integrales de Fredholm de
sequnda especie

b
o(t) — )\/ K(t,s)p(s)ds = f(t) c.p.d. en (a,b),

XeR, ¢eLab).

(6.23)

En (6.23) supondremos que el nicleo K € L?((a,b) x (a,b)) v f € L?(a,b).
Pondremos M = || K||12((a,b)x (a,b)) ¥ Supondremos que M > 0.

El primer resultado de existencia se obtiene facilmente a partir del teorema
de Banach del punto fijo cuando |A| es suficientemente pequenio. M4s precisa-
mente, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.6 Para cada f € L?(a,b) y cada X\ € (—4;,4;) eziste una tinica
solucion ¢ de (6.23).
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Demostracién: Supongamos que f y A son dadas y cumplen las condiciones
del teorema. Sea A : L?(a,b) — L*(a,b) la aplicacién dada por

b
A@)(®) = f(t) + /\/ K(t,s)¢(s)ds c.p.d. en (a,b) (6.24)

para cada ¢ € L?(a,b).

Entonces es facil comprobar que A estd bien definida y es contractiva (esto
ultimo gracias a que |A| < 1/M). En consecuencia, A posee un dnico punto fijo
en L?(a,b) que evidentemente coincide con la tinica solucién de (6.23). ]

Sabemos que para los valores precedentes de A el método de las aproxima-
ciones sucesivas aplicado a A converge. Por tanto, si consideramos la sucesién
{¢n} donde para ¢ € (a,b) c.p.d.

¢0(t) = f(t)v b
bi(t) = F(B)+ A / K (t, 5)do(s) ds,

b
oa(t) f(t) +)\/ K(t,s)p1(s)ds,

sabemos que ¢,, converge en L?(a, b) hacia la solucién ¢. Tras un calculo simple,
no es dificil probar que, para cadan > 1,

b n
0u0) = £0 + A [ [ S EitNT) s9)ds

c.p.d. en (a,b), donde las funciones K son las siguientes:
Ki(t,s) = K(t,s),
b
Kji1(t,s) E/ K(t,0)K;(o,s)ds para j > 1.
También es sencillo probar que, para casi todo ¢, la serie 221 K;(t,s)NM~1
converge en L?(a,b).

Por tanto, cuando f € L?(a,b) y A € (=1/M,1/M), la tnica solucién de
(6.23) verifica

b
o(t) = f(t) + A / R(t, ;N f(s)ds cp.d.en (a,b), (6.25)
donde hemos hecho uso de la notacién siguiente:

R(t,s;)) =Y Kn(t,s)¥ ' VAER cpd. en (a,b) x (a,b). (6.26)

Jj=1

Investiguemos a continuacién qué puede ocurrir cuando || > 1/M.

Consideremos el operador integral de Fredholm Tk de ntcleo K. Sabemos
que Tk es un operador lineal compacto del espacio de Hilbert L?(a,b) en sf
mismo. Para A # 0, la ecuacion integral también se puede escribir en la forma

Tr¢p — pp = —puf, (6.27)
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donde p = 1/A.
Por tanto, por el teorema 6.4, existe a lo sumo un conjunto numerable {\,}
(el conjunto de los inversos de los valores propios de Tk ) tal que

e Si A\ # )\, para todo n, para cada f € L?(a,b) existe una tnica solucién
de la correspondiente ecuacién (6.23).

e Si A = )\, para algtin n, dada f € L?(a,b), existe solucién (no tinica)
de (6.23) si y sélo si (f,%)r2(ap) = 0 para toda solucién de la ecuacion
adjunta

b — ATt = 0. (6.28)

En la préctica, esto significa que f debe verificar un ntmero finito de
condiciones de ortogonalidad que coincide con la dimensién del espacio
propio asociado a \,.

Obsérvese que Tj; es un nuevo operador integral de Fredholm. En efecto,
coincide con el operador asociado al nicleo K*, donde

K*(t,s) = K(s,t).

Por definicidn, los A,, precedentes son los autovalores de K. Si el conjunto de
los A\, es el vacfo, para todo A € R y para toda f € L?(a,b) la ecuacién (6.23)
posee solucién unica. Si es finito, esto mismo es cierto salvo un ntdmero finito
de valores de A. La tercera y tultima posibilidad es que {\,} sea numerable y
entonces los A, pueden enumerarse como los términos de una sucesiéon cuyos
valores absolutos tienden a infinito.

Observacién 6.7 Se puede construir una funcién meromorfa cuyos ceros sobre
la recta real coinciden con los autovalores de K. En efecto, para cada j > 1,
pongamos

K(t,s1) - Kj(t,s))
Hj(tla-~-atj751;---,3j):det :
K(tj,s1) - Kj(t),s5)

para ti,...,t;,s1,...,5; € (a,b) c.p.d. y

b b
dj:// Hj(tl,...,tj,tl,...,tj) dtldtj

Entonces la serie de potencias
Y
> (-1)d; il
jz1
converge en todo el campo complejo y la funcién entera
A =1+ (-1 de VAeR (6.29)
j>1
tiene la propiedad deseada: los autovalores de K son los ceros reales de d.

Para mas detalles sobre las ecuaciones integrales de Fredholm, véase por
ejemplo [6, 10].



98 Tema 6: Teoria espectral de operadores compactos y aplicaciones

6.6 El teorema de Hilbert-Schmidt

A continuacién, consideraremos el caso en que H es separable y el operador
lineal T': H — H es compacto y autoadjunto. Veremos que en este caso existe
una base ortonormal de H que permite “diagonalizar” T

Proposicién 6.5 Sea T € L(H) un operador autoadjunto y pongamos

mr = inf  (Tv,v)g, Mrp:= sup (Tv,v)g.
vEH,||v[|p=1 veH,||v||p=1

Entonces o(T) C [mr, Mr]. Ademds, se tiene que mp € o(T) y My € o(T).

Demostracién: Sea p € R, con p > Mp. Veamos que u € p(T).
Tenemos por definicién que

(Tv,v)g < Mr|jv||} Yo € H.

Por tanto,
(v — T, v)g > (u— My)|v||3 Vv € H, (6.30)

con pi— Mg > 0. Teniendo en cuenta (6.30), resulta que la forma bilineal ap (-, -),
con
ar(u,v) = (pu — Tu,v)g  Vu,v € H,

es continua y coerciva. Por tanto, en virtud del teorema 3.5, uld — T es un
isomorfismo y, efectivamente, p € p(T).

De modo andlogo se prueba que todo p € R con p < mp también verifica
i € p(T'). En consecuencia, o(T) C [myp, Mr].

Veamos ahora que Mr € o(T). Consideremos la forma bilineal ar(-,-), con

ar(u,v) = (Mpru —Tu,v)g  Yu,v € H.

Claramente, ar(-,-) es continua, simétrica (porque T es autoadjunto)y no neg-
ativa, es decir,
ar(v,v) >0 Yve H.

Por tanto,

lar (u,v)| < ar(u, u)l/QdT(v,v)1/2 Yu,v € H,

de donde, tomando v = Mu — T'u, obtenemos que
| Mru — Tul|g < Cag(u,u)? = C(Mpu — Tu,u)llq/2 Yu € H. (6.31)

Sea {u,} una sucesién de puntos de H tal que |lu,||gz = 1 para todo n y
(Tup, un) g — My cuando n — oo. Se deduce de (6.31) que | Mpu, —Tun||lg —
0.

Si fuera My € p(T), entonces MrId — T serfa un isomorfismo y tendriamos
u, — 0 en H, lo que es imposible. Por tanto, Mr € o(T). [ |

Como consecuencia, tenemos el resultado siguiente:

Corolario 6.2 Sea T € L(H) autoadjunto y supongamos que o(T) = {0}.
Entonces T = 0.
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Demostracién: Tenemos que
(Tv,v)g =0 YveH.

Por tanto,
1
(Tu,v)g = 3 (T(u+v),u+v)g — (Tu,u)g — (Tv,0)g] =0 Yu,ve H

y en consecuencia T = 0. [ ]

Definicién 6.5 Sea { H, : n > 0} una familia de subespacios cerrados de H.
Se dice que H es la suma de Hilbert de los H,, si

1. Los H, son ortogonales dos a dos, esto es, se tiene que
(Vm, Vn) = Omn YU, € Hpy, Yv, € H,, Ym,n > 1.
2. El espacio vectorial generado por Up>oH, (formado por las combinaciones
lineales finitas de puntos de Up>0H,) es denso en H.

Teorema 6.7 Sea { H,, : n > 0} una familia de subespacios cerrados de H
y supongamos que H es la suma de Hilbert de los H,. Para cada n > 0, sea
P, : H— H, el operador de proyeccion ortogonal sobre H,. Entonces

v=Y Pw= Tim > Pw WweH (6.32)
n>0 n=0
y
[vlE =Y I1Pavllz Vo€ H (6.33)
n>0

(igualdad de Parseval generalizada).

Por otra parte, si los v, con n > 0 son dados y tenemos v,, € H,, para cada
ny Y. sollvnll> < +o0, entonces la serie Y. - v, converge en H hacia un
v € H que verifica P,v = v, para todon >0.

Demostracion: Para cada k > 1, pongamos

k
Sp, = ZPR.

n=0

Sea v € H. Entonces Spv = E’:L:o Py ||Skvl|3 = 22:0 | Povl|%. Veamos
que limg o0 [[v — Sgvllg = 0 y limg 00 || Skv |3 = [|v]|%, lo cual probard (6.32)
y (6.33).

Denotemos F' al subespacio generado por U, >oH,,; sabemos que F' es denso
en H. Por otra parte,

ISkwlls < |wllg Ywe H (6.34)

para cada k > 1.
Sea ¢ > 0. Entonces existe v. € F tal que ||v — v.||g < /2. Existe k. tal
que v es suma de puntos de Hy, Hy, ..., Hy_; por tanto,

Spv. =v. Yk > k.. (6.35)
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En consecuencia, si k > k. tenemos que
o= Skvlla < llv —vellg + [|Skve — Skvlla <e.

Esto prueba que limy o |[v — Skv||g = 0.
Teniendo en cuenta que

k
lo = SwvllFr = o3 = D 1Pz = llollE — I1SkollF
n=0
se deduce también que limg_, o || Skv||% = ||Jv]|%-

Reciprocamente, supongamos que v, € H, para cada ny > o, |lva|? <
+o00. Entonces, para m > k > 0 tenemos que

m k m
1D o= oaltr= > llvally =0
n=0 n=0 n=k+1

cuando k,m — oo. Por tanto, la serie ) . v, converge en H hacia un v que,
evidentemente, verifica las igualdades P,v = v, para cada n. ]

El resultado principal de este pardgrafo es el teorema siguiente, generalmente
conocido como teorema de Hilbert-Schmidt:

Teorema 6.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea T € K(H) un ope-
rador autoadjunto. FEntonces existe una base ortonormal de H formada por
autovectores de T'.

Demostracién: Supongamos de momento que el conjunto o(7') \ {0} es nu-
merable y sea {u,} una enumeracién de éste, con

|M1|>|M2|>"'>|ﬂn|>"'7 ,un_>0-

Pongamos po = 0y H, = N(T — p,Id) para cada n > 0. Entonces H es la
suma de Hilbert de los H,,.

En efecto, los H, son ortogonales dos a dos: si v, € H, y v, € H,, con
n # m, entonces

Nn(vnvvm)H = (Tvnvvm)H = (Un7T'Um)H = Unn(v7zav7rz)H7

de donde (v, v, ) g = 0. Por otra parte, si llamamos F' al espacio generado por
Un>0Hp,, tenemos que F+ = {0} (de donde F es denso en H).

Para probar esta ultima afirmacién, razonaremos como sigue. En primer
lugar, observamos que T'(F') C F (porque T'(H,,) C H, para cada n); por tanto,
también se tiene que T(FL) C Ft. Asi, T, = T|p. estd bien definido como
operador de L(F1) y es autoadjunto y compacto en F'*.

Si o(T) contuviera un nimero real p # 0, tendrfamos p € VP(T,) \ {0} y
entonces

Tyve = pv,

para algin v, € F+, v, # 0. Pero esto significa que v, € F y por tanto conduce
al absurdo de que F+ N F # {0}. Luego o(T,) = {0}.
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En virtud del corolario 6.2, obtenemos que T, = 0, de donde F+ C N(T) C
F vy, finalmente, F'+ = {0}.

Dado que H es la suma de Hilbert de los H,, eligiendo en cada uno de estos
espacios una base ortonormal, obtenemos facilmente una base ortonormal de H.
Esto prueba el teorema cuando o(T) \ {0} es numerable.

Cuando o(T)\{0} es un conjunto finito, la demostracién es anédloga (e incluso
maés sencilla). ]

Observacion 6.8 En la demostracién precedente, los H,, con n > 1 son espa-
cios de dimension finita. El tnico H,, que puede ser de dimensién infinita es
Hj. (ahora todos los H,, son de dimensién finita). De hecho, la separabilidad
de H se usa solo para poder asegurar que Hy posee una base ortonormal.

Observacion 6.9 En el caso particular en que T es inyectivo, el espacio Hy =
{0} y H es la suma de Hilbert de los H,, con n > 1 (todos de dimensién finita).
Si ademaés T es positivo, es decir,

(Tv,v)g >0 YveH,

entonces todos los valores propios de T son estrictamente positivos.

6.7 El espectro de un operador eliptico autoad-
junto. Consecuencias

En esta seccién, aplicaremos los resultados precedentes en el caso en que T es el

operador que permite obtener la solucion débil de un problema eliptico similar

a (3.46). A continuacién, deduciremos algunas consecuencias.

En lo que sigue, Q € R" es un abierto conexo acotado no vacio. Supon-
dremos dados los coeficientes

aij:ajieLoo(Q) (i,jZI,...,N), CELOO(Q)
y utilizaremos la notacién
N
Lv=— Z 0i(a;j0;v) + cv. (6.36)
i,j=1

Definicién 6.6 Sea A € R. Se dice que A\ es un autovalor del operador L en 2
(con condiciones de Dirichlet) si el problema

N
- Z 81'((231']'3]'11,) +cu = /\u, S Q,

ij=1
u =0, x € 09,

(6.37)

posee soluciones débiles mo triviales. En tal caso, éstas soluciones se llaman
autofunciones asociadas a A. El conjunto de todos los autovalores de L en Q) se
denomina espectro de L.
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Obviamente, A es un autovalor de L en 2 y u es una autofuncién asociada

si y sélo si
N
( ai-a-uaiv—i—cuv)d:v:)\/uvdx
/Qg_:l 7 Q (6.38)

Yo € HY(Q), ue Hi(Q).
El conjunto de todas las autofunciones correspondientes a un autovalor A es
obviamente un subespacio vectorial de L?(£2) que se denomina subespacio propio
asociado a .
El primer objetivo de esta seccién es probar la existencia de autovalores y

autofunciones de L. Esto es consecuencia de un resultado de cardcter general
que presentaremos a continuaciéon. Necesitaremos la definicion siguiente:

Definicién 6.7 Sean V y H dos espacios de Hilbert. Se dice que (V,H) es
un par de Lions si V' es un subespacio denso de H y la inyeccion V — H es
continua.

Teorema 6.9 Sean V y H dos espacios de Hilbert separables de dimension
infinita. Supongamos que (V, H) es un par de Lions tal que la inyeccion V. — H
es compacta, es decir que todo acotado de V es relativamente compacto en H.
Sea a(-,-) una forma bilineal continua, simétrica y coerciva sobre V :

a(v,v) > alv||} Yo eV, a>0. (6.39)

Entonces existe una sucesion {\,} de nidmeros reales y una base ortonormal
{en:n>1} de H que verifican

n—oo

{ alen,v) = Ap(en,v)g Yo eV, e, €V,

Ademds, { \/%en :n > 1} es una base ortonormal de V' para el producto escalar
a(-,-).

Demostracion: Vamos a aplicar el teorema 6.8 a un operador lineal compacto
apropiado. Este operador se construye como sigue.
Dado que la inyeccién V — H es continua, existe C' > 0 tal que

[vlle < Clvlly Yo eV. (6.41)

Por tanto, para cada f € H, v — (f,v)n es una forma lineal continua sobre V
y en virtud del teorema 3.5 existe un tnico u; que verifica:

a(ug,v) = (f,v)g YoeV, upeV. (6.42)
Consideremos la aplicacion S : H — V definida por
Sf= uf VfeH.

Es facil comprobar que S € L(H;V). Ademds, combinando (6.39), (6.42) y
(6.41), obtenemos

C
1SFllv < ~llflle Vf e H.
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El operador T' deseado es la composicién de S con la inyeccién de V en H.

Gracias a la proposicién 6.3, T' es un operador lineal compacto: T € K(H).
Ademsds, dado que af(-,-) es simétrica y coerciva, deducimos que T' es autoad-
junto y positivo. En efecto, tenemos por una parte que

(vag)H = (gan)H = a(”g’“‘f) = a’(ufaug) = (f7Tg)H Vfag € Ha

mientras que
(Tf, )i = alug,ug) > |lug|y, Vf € H.

El operador T es también inyectivo puesto que, si T'f = 0, entonces
(f,v)g =alup,v) =0 YveV

y entonces f es ortogonal a V' (que es denso en H), de donde f = 0.

Por el teorema 6.8 y la observacién 6.9, el conjunto de los valores propios
de T puede escribirse como una sucesién {p,,} de ndmeros reales positivos
que decrece estrictamente a cero. Consideremos la nueva sucesién {u, }, donde
hemos contado cada p., tantas veces como indica su multiplicidad y pongamos

1
Ap=— Vn>1.
Ln

Entonces {\,} es una sucesién no decreciente de niimeros reales positivos que
tiende a +oc.

Eligiendo una base ortonormal en cada uno de los espacios N(T — p,,Id),
conseguimos una base ortonormal {e, } de H.

Es claro que los e, € V. En efecto, cada e,, verifica Te,, = e, para algin
m, con p,, # 0. Teniendo en cuenta las definiciones de T y de los A,,, obtenemos
ademas que

a(en,v) = Apa(Ten,v) = Ap(en,v)g Vn > 1.

Por tanto, para terminar la demostracion del teorema, sélo queda probar que
{\/%en} es una base ortonormal de V para el producto escalar a(-,-).

Que los \/%en son ortonormales para este producto escalar es inmediato.
Por otra parte, siv eV y

alen,v) =0 Vn>1,

entonces )
(en,v)g = —ale,,v) =0 VYn>1,
An
de donde v = 0. Luego {\/%en} es efectivamente una base ortonormal. [ |

También utilizaremos el resultado siguiente, conocido como teorema de Rel-
lich, cuya demostracién puede encontrarse por ejemplo en [3]:

Teorema 6.10 La inyeccion H(Q) — L?(Q) es compacta.

Como consecuencia de este resultado, (Hg (2), L?(€2)) es un par de Lions que
cumple las condiciones del teorema 6.9.
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Teorema 6.11 Se considera el operador L definido en (6.36). Se supone que
los coeficientes a;; y ¢ verifican las condiciones siguientes:

Qij = @jj ELOO(Q) (273217,]\[),

N ) N (6.43)
D aij(@)6& > of]* VEERY, cpd enQ, a>0,
i,j=1
ceL>®(Q), ¢>0 c.p.d en Q. (6.44)

Entonces el espectro de L estd constituido por los puntos N\, de una sucesion
no decreciente de niumeros positivos que tiende a +0o. Ademds, existe una base
ortonormal { ¢, : n > 1} de L*(Q) formada por autofunciones asociadas a los
autovalores A,. Los correspondientes ﬁgpn constituyen una base ortonormal

de Hg(Q) para el producto escalar a(-,-) definido por los a;j y c:

N
a(u,v) = / ( Z aij Ojud;v + cuv)dr Yu,v € Hy(Q). (6.45)
Q

ij=1

En consecuencia, para cada f € L*(Q), la correspondiente solucion débil del
problema de Dirichlet

N
- Z 0i(ai;0ju) +cu=f, =€,

i,j=1

u =0, x € 09,

(6.46)

estd dada por
1
u=>_ —(fren)ropn, (6.47)
n>1""

donde la serie converge en HE ().

Demostracion: Casi todo es inmediato, en virtud de los teoremas 6.9 y 6.10.
Lo tnico relativamente nuevo es que debemos probar que la solucién débil de
(6.46), donde f € L%(f2), esta dada por (6.47).

Pero esto es consecuencia de las propiedades de las ¢,. En efecto, como
{\/%gon} es una base ortonormal de H(£2) para el producto escalar (6.45), la

serie que aparece en (6.47) converge en HJ(f2) hacia la tinica funcién u que
verifica
alu,on) = (f,0on)2 YR >1, uc HHD).

Pero ésta es la solucién de (6.46). ]

Como primera aplicaciéon del resultado precedente (usado en combinacién
con el teorema 6.4), analizaremos a continuacién la existencia de pares (A, u)
que resuelven el problema

N
=Y Oi(aydiu) +cu=du+f, zEQ,

ij=1
u =0, x € 09,

(6.48)
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donde f € L?(). Naturalmente, diremos que (\,u) es solucién de (6.48) si se
verifica lo siguiente:

N
/(Z a;; O udiv+cuv)de =X [ uvdr+ [ fodx
Q Q

Q (6.49)

Q=1
Vv e Hi(Q), uwe H}Q), MeR.

Gracias al teorema 3.5, sabemos que, para cada A < 0, existe una Unica u
tal que (A, u) es solucién de (6.48). Cuando A > 0, la situacién es mas compleja,
como muestra el resultado siguiente:

Teorema 6.12 Sea A € R, con A > 0.

1. Si X no es autovalor de L en €, para cada f € L*(Q) existe una tinica
funcion u tal que (A, u) es solucidn de (6.48).

2. Por el contrario, si \ es autovalor de L en €, dada f € L?(Q) existe u tal
que (A, u) es solucidn de (6.48) si y sdlo si

(f,v)2=0 Yv e E(N),

donde E(X) es el subespacio propio asociado a X. En tal caso, el conjunto
de todas estas u es una variedad afin de L*()) de espacio soporte E(N).

La demostracion de este resultado es inmediata a partir de los teoremas
precedentes y del teorema 6.4 (recuérdese la interpretacién que se dio de la
ecuacién (6.11) tras la demostracién del teorema 6.4).

El teorema 6.11 puede también ser aplicado a la resolucién (al menos for-
mal) de problemas de Cauchy-Dirichlet para las EDPs del calor y de ondas
N-dimensionales. Una vez conocida la estructura del espectro del operador
—A, la construccién de la candidata a solucién es casi inmediata en ambos ca-
sos por el método de separacién de variables (como en el caso unidimensional,
para resolver verdaderamente estos problemas, deberemos en una etapa poste-
rior estudiar la convergencia de la serie encontrada).

Por ejemplo, consideremos el problema

us — Au = 0, (z,t) € 2 x(0,T),
w(z, t) =0, (x,t) € 02 x (0,T), (6.50)
u(z,0) = up(x), x €€,

donde ug € L?(£2). Por analogia con el caso unidimensional, es natural buscar
la solucién de (6.50) de la forma

u(z,t) = Zane_k"tgon(x), (6.51)

donde los A, son los autovalores de —A en €2 y las ¢,, son autofunciones asocia-
das, por comodidad elegidas con norma unidad en L?(Q2). En otras palabras, se
supone aqui que

{ —Ap, = Apn, x €Q,

Yn =0, x € 09
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Y (©n, ©m)r2 = Opm para n,m > 1.
Dado que { ¢, : n > 1} es una base ortonormal de L?(2), tenemos

uo(z) ~ Z(Uo,s@n)m on(z) en Q

n>1

(con convergencia en L2(9)). Por razones que ahora son obvias, si existen unos
an, tales que la solucién de (6.50) puede escribirse como en (6.51), ha de tenerse
an = (ug, pn)r2 para cada n > 1. Por tanto, la candidata a solucién es

U(JZ, t) = Z(u07 SOn)L2 e_AntSOn(x)- (652)

n>1

Como hemos dicho antes, para resolver rigurosamente (6.50), es preciso llevar
a cabo ahora un andlisis de la convergencia de esta serie.
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