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2.3 La solución fundamental, la fórmula de representación de Green
y la función de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.4 Resolución del problema de Dirichlet en una bola y consecuencias 24

2.5 Potenciales Newtonianos y el problema de Dirichlet para la ecua-
ción de Poisson . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
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4.2 La fórmula de D’Alembert y el problema de Cauchy . . . . . . . 59

4.3 El problema de Cauchy-Dirichlet . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
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Introducción

Esta asignatura constituye una continuación de la asignatura Análisis Funcional
de cuarto curso. En ella se pretende ofrecer una introducción al estudio teórico
de las ecuaciones en derivadas parciales (EDPs). Se ha intentado cubrir aspectos
de la teoŕıa clásica y de la teoŕıa moderna. En relación con ésta, ha sido preciso
incluir algunos resultados de carácter abstracto (propios del Análisis Funcional):
teorema de Lax-Milgram, teoŕıa elemental de operadores lineales en espacios de
Banach, teoŕıa espectral, etc.

El énfasis principal se ha puesto en las ecuaciones de Poisson, del calor y de
ondas (las representantes “canónicas” de las EDPs lineales de segundo orden).
Se ha intentado aclarar que, para cada una de ellas, tiene sentido considerar
problemas de naturaleza distinta. En la medida de lo posible, se presentan y
demuestran resultados de existencia, unicidad y dependencia continua respecto
de los datos que, en algunos casos, son constructivos. También en la medida de
lo posible, se indica el papel que juegan las EDPs en algunas aplicaciones.

Para cursar esta asignatura, resulta imprescindible haber cursado y supera-
do las asignaturas Ecuaciones Diferenciales Ordinarias (troncal de primer ciclo)
y Análisis Funcional (troncal de segundo ciclo). Se recomienda además haber
cursado las asignaturas de primer ciclo siguientes: Análisis Matemático I y II,
Elementos de Análisis Matemático, Ampliación de la Teoŕıa de Funciones de
Varias Variables, Ampliación de Ecuaciones Diferenciales y Variable Compleja
y Análisis de Fourier.

Las asignaturas optativas Ampliación de Ecuaciones en Derivadas Parciales
y Ecuaciones en Derivadas Parciales de Evolución constituyen continuaciones
naturales de este curso.
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6 Introducción

Notación y abreviaturas

EDP: ecuación en derivadas parciales.

EDO: ecuación diferencial ordinaria.

IR: cuerpo de los números reales.

IR+: conjunto de los números reales positivos.

IRN
+ : el conjunto IRN−1 × IR+

Ω, G, U , O : abiertos de IRN .

∂Ω: frontera del abierto Ω.

n(x): vector normal unitario en x ∈ ∂Ω, generalmente exterior a Ω.

dΓ: elemento de integración sobre ∂Ω (véase el Apéndice al tema 2).

1G: función caracteŕıstica de G; vale 1 en G y 0 en su complementario.

δij : delta de Kronecker; δij = 1 si i = j, δij = 0 si no.

C0(U): espacio de las funciones ϕ : U 7→ IR que son continuas.

Ck(U): subespacio de C0(U) formado por las funciones k veces continuamente
diferenciables.

C∞(U): intersección de todos los Ck(U) con k ≥ 1.

Cω(U): subespacio de C∞(U) formado por las funciones anaĺıticas.

sop ϕ: soporte de la función ϕ; se trata de la adherencia del conjunto de puntos
donde ϕ no se anula.

Ckc (Ω): subespacio de Ck(Ω) formado por las funciones de soporte compacto
contenido en Ω.

D(Ω): subespacio de C∞(Ω) formado por las funciones de soporte compacto
contenido en Ω.

Ckc (Ω): subespacio de Ck(Ω) formado por las funciones de soporte compacto
(contenido en Ω).

D(Ω): subespacio de C∞(Ω) formado por las funciones de soporte compacto.

c.p.d.: “casi por doquier”; se usa para indicar abreviadamente que una propie-
dad se verifica en todo punto salvo a lo sumo en un conjunto de medida nula.

N(A) y R(A), con A ∈ L(H;G): el núcleo y el rango de un operador dado; se
tiene que N(A) = {h ∈ H : Ah = 0 } y R(A) = {Ah : h ∈ H }.
Denotaremos | · | la norma Eucĺıdea de IRN y B(x0; r) (resp. B(x0; r)) la bola
abierta (resp. cerrada) de centro x0 y radio r. En ocasiones, dado un espacio
normado X, BX denotará la correspondiente bola unidad cerrada.



Tema 1

Generalidades. Ecuaciones
en derivadas parciales
lineales de segundo orden

De forma imprecisa, diremos que una ecuación en derivadas parciales (en lo que
sigue una EDP) es una igualdad en la que la incógnita es una función de dos o
más variables independientes y en la que aparecen derivadas parciales de ésta.
Se denomina orden de la EDP al mayor de todos los órdenes de estas derivadas.

Por ejemplo, si aceptamos que u = u(x1, x2) es una función desconocida (la
incógnita de la ecuación), entonces

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

= 0,
∂2u

∂x2
1

+
∂u

∂x1
− ∂2u

∂x2
2

= 0,
∂u

∂x1
− ∂2u

∂x2
2

= u(1− u)

son EDPs de segundo orden (como veremos, se trata de EDPs de gran impor-
tancia). Por otra parte,

∂4u

∂x4
1

+ 2
∂4u

∂2x2
1∂x

2
2

+
∂4u

∂x4
2

= 0,
∂u

∂x1
− ∂3u

∂x1∂x2
2

+
∂4u

∂x4
2

= 0

y

senu+ exp

(
∂2u

∂x2
1

)
+

∂4u

∂x2
1∂x

2
2

= 0

son EDPs de cuarto orden.
En este curso, nos centraremos casi exclusivamente en EDPs de segundo

orden.

1.1 Definiciones fundamentales

Definición 1.1 Sea N ≥ 1 un entero. Una EDP de segundo orden en las N
variables independientes x1, x2, . . . xN es una expresión de la forma

F

(
x1, . . . xN , u,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN
,
∂2u

∂x2
1

, . . . ,
∂2u

∂xi∂xj
, . . . ,

∂2u

∂x2
N

)
= 0, (1.1)
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8 Tema 1: Generalidades

donde F : O ⊂ IRN2+2N+1 7→ IR es una función dada (aqúı O es un abierto no
vaćıo). A la incógnita u se le suele llamar también variable dependiente.

Por simplicidad, pondremos habitualmente

x = (x1, . . . , xN ), u = u(x), ∇u = Du =

(
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN

)
(el gradiente de u) y

D2u =

(
∂2u

∂x2
1

, . . . ,
∂2u

∂xi∂xj
, . . . ,

∂u

∂xN

)
(el Hessiano de u). Con esta notación, la EDP (1.1) se escribe

F (x, u,Du,D2u) = 0. (1.2)

A diferencia de lo que sucede con las ecuaciones diferenciales ordinarias, no es
posible desarrollar una teoŕıa general de EDPs, ni siquiera si nos restringimos a
las de segundo orden. Lo que śı pueden ser desarrolladas son teoŕıas particulares,
aplicables a determinados “tipos” de EDPs.

Con frecuencia, se usa otra notación para designar las variables xi y la
incógnita u. Por ejemplo, cuando N = 2, es usual ecribir

F (x, y, u, ux, uy, . . .) = 0.

En muchas ocasiones la notación asignada está motivada por el papel que juega
la EDP considerada en las aplicaciones.

El concepto de solución de una EDP es de importancia fundamental. El
análisis de dicho concepto ha conducido al desarrollo de buena parte de las
Matemáticas: Análisis de Fourier, teoŕıa de distribuciones, espacios de Sobolev,
etc. Algunas de las nociones relacionadas con este desarrollo serán consideradas
en los últimos temas de este curso.1

Por el momento, nos limitaremos a introducir el siguiente concepto de solu-
ción:

Definición 1.2 Sean U ⊂ IRN un abierto no vaćıo y u : U 7→ IR una función.
Se dice que u es solución clásica de (1.2) en U si se cumplen las propiedades
siguientes:

1. u ∈ C2(U),

2. (x, u(x), Du(x), D2u(x)) ∈ O para cada x ∈ U ,

3. F (x, u(x), Du(x), D2u(x)) = 0 para cada x ∈ U .

No todas las EDPs resultan tener el mismo interés. Algunas de ellas son
interesantes exclusivamente desde el punto de vista académico. Por el contrario,
otras poseen origen en la formulación de problemas propios de la F́ısica, otra
Ciencia de la Naturaleza o incluso otro campo de las Matemáticas y por tanto
tienen mayor relevancia y merecen ser analizadas con mayor atención.

De todas las EDPs de segundo orden, las más importantes son las EDPs
lineales.

1Un estudio más profundo se llevará a cabo en las asignaturas optativas Ampliación de
Ecuaciones en Derivadas Parciales y Ecuaciones en Derivadas Parciales de Evolución.



1.1 Definiciones fundamentales 9

Definición 1.3 Una EDP lineal de segundo orden en las variables independien-
tes x1, . . . , xN es una EDP de la forma

N∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

N∑
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ c(x)u = f(x), (1.3)

donde las aij , bi, c, f son funciones definidas en Ω y Ω es un abierto de IRN .
Las funciones aij , bi, c se denominan coeficientes de (1.3) y f se denomina el
término independiente (o segundo miembro). Si f ≡ 0, se dice que la ecuación
es homogénea. Si las aij , bi, c son constantes, se dice que (1.3) es una EDP de
coeficientes constantes.

Observación 1.1 Supondremos siempre en (1.3) que aij ≡ aji para cada i y
cada j (lo que no es restrictivo). Dado un abierto U ⊂ Ω no vaćıo, el conjunto
de todas las soluciones clásicas de (1.3) en U es una variedad lineal de C2(U).2

Observación 1.2 Otras EDPs de segundo orden muy importantes son las lla-
madas semilineales. Se trata de las que tienen la forma

N∑
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
= f(x, u,Du) (1.4)

(lineales en las derivadas de segundo orden). También suelen considerarse EDPs
con la estructura siguiente

N∑
i,j=1

aij(x, u,Du)
∂2u

∂xi∂xj
= f(x, u,Du), (1.5)

a las que se llama EDPs casi-lineales.

En estas Notas, pondremos énfasis sobre todo en el análisis de las ecuaciones
de Laplace y Poisson, la ecuación del calor y la ecuación de ondas. En todos los
casos, se trata de EDPs lineales de segundo orden de coeficientes constantes.

Al igual que sucede con las ecuaciones diferenciales ordinarias, en la práctica
las EDPs aparecen acompañadas (o “completadas”) de condiciones adicionales
que han de ser satisfechas por la solución. Con frecuencia, estas condiciones
(y también la propia EDP) están motivadas por leyes que rigen para diversos
fenómenos de naturaleza f́ısica, qúımica, biológica, etc.

Veremos a continuación que, ya en el caso de una EDP lineal de segundo
orden de coeficientes constantes, el comportamiento frente a las mismas condi-
ciones adicionales vaŕıa drásticamente de una EDP a otra. Aśı, supongamos
dada una función ϕ ∈ C1(IR) y consideremos los cuatro problemas siguientes:

Problema 1.1 Hallar una función u ∈ C2(IR2) tal que

∂2u

∂x1∂x2
= 0, x ∈ IR2,

u(x1, 0) = 0, x1 ∈ IR,

∂u

∂x2
(x1, 0) = ϕ(x1), x1 ∈ IR.

(1.6)

2Si f ≡ 0, este conjunto es un subespacio vectorial de C2(U).
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Problema 1.2 Hallar una función u ∈ C2(IR2) que verifique la EDP

∂u

∂x2
− ∂2u

∂x2
1

= 0, x ∈ IR2, (1.7)

junto con las condiciones adicionales que aparecen en (1.6) para x2 = 0.

Problema 1.3 Hallar u ∈ C2(IR2) tal que se tenga

∂2u

∂x2
1

+
∂2u

∂x2
2

= 0, x ∈ IR2, (1.8)

junto con las dos últimas igualdades de (1.6).

Problema 1.4 Hallar u ∈ C2(IR2) tal que se tenga

∂2u

∂x2
1

− ∂2u

∂x2
2

= 0, x ∈ IR2, (1.9)

junto con las dos últimas igualdades de (1.6).

Observemos en primer lugar que, si u es solución del problema 1.1, entonces
ϕ′(x1) ≡ 0, es decir, ϕ es constante. Esta restricción sobre ϕ se llama una
condición de compatibilidad. Por otra parte, si ϕ ≡ C, entonces (1.6) posee
infinitas soluciones. En efecto, todas las funciones de la forma u(x) = Cx2 +
ψ(x2), con ψ ∈ C2(IR2) tal que ψ(0) = ψ′(0) = 0, son soluciones de (1.6). En
resumidas cuentas, para el problema 1.1, no siempre existe solución y además,
caso de existir, no es única.

En segundo lugar, observemos que si u es solución del problema 1.2, nece-
sariamente ϕ ≡ 0. En efecto, debeŕıamos tener en tal caso

ϕ(x1) =
∂u

∂x2
(x1, 0) =

∂2u

∂x2
1

(x1, 0) = 0 ∀x1 ∈ IR.

Aśı, el problema 1.2 posee solución si y sólo si ϕ ≡ 0. Se puede demostrar
además que, cuando ϕ ≡ 0, la única solución es u ≡ 0.

En el caso del problema 1.3, si u es solución, entonces la función v, definida
por

v(x1, x2) =

∫ x1

0

∂u

∂x2
(s, 0) ds−

∫ x2

0

∂u

∂x1
(x1, t) dt ∀(x1, x2) ∈ IR2,

pertenece a C1(IR2) y satisface junto con u las relaciones

∂v

∂x2
= − ∂u

∂x1
,

∂v

∂x1
=

∂u

∂x2

en IR2. Pero éstas son las condiciones de Cauchy-Riemann en IR2 y por tanto
u es una función anaĺıtica real en IR2: u ∈ Cω(IR2). En consecuencia, si el
problema 1.3 posee solución, ϕ ha de ser anaĺıtica en IR (dicho de otro modo, si
ϕ 6∈ Cω(IR), el problema 1.3 no posee solución).3

3Otra manera de ver que ϕ es anaĺıtica consiste en introducir las funciones wi = ∂u/∂xi
para i = 1, 2 y comprobar que w1 y w2 satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann en IR2.
Como ϕ(x1) ≡ w2(x1, 0), se deduce efectivamente que ϕ ∈ Cω(IR).



1.2 Laplace, Poisson, calor y ondas 11

Finalmente, consideremos el problema 1.4. No es dif́ıcil comprobar en este
caso que la función

u(x1, x2) =
1

2

∫ x1+x2

x1−x2

ϕ(s) ds ∀(x1, x2) ∈ IR2

es una solución. Más adelante probaremos que, de hecho, esta función es la única
solución. Por tanto, en este último caso, para cada ϕ ∈ C1(IR) el problema posee
una y sólo una solución clásica en IR2.4

Observación 1.3 Las EDPs que aparecen en los problemas 1.1 y 1.4 son equi-
valentes, en el sentido de que cada una de ellas puede ser obtenida a partir
de la otra mediante un cambio global de variables independientes. En efecto,
partamos por ejemplo de la EDP (1.9) e introduzcamos las variables y1 e y2,
con

y1 = x1 + x2, y2 = x1 − x2.

Entonces es inmediato que, en las nuevas variables, (1.9) se convierte en

4
∂2u

∂y1∂y2
= 0, y ∈ IR2.

Que las EDPs de los problemas 1.1 y 1.4 “reaccionen” de forma diferente cuando
se añaden condiciones para x2 = 0 como las que preceden es excepcional. Si
las condiciones se hubieran impuesto (por ejemplo) sobre la recta x1 + 2x2 = 0,
las dos EDPs habŕıan jugado papeles similares. Todo esto será clarificado más
adelante.

1.2 Las ecuaciones de Laplace y Poisson, la ecua-
ción del calor y la ecuación de ondas

Consideraremos las siguientes EDPs lineales de segundo orden y coeficientes
constantes:

−∆u = f(x), (1.10)

∂u

∂t
− k∆u = F (x, t) (1.11)

y
∂2u

∂t2
− c2∆u = h(x, t). (1.12)

Aqúı, hemos usado la notación

∆u =

N∑
i=1

∂2u

∂x2
i

(se dice que −∆ es el operador de Laplace y que −∆u es el Laplaciano de u). Se
supone que k y c son constantes positivas y que las funciones f , F y h son (al

4Es importante resaltar que la solución obtenida depende continuamente del dato ϕ. Por
ejemplo, si ϕn → ϕ uniformemente en los compactos de IR, entonces para las correspondientes
soluciones un y u se tiene (entre otras cosas) que un → u uniformemente en los compactos de
IR2.
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menos) continuas; más adelante daremos interpretaciones de estos datos. Por
razones que pronto se verán, hemos respetado la notación clásica habitual, de
modo que (1.10) es una EDP en las N variables independientes x1, . . . , xN y
(1.11) y (1.12) son EDPs en las N + 1 variables x1, . . . , xN y t.

La EDP (1.10) se denomina ecuación de Poisson. Cuando f ≡ 0, recibe el
nombre de ecuación de Laplace. Ambas ecuaciones aparecen con frecuencia en
F́ısica, Qúımica, Bioloǵıa, etc. cuando se intenta describir el comportamiento
de fenómenos estacionarios, esto es, independientes del tiempo. Por ejemplo,
el campo eléctrico generado en un medio que ocupa el abierto Ω ⊂ IR3 por una
distribución de carga f ∈ C0(Ω) está dado por E = −∇u, donde u es solución
de

−∆u =
1

α
f(x), x ∈ Ω,

siendo α una constante positiva adecuada.

La EDP (1.11) es la ecuación del calor. Cuando el número de variables inde-
pendientes es N+1, se suele decir que se trata de la ecuación N -dimensional (las
x1, . . . , xN son las variables espaciales; t es la variable temporal). También es
frecuente encontrar esta ecuación en muchas aplicaciones. Con carácter general,
aparece cuando se intenta describir el comportamiento de fenómenos difusivos,
es decir, ligados a una propagación rápida (o instantánea) de la variable de-
pendiente. Por ejemplo, supongamos que Ω ⊂ IR3 es un abierto ocupado por
un medio conductor del calor y que sobre este medio actúa una fuente de calor
F = F (x, t) durante el intervalo temporal (0, T ). Entonces, bajo determinadas
circunstancias, se puede aceptar que la temperatura del medio verifica (1.11)
para una constante positiva k (la conductividad del medio).5

Por otra parte, (1.12) es la ecuación de ondas N -dimensional. Sirve para
describir fenómenos ondulatorios, es decir, caracterizados por la propagación
de señales con velocidad finita. Por ejemplo, cuando N = 1, (1.12) permite
determinar las vibraciones de una cuerda elástica (siempre que éstas sean de
pequeña amplitud (y por esa razón (1.12) también suele llamarse ecuación de la
cuerda vibrante). Más precisamente, supongamos que una cuerda sujeta por sus
extremos ocupa el intervalo espacial [0, `] durante el intervalo de tiempo (0, T ).
Entonces, bajo ciertas condiciones, se puede aceptar que la posición de cada
punto de la cuerda está determinada por una solución de la ecuación

∂2u

∂t2
− c2 ∂

2u

∂x2
= 0, (x, t) ∈ (0, `)× (0, T ),

donde c es una constante positiva.

Debido a las caracteŕısticas de los fenómenos que describen, se suele decir que
las ecuaciones del calor y de ondas son ecuaciones de evolución. Por el contrario,
las ecuaciones de Poisson y de Laplace se denominan ecuaciones estacionarias.
Veremos más adelante que la presencia o no de la variable t es fundamental a
la hora de elegir las condiciones que deben acompañar a estas ecuaciones.

Aparte de las EDPs que preceden, hay otras muchas de interés desde el
punto de vista de las aplicaciones. Una buena parte de ellas son variantes de
las anteriores. Por ejemplo, para la propagación de ondas en un medio f́ısico no

5El hecho de que (1.11) permita describir la evolución de una temperatura es justamente
lo que motiva que llamemos ecuación del calor a (1.11).
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vaćıo, es usual recurrir a la llamada ecuación del telegrafista

∂2u

∂t2
+ a

∂u

∂t
− c2∆u = h(x, t),

donde a es una nueva constante positiva. Esta ecuación aproxima bien, por
ejemplo, la propagación de ondas de radio en la atmósfera.

Para la evolución de la temperatura en un medio f́ısico tridimensional cuyas
part́ıculas se desplazan con velocidad V = (V1, V2, V3) (que puede ser función
de x y de t), se usa la EDP

∂u

∂t
+

3∑
i=1

Vi
∂u

∂xi
− k∆u = F (x, t),

llamada ecuación de transporte-difusión.
Para otras EDPs de interés en las aplicaciones, véase por ejemplo [7] y [16].

1.3 Problemas de valores iniciales, problemas de
contorno y problemas mixtos

En lo que sigue, con el fin de abreviar la notación, pondremos ut, ux, utt, etc.
para designar las sucesivas derivadas parciales de u. Presentaremos en este
parágrafo varios problemas relacionados con las EDPs (1.10), (1.11) y (1.12).
Algunos de ellos serán estudiados (y resueltos) en este curso.

Problema 1.5 El problema de valores iniciales (o problema de Cauchy) para
la ecuación del calor es el siguiente: Hallar una función u : IRN × [0,+∞) 7→ IR
tal que {

ut − k∆u = F (x, t), (x, t) ∈ IRN × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ IRN ,
(1.13)

donde k > 0 y F : IRN × [0,+∞) 7→ IR y u0 : IRN 7→ IR son funciones dadas.

Problema 1.6 El problema de valores iniciales para la ecuación de ondas se
formula como sigue: Hallar una función u : IRN × [0,+∞) 7→ IR tal que{

utt − c2∆u = h(x, t), (x, t) ∈ IRN × (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ IRN ,
(1.14)

donde c > 0 y h : IRN × [0,+∞) 7→ IR, u0 : IRN 7→ IR y u1 : IRN 7→ IR son dadas.

En ambos casos, el objetivo es encontrar la solución (una función definida
para todo tiempo positivo t) conociendo la EDP que verifica y conociendo su
comportamiento en un instante inicial t = 0, esto es, añadiendo a la EDP una
o varias condiciones iniciales. En el caso de la ecuación del calor, es suficiente
decir cuánto vale u para t = 0. De hecho, hemos visto ya cuando analizamos el
problema 1.2 que, si proporcionásemos más información, el problema resultante
podŕıa no tener solución. Por el contrario, en el caso de la ecuación de ondas, es
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preciso indicar cuáles son los valores de u y de ut para t = 0 (esto será justificado
más adelante, en el tema 4 de este curso).6

Desde el punto de vista de las aplicaciones, hay otros problemas que tienen el
mismo o mayor interés. Nos interesaremos principalmente por algunos problemas
de contorno para la EDP (1.10) y algunos problemas mixtos (de contorno y
valores iniciales) para las EDPs (1.11) y (1.12). Como se ha dicho, las diferentes
elecciones están fuertemente motivadas por el papel desempeñado por la variable
t (o por la ausencia de ésta).

Problema 1.7 El problema de Dirichlet para la ecuación de Poisson es el que
sigue: Hallar una función u : Ω 7→ IR tal que{

−∆u = f(x), x ∈ Ω,

u = g(x), x ∈ ∂Ω,
(1.15)

donde Ω ⊂ IRN es un abierto acotado no vaćıo de frontera ∂Ω y f : Ω 7→ IR y
g : ∂Ω 7→ IR son funciones dadas.

La segunda igualdad de (1.15) se denomina condición de contorno de tipo
Dirichlet, o bien simplemente condición de Dirichlet.

Supongamos que, por ejemplo, f ∈ C0(Ω) y g ∈ C0(∂Ω). Se dice en-
tonces que la función u es una solución clásica de (1.15) si u ∈ C2(Ω) ∩C0(Ω),
−∆u(x) = f(x) para cada x ∈ Ω y u(x) = g(x) para cada x ∈ ∂Ω. Con el
objetivo de probar la existencia y unicidad de solución clásica, este problema
será analizado en el tema 2 de este curso.7

Problema 1.8 El problema mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuación del
calor es el siguiente: Hallar una función u : Ω× [0, T ] 7→ IR tal que

ut − k∆u = F (x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u = G(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(1.16)

donde Ω ⊂ IRN es un abierto acotado no vaćıo de frontera ∂Ω, T > 0, k > 0 y
F : Ω× (0, T ) 7→ IR, G : ∂Ω× (0, T ) 7→ IR y u0 : Ω 7→ IR son funciones dadas.

Por analoǵıa con el problema (1.15), las condiciones impuestas sobre la fron-
tera lateral ∂Ω × (0, T ) se llaman condiciones de contorno (de tipo Dirichlet).
Por otra parte, por razones obvias, la condición impuesta para t = 0 se denomina
condición inicial (o condición de Cauchy). Existen varias nociones posibles de
solución para este problema. De momento, no precisaremos ninguna de ellas.

En este curso vamos a considerar principalmente el caso particular de (1.16)
en que N = 1 y Ω es un intervalo de la forma (0, `). En este caso, dado que la

6De todos modos, dado que la ecuación de ondas es de segundo orden en t, parece lógico
que, “para arrancar”, necesitemos más información que en el caso de la ecuación del calor.
Recuérdese que a una EDO de primer orden y′ = f(t, y) (resp. de segundo orden y′′ =
f(t, y, y′)) es preciso añadir una (resp. dos) condiciones iniciales.

7Indiquemos no obstante que es posible introducir otro concepto de solución de (1.15)
mucho más débil que permite resolver éste y otros muchos problemas de tipo similar (este
concepto será presentado con detalle en el tema 3).
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frontera de (0, `) se reduce a dos puntos, (1.16) se escribe aśı:
ut − kuxx = F (x, t), (x, t) ∈ (0, `)× (0, T ),

u(0, t) = α(t), u(`, t) = β(t), t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ (0, `),

(1.17)

donde k, F y u0 son como antes y α, β : (0, T ) 7→ IR son dadas.
La situación que describe (1.17) es, por ejemplo, la que se presenta cuando

consideramos una “barra” de un material conductor del calor de longitud `
sobre la que actúa una fuente de calor F . Se supone que la barra está siendo
mantenida a la temperatura α (resp. β) en el extremo x = 0 (resp. x = l);
se supone también que la barra “arranca” de una temperatura inicial u0 en el
instante t = 0.

Problema 1.9 El problema mixto de Cauchy-Dirichlet para la ecuación de on-
das es como sigue: Hallar una función u : Ω× [0, T ] 7→ IR tal que

utt − c2∆u = h(x, t), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u = q(x, t), (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ Ω,

(1.18)

donde Ω ⊂ IRN es un abierto acotado no vaćıo de frontera ∂Ω, T > 0, c > 0
y h : Ω × (0, T ) 7→ IR, q : ∂Ω × (0, T ) 7→ IR, u0 : Ω 7→ IR y u1 : Ω 7→ IR son
funciones dadas.

Como antes, encontramos aqúı condiciones de contorno sobre ∂Ω× (0, T ) y
condiciones iniciales para t = 0 (de nuevo necesitamos dos condiciones iniciales
y no sólo una). También como antes, varios conceptos de solución son posibles.

En este curso nos centraremos sobre el siguiente caso particular de (1.18):
utt − c2uxx = h(x, t), (x, t) ∈ (0, `)× (0, T ),

u(0, t) = α(t), u(`, t) = β(t), t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x), x ∈ (0, `).

(1.19)

donde c, h, u0 y u1 son como antes y α, β : (0, T ) 7→ IR son funciones dadas.
Como ya se ha indicado, (1.19) describe el comportamiento de una cuerda
elástica sometida a pequeñas vibraciones.

Entre otras cosas, veremos en el tema 4 que, si los datos h, u0, u1 α y β
pertenecen a espacios adecuados y verifican ciertas hipótesis, llamadas condi-
ciones de compatibilidad, entonces (1.19) posee una solución clásica única. En
otras palabras, bajo estas condiciones, existe una única función u ∈ C2([0, `]×
[0, T ]) que verifica utt(x, t)−c2uxx(x, t) = h(x, t) para cada (x, t) ∈ (0, `)×(0, T ),
u(0, t) = α(t) y u(`, t) = β(t) para cada t ∈ (0, T ) y u(x, 0) = u0(x) y
ut(x, 0) = u1(x) para cada x ∈ [0, `].
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Tema 2

El problema de Dirichlet
para las ecuaciones de
Laplace y Poisson

En este tema, salvo que se diga lo contrario, Ω ⊂ IRN es un abierto conexo
acotado no vaćıo (N ≥ 1). Denotaremos ∂Ω la frontera de Ω.

El objetivo perseguido es probar, en un contexto clásico, resultados de exis-
tencia y unicidad de solución del problema de Dirichlet para las EDPs de Laplace
y Poisson (problema 1.7 del tema precedente). Aśı, de forma general, dadas las
funciones f ∈ C0(Ω) y g ∈ C0(∂Ω), buscaremos soluciones de{

−∆u = f(x), x ∈ Ω,

u = g(x), x ∈ ∂Ω,
(2.1)

Recordemos que una solución clásica de (2.1) es una función u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω)
que verifica −∆u(x) = f(x) para todo x ∈ Ω y u(x) = g(x) para todo x ∈ ∂Ω.

2.1 Identidades de Green

Supondremos en este parágrafo que el abierto Ω posee frontera ∂Ω “suficiente-
mente regular”. Más precisamente, supondremos que ∂Ω ∈ C0,1, en el sentido
que se precisa en el Apéndice a este tema. Denotaremos dΓ la medida de su-
perficie inducida sobre ∂Ω por la medida de Lebesgue y n(x) el vector normal
unitario exterior a Ω en el punto x ∈ ∂Ω. Obsérvese que, cuando ∂Ω ∈ C0,1,
podemos hablar de n(x) “para casi todo” x ∈ ∂Ω (en el sentido de la medida
dΓ; para más detalles, véase el Apéndice).

El siguiente resultado es fundamental en el análisis de (2.1). Su demostración
puede ser encontrada por ejemplo en [15]:

Teorema 2.1 Supongamos que ∂Ω ∈ C0,1 y F ∈ C1(Ω). Entonces∫
Ω

∂iF (x) dx =

∫
∂Ω

F (x)ni(x) dΓ(x) (2.2)

para cada i = 1, . . . , N .

17
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Como consecuencias inmediatas, con ∂Ω ∈ C0,1, obtenemos las identidades
siguientes:

• Fórmula de integración por partes N -dimensional: Si u, v ∈ C1(Ω), en-
tonces ∫

Ω

u ∂iv dx = −
∫

Ω

∂iu v dx+

∫
∂Ω

uv ni dΓ (2.3)

• Fórmula de Gauss-Ostrogradski o teorema de la divergencia: Si F ∈
C1(Ω)N , entonces ∫

Ω

∇ · F dx =

∫
∂Ω

F · ndΓ, (2.4)

donde ∇ · F =
∑N
i=1 ∂iFi denota la divergencia de F .

• Primera identidad de Green: Si u ∈ C2(Ω) y v ∈ C1(Ω), entonces∫
Ω

∇u · ∇v dx = −
∫

Ω

(∆u)v dx+

∫
∂Ω

∂nu v dΓ. (2.5)

Aqúı, ∂nu es por definición la derivada normal de u, esto es,

∂nu(x) = ∇u(x) · n(x)

en todo punto x donde tenga sentido hablar de n(x).

• Segunda identidad de Green: Si u, v ∈ C2(Ω), entonces∫
Ω

(u∆v − v∆u) dx =

∫
∂Ω

(u∂nv − v∂nu) dΓ. (2.6)

En particular, tomando u = v en (2.5) y suponiendo que u ∈ C2(Ω), obten-
emos la denominada identidad de la enerǵıa, que dice aśı:∫

Ω

|∇u|2 dx =

∫
Ω

(−∆u)u dx+

∫
∂Ω

∂nuu dΓ. (2.7)

Por otra parte, suponiendo de nuevo que u ∈ C2(Ω) y tomando v ≡ 1 en
(2.5), resulta la identidad ∫

Ω

∆u dx =

∫
∂Ω

∂nu dΓ. (2.8)

Observación 2.1 Supongamos que ∂Ω ∈ C0,1 y sea u una solución (clásica)
de (2.1). Supongamos además que u ∈ C2(Ω). Entonces u es la única solución
en C2(Ω). En efecto, si w ∈ C2(Ω) fuera otra solución, sin más que aplicar la
identidad (2.7) a la función u− w deduciŕıamos que u− w ≡ Const., de donde
u ≡ w.

En el siguiente parágrafo probaremos la unicidad de solución de (2.1) sin
necesidad de exigir a ésta que pertenezca a C2(Ω) y sin necesidad de pedir a
∂Ω que sea de clase C0,1.
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2.2 El principio del máximo y la unicidad de so-
lución

El primer resultado de este parágrafo se conoce con el nombre de principio del
máximo débil y dice lo siguiente:

Teorema 2.2 Sea Ω ⊂ IRN un abierto acotado no vaćıo. Sea u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω)
tal que −∆u ≤ 0 en Ω. Entonces

max
Ω

u = max
∂Ω

u. (2.9)

En otras palabras, el máximo de u en Ω se alcanza sobre la frontera de Ω.

Demostración: Supongamos en primer lugar que −∆u < 0 en Ω. Si no se
tuviera (2.9), existiŕıa ξ ∈ Ω tal que

u(ξ) = max
Ω

u > max
∂Ω

u.

Dado que u ∈ C2(Ω)∩C0(Ω) y u alcanza un máximo en Ω en ξ, necesariamente
tendŕıamos ∆u(ξ) ≤ 0, en contra de lo supuesto. Luego en este caso tenemos la
igualdad (2.9).

Consideremos ahora el caso general. Sea v(x) ≡ |x|2. Para cada ε > 0 se
tiene que u+ εv ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) y −∆(u+ εv) < 0 en Ω. Por tanto,

max
Ω

(u+ εv) = max
∂Ω

(u+ εv) ≤ max
∂Ω

u+ εmax
∂Ω

v ∀ε > 0. (2.10)

Por otra parte,

max
Ω

(u+ εv) ≥ max
Ω

u+ εmin
Ω
v ∀ε > 0. (2.11)

En consecuencia,

max
Ω

u+ εmin
Ω
v ≤ max

∂Ω
u+ εmax

∂Ω
v ∀ε > 0. (2.12)

Haciendo ε tender a cero en (2.12), obtenemos (2.9).

Observación 2.2 Una consecuencia trivial del teorema precedente es que, si
u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) y −∆u ≥ 0 en Ω, entonces minΩ u = min∂Ω u.

Observación 2.3 En las condiciones del teorema 2.2, si el abierto Ω es conexo,
se puede decir algo más, aparte de (2.9):

O bien la función u es constante (y coincide con max∂Ω u en todo
punto), o bien u(x) < max∂Ω u en todo x ∈ Ω.

Esta propiedad se conoce como principio del máximo fuerte ; para la de-
mostración, véase por ejemplo [9, 11].

Corolario 2.1 En las condiciones del teorema 2.2, si u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω),
−∆u ≤ 0 en Ω y u ≤ 0 sobre ∂Ω, entonces u ≤ 0 en Ω.
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Observación 2.4 El corolario 2.1 posee una clara interpretación en términos
de (2.1): Si (por ejemplo) f y g son no negativas, toda posible solución también
lo es. Esto es coherente con la interpretación que poseen las soluciones de (2.1)
como distribuciones estacionarias de temperatura. Aśı, si se está aplicando
indefinidamente una fuente de calor a un medio en su interior y sobre su frontera,
es imposible que el medio se enfŕıe.

La demostración del corolario 2.1 es inmediata. Otras consecuencias (tam-
bién casi evidentes) del teorema 2.2 son las siguientes:

Corolario 2.2 En las condiciones del teorema 2.2, si u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) y
−∆u = 0 en Ω, entonces

min
∂Ω

u ≤ u(x) ≤ max
∂Ω

u ∀x ∈ Ω. (2.13)

Corolario 2.3 Sea Ω ⊂ IRN un abierto acotado no vaćıo. Entonces existe a lo
más una solución clásica del problema de Dirichlet (2.1).

Aśı pues, la unicidad de solución clásica de (2.1) es cierta. Los resultados
que se presentan a continuación están encaminados a probar la existencia de la
misma.

2.3 La solución fundamental, la fórmula de re-
presentación de Green y la función de Green

En este parágrafo, consideraremos algunas soluciones de la EDP de Laplace muy
particulares: las soluciones que poseen simetŕıa esférica. Veremos que de hecho
un gran número de soluciones de las EDPs de Laplace y de Poisson pueden
obtenerse a partir de ellas.

Más precisamente, sea ξ ∈ IRN y tratemos de determinar las funciones u ∈
C2(IRN \{ξ}) que sean de la forma u(x) ≡ ϕ(|x−ξ|) para alguna ϕ ∈ C2(0,+∞)
y verifiquen

−∆u = 0 en IRN \ {ξ}. (2.14)

No es dif́ıcil comprobar que, en estas circunstancias, ϕ = ϕ(r) debe verificar
la EDO

ϕ′′ +
N − 1

r
ϕ′ = 0 en (0,+∞). (2.15)

Por tanto, ha de tenerse

ϕ(r) =

 −
C1

(N − 2)rN−2
+ C2 si N ≥ 3,

C1 log r + C2 si N = 2,

(2.16)

donde C1 y C2 son constantes. Rećıprocamente, si ϕ está dada por (2.16) y
ponemos u(x) ≡ ϕ(|x− ξ|), entonces u ∈ C2(IRN \ {ξ}) y se cumple (2.14).

Definición 2.1 Sea

A = { (x, ξ) ∈ IRN × IRN : x 6= ξ }
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y sea K : A 7→ IR la función definida por

K(x, ξ) =


− 1

(N − 2)ωN |x− ξ|N−2
si N ≥ 3,

1

2π
log |x− ξ| si N = 2,

(2.17)

donde ωN es la medida superficial de la esfera unidad en IRN . Se dice que K es
la solución fundamental de la EDP de Laplace.

Es inmediato que A es un abierto de IRN × IRN y que K ∈ C∞(A). Además,
si denotamos ∆x (resp. ∆ξ) al operador de Laplace en la variable x (resp. en la
variable ξ), tenemos

∆xK(x, ξ) = ∆ξK(x, ξ) = 0 en A.

Esto es consecuencia de que K(x, ξ) ≡ ϕ(|x − ξ|) para una elección particular
de C1 y C2.

Obsérvese que, para cada ξ ∈ IRN , la función x 7→ K(x, ξ), que está definida
en IRN \ {ξ}, es localmente integrable en IRN , es decir, es integrable en todo
compacto de IRN .1

La primera propiedad importante de la solución fundamental es la fórmula
de representación de Green, contenida en el resultado siguiente:

Teorema 2.3 Supongamos que ∂Ω ∈ C0,1. Entonces, para cada u ∈ C2(Ω), se
tiene que

u(ξ) =

∫
Ω

K(x, ξ) ∆u(x) dx

+

∫
∂Ω

(
∂n(x)K(x, ξ)u(x)−K(x, ξ) ∂n(x)u(x)

)
dΓ(x)

(2.18)

para todo ξ ∈ Ω.

Demostración: Sea u ∈ C2(Ω) y sea ξ un punto de Ω. Sea ρ0 > 0 tal que
B(ξ; ρ0) ⊂ Ω. Para cada ρ que verifique 0 < ρ ≤ ρ0, utilizaremos la notación
Ωρ = Ω \B(ξ; ρ).

La idea de la demostración consiste en aplicar la segunda identidad de Green
(2.6) en Ωρ a las restricciones a este abierto de las funciones u y K(·, ξ) y hacer
después tender ρ a cero.

Aśı, para cada ρ ∈ (0, ρ0] tenemos:

−
∫

Ωρ

K(x, ξ) ∆u(x) dx

=

∫
∂Ω

(
∂n(x)K(x, ξ)u(x)−K(x, ξ) ∂n(x)u(x)

)
dΓ(x)

+

∫
∂B(ξ;ρ)

(
∂n(x)K(x, ξ)u(x)−K(x, ξ) ∂n(x)u(x)

)
dΓ(x).

(2.19)

1Esto se debe a que, sea cual sea N , |K(x, ξ)| crece hacia +∞ cuando x→ ξ más lentamente
que |x− ξ|−N .
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Es inmediato que

lim
ρ→0

∫
Ωρ

K(x, ξ) ∆u(x) dx =

∫
Ω

K(x, ξ) ∆u(x) dx. (2.20)

Por otra parte, si denotamos ψ la función definida por (2.16) con C1 = 1/ωN y
C2 = 0, tenemos que ∫

∂B(ξ;ρ)

K(x, ξ) ∂n(x)u(x) dΓ(x)

= ψ(ρ)

∫
∂B(ξ;ρ)

∂n(x)u(x) dΓ(x)

= ψ(ρ)

∫
B(ξ;ρ)

∆u(x) dx.

Teniendo en cuenta que∣∣∣∣∣
∫
B(ξ;ρ)

∆u(x) dx

∣∣∣∣∣ ≤ cNρN max
Ω
|∆u|

(donde cN es la medida de la bola unidad de IRN ) y que

lim
ρ→0

ψ(ρ)ρN = 0,

resulta:

lim
ρ→0

∫
∂B(ξ;ρ)

K(x, ξ) ∂n(x)u(x) dΓ(x) = 0. (2.21)

En virtud de (2.19)–(2.21), para demostrar el teorema basta probar que

lim
ρ→0

∫
∂B(ξ;ρ)

∂n(x)K(x, ξ)u(x) dΓ(x) = −u(ξ). (2.22)

Ahora bien, en todo punto x ∈ ∂B(ξ; ρ), tenemos ∂n(x)K(x, ξ) = −ψ′(ρ). Por
tanto, ∫

∂B(ξ;ρ)

∂n(x)K(x, ξ)u(x) dΓ(x) = −ψ′(ρ)

∫
∂B(ξ;ρ)

u(x) dΓ(x)

= − 1

ωN

∫
∂B(0;1)

u(ξ + ρy) dΓ(y).

Por la continuidad de u, es evidente que esto último converge hacia −u(ξ).
Luego se tiene (2.22) y el teorema queda demostrado.

Corolario 2.4 Sea u ∈ C2(Ω) y supongamos que

−∆u = 0 en Ω. (2.23)

Entonces u ∈ C∞(Ω).
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Demostración: Sea ξ0 ∈ Ω y sea ρ0 > 0 tal que B(ξ0; ρ0) ⊂ Ω. Podemos
aplicar el teorema 2.3 en la bola abierta B(ξ0; ρ0) a la restricción de u. Tenemos
por tanto que

u(ξ) =

∫
∂B(ξ0;ρ0)

(
u(x) ∂n(x)K(x, ξ)− ∂n(x)u(x)K(x, ξ)

)
dΓ(x) (2.24)

para cada ξ ∈ B(ξ0; ρ0). Pero la expresión que hay a la derecha en (2.24),
observada como función de ξ, es de clase C∞ en B(ξ0; ρ0). Por tanto, u es de
clase C∞ en esta bola. Dado que el punto ξ0 es arbitrario, resulta finalmente
que u ∈ C∞(Ω).

Observación 2.5 En realidad, esencialmente el mismo argumento muestra que
toda u ∈ C2(Ω) que verifique (2.23) es anaĺıtica en Ω. En otras palabras, para
cada ξ0 ∈ Ω existe ρ0 > 0 tal que B(ξ0; ρ0) ⊂ Ω, u es de clase C∞ en B(ξ0; ρ0)
y los valores de u en los puntos ξ ∈ B(ξ0; ρ0) se pueden expresar como la suma
de una serie de potencias de las componentes de ξ − ξ0. Para más detalles,
véase [11].

La igualdad (2.18) es una fórmula de representación. Teóricamente, permite
calcular los valores de una función u en un abierto Ω a partir de los valores de
−∆u en Ω y los valores de u y ∂nu sobre ∂Ω.

No obstante, no se trata de una fórmula totalmente satisfactoria ya que, en
general, dadas f , g y h, no existen funciones que verifiquen −∆u = f en Ω
y u = g y ∂nu = h sobre ∂Ω. Para convencerse de ello, basta considerar las
funciones f ≡ 0, g ≡ 0 y h ≡ 1.

Para conseguir una fórmula de representación similar a (2.18) donde no estén
los valores de ∂nu sobre ∂Ω (o no estén los valores de u sobre ∂Ω), necesitaremos
modificar K convenientemente. Esto se consigue introduciendo la denominada
función de Green.

Definición 2.2 Sea Ω ⊂ IRN un abierto no vaćıo y sea A(Ω) el conjunto

A(Ω) = A ∩ (Ω× Ω) = { (x, ξ) ∈ Ω× Ω : x 6= ξ }.

Se llama función de Green en Ω del problema de Dirichlet para la EDP de
Laplace a toda función G : A(Ω) 7→ IR que cumple lo siguiente:

1. G = K+w, donde K es la solución fundamental y w : Ω×Ω 7→ IR verifica

w(·, ξ) ∈ C2(Ω) ∀ξ ∈ Ω

y

−∆xw(x, ξ) = 0 ∀(x, ξ) ∈ Ω× Ω.

2. G(x, ξ) = 0 para todo (x, ξ) ∈ ∂Ω× Ω.

Teniendo en cuenta el corolario 2.3 es inmediato que, para cada abierto Ω,
caso de existir la función de Green G, ésta es única. Utilizaremos el resultado
siguiente, que puede ser considerado una versión mejorada del teorema 2.3:
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Teorema 2.4 Supongamos que ∂Ω ∈ C0,1 y sea G = K+w la función de Green
en Ω. Entonces, para cada u ∈ C2(Ω), se tiene que

u(ξ) =

∫
Ω

G(x, ξ) ∆u(x) dx+

∫
∂Ω

∂n(x)G(x, ξ)u(x) dΓ(x) (2.25)

para todo ξ ∈ Ω.

La demostración es casi inmediata. Basta usar la fórmula (2.18) y la segunda
identidad de Green (2.6) escrita para u y w(·, ξ).

Conocida G, hay una candidata natural a solución del problema (2.1) para
f ≡ 0. En efecto, si u fuera solución de (2.1) con f ≡ 0 y tuviéramos u ∈ C2(Ω),
entonces en virtud del teorema 2.4, u verificaŕıa

u(ξ) =

∫
∂Ω

∂n(x)G(x, ξ) g(x) dΓ(x) ∀ξ ∈ Ω. (2.26)

Por tanto, una posible estrategia consiste en determinar G en primer lugar y,
después, comprobar si la función definida por el segundo miembro de (2.26) es
la solución buscada.

No obstante, determinar expĺıcitamente G es en general dif́ıcil (y en la
práctica imposible). Esto sólo se sabe hacer para algunos abiertos Ω muy par-
ticulares.

En el parágrafo siguiente, construiremos la función de Green G en el caso
de una bola de IRN . Esto permitirá resolver el correspondiente problema de
Dirichlet para la EDP de Laplace.

2.4 Resolución del problema de Dirichlet en una
bola y consecuencias

Por comodidad, sea Ω = B(0;R).
Para cada ξ ∈ B(0;R) \ {0}, pongamos ξ∗ = R2|ξ|−2ξ. Diremos que ξ∗ es

el simétrico de ξ respecto de la esfera ∂B(0;R). Obtenemos de este modo una
aplicación bien definida ξ 7→ ξ∗, de B(0;R) \ {0} en IRN \B(0;R). No es dif́ıcil
comprobar que se cumple la propiedad siguiente:

|x− ξ∗|
|x− ξ|

=
R

|ξ|
∀x ∈ ∂B(0;R), ∀ξ ∈ B(0;R) \ {0}. (2.27)

Recordemos que la solución fundamental K está dada por K(x, ξ) ≡ ψ(|x−
ξ|), donde ψ es la función que aparece en (2.16) con C1 = 1/ωN y C2 = 0.
Tomemos w como sigue:

w(x, ξ) =

 −ψ(
|ξ|
R
|x− ξ∗|) si x ∈ B(0;R), ξ ∈ B(0;R) \ {0},

−ψ(R) si x ∈ B(0;R), ξ = 0.
(2.28)

Entonces la función w está bien definida y, en virtud de (2.27), verifica las
propiedades enumeradas en la definición 2.2. Por tanto, la función de Green de
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B(0;R) es la siguiente:

G(x, ξ) =

 ψ(|x− ξ|)− ψ(
|ξ|
R
|x− ξ∗|) si ξ 6= 0,

ψ(|x|)− ψ(R) si ξ = 0.
(2.29)

Más expĺıcitamente, si N ≥ 3, tenemos

G(x, ξ) =


− 1

(N − 2)ωN

[
1

|x− ξ|N−2
−
(

R

|ξ||x− ξ∗|

)N−2
]

si ξ 6= 0,

− 1

(N − 2)ωN

[
1

|x|N−2
− 1

RN−2

]
si ξ = 0.

Si por el contrario N = 2, obtenemos que

G(x, ξ) =


1

2π
log

[
R|x− ξ|
|ξ||x− ξ∗|

]
si ξ 6= 0,

1

2π
log
|x|
R

si ξ = 0.

En el caso que nos ocupa, la identidad (2.26) toma una forma muy particular
que se detalla en el resultado siguiente:

Proposición 2.1 Supongamos que u ∈ C2(B(0;R)) y −∆u = 0 en B(0;R).
Entonces se tiene la fórmula integral de Poisson:

u(ξ) =
R2 − |ξ|2

ωNR

∫
∂B(0;R)

u(x)

|x− ξ|N
dΓ(x) ∀ξ ∈ B(0;R). (2.30)

Para la demostración, basta tener en cuenta la identidad (2.26) con Ω =
B(0;R) y G dada por (2.29). Observando que, en todo punto x ∈ ∂B(0;R),

∂n(x)G(x, ξ) =

N∑
i=1

∂xiG(x, ξ)
xi
R

=
R2 − |ξ|2

ωNR|x− ξ|N
,

obtenemos de inmediato (2.30).
Se llama núcleo de Poisson en B(0;R) a la función H = H(x, ξ), dada por

H(x, ξ) =
R2 − |ξ|2

ωNR|x− ξ|N
∀(x, ξ) ∈ A(B(0;R)).

En términos de H, la fórmula integral de Poisson se escribe como sigue:

u(ξ) =

∫
∂B(0;R)

H(x, ξ)u(x) dΓ(x) ∀ξ ∈ B(0;R). (2.31)

Resolveremos a continuación en B(0;R) el problema de Dirichlet para la
EDP de Laplace {

−∆u = 0, x ∈ B(0;R),

u = g(x), x ∈ ∂B(0;R),
(2.32)

donde g ∈ C0(∂B(0;R)) es una función dada. Como hemos indicado, la función
definida por el segundo miembro de (2.31) es la candidata natural a solución.
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Proposición 2.2 El núcleo de Poisson H verifica las propiedades siguientes:

1. H ∈ C∞(A(B(0;R))).

2. H(x, ξ) > 0 para todo (x, ξ) ∈ A(B(0;R)).

3. −∆ξH(x, ξ) = 0 para todo (x, ξ) ∈ ∂B(0;R)×B(0;R).

4. Para cada ξ ∈ B(0;R), se tiene que∫
∂B(0;R)

H(x, ξ) dΓ(x) = 1.

5. Dados ξ0 ∈ ∂B(0;R) y δ > 0, se tiene

lim
ξ→ξ0

H(x, ξ) = 0

uniformemente en x ∈ B(0;R) \B(ξ0; δ).

Demostración: Todas las propiedades que preceden son inmediatas salvo la
última (de hecho, es fácil comprobar que H es una función anaĺıtica real en el
abierto A).

Sean entonces ξ0 ∈ ∂B(0;R) y δ > 0. Si tenemos ξ ∈ B(0;R) con |ξ − ξ0| ≤
δ/2 y x ∈ B(0;R) \B(ξ0; δ), entonces

H(x, ξ) ≤ R2 − |ξ|2

ωNR(|x− ξ0| − |ξ − ξ0|)N
≤ R2 − |ξ|2

ωNR(δ/2)N
.

Esto prueba que H(x, ξ) → 0 cuando ξ → ξ0 uniformemente en x y, en
consecuencia, termina la demostración.

El resultado principal de este parágrafo es el siguiente:

Teorema 2.5 Sea g ∈ C0(∂B(0;R)). Sea u la función siguiente:

u(ξ) =


∫
∂B(0;R)

H(x, ξ) g(x) dΓ(x) si ξ ∈ B(0;R),

g(ξ) si |ξ| = R.

(2.33)

Entonces u ∈ C∞(B(0;R)) ∩ C0(B(0;R)) y es la única solución de (2.32).

Demostración: Todo lo que se afirma sobre u es inmediato a partir de las
propiedades verificadas por H que se enuncian en la proposición 2.2, salvo que
sea u ∈ C0(B(0;R)).

Más precisamente, lo que queda por demostrar es que, para cada ξ0 ∈
∂B(0;R) y cada ε > 0, existe δ > 0 tal que

ξ ∈ B(0;R), |ξ − ξ0| ≤ δ ⇒

∣∣∣∣∣
∫
∂B(0;R)

H(x, ξ) g(x) dΓ(x)− g(ξ0)

∣∣∣∣∣ ≤ ε. (2.34)

Fijemos ξ0 ∈ ∂B(0;R) y ε > 0. Existe δ1 > 0 tal que

x ∈ ∂B(0;R), |x− ξ0| ≤ δ1 ⇒ |g(x)− g(ξ0)| ≤ ε/2. (2.35)
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Sea M = max∂B(0;R) |g(x)|. Gracias al aptdo. 5 de la proposición 2.2, sabe-
mos que existe δ2 > 0 tal que

0 < H(x, ξ) ≤ ε

4MωNRN−1
(2.36)

para ξ ∈ B(0;R) con |ξ − ξ0| ≤ δ2 y x ∈ B(0;R) \ B(ξ0; δ1). Si ξ ∈ B(0;R),
tenemos∫

∂B(0;R)

H(x, ξ) g(x) dΓ(x)− g(ξ0) =

∫
∂B(0;R)

H(x, ξ) (g(x)− g(ξ0)) dΓ(x)

=

∫
∂B(0;R)∩{ |x−ξ0|<δ1 }

H(x, ξ) (g(x)− g(ξ0)) dΓ(x)

+

∫
∂B(0;R)∩{ |x−ξ0|≥δ1 }

H(x, ξ) (g(x)− g(ξ0)) dΓ(x).

Ahora, usando (2.35) en la penúltima integral y (2.36) en la última, se deduce
inmediatamente (2.34).

Esto prueba el teorema.

Observación 2.6 Una consecuencia inmediata del resultado precedente es que,
si g ∈ C0(∂B(x0;R)), la única solución clásica del problema de Dirichlet{

−∆u = 0, x ∈ B(x0;R),

u = g(x), x ∈ ∂B(x0;R),

está dada por

u(ξ) =


∫
∂B(x0;R)

H(x− x0, ξ − x0) g(x) dΓ(x) si ξ ∈ B(x0;R),

g(ξ) si |ξ − x0| = R.

Para terminar este parágrafo, enunciaremos un resultado de existencia y
unicidad para el problema de Dirichlet para la EDP de Laplace{

−∆u = 0, x ∈ Ω,

u = g(x), x ∈ ∂Ω
(2.37)

en el caso general, con Ω un abierto conexo acotado de frontera ∂Ω ∈ C0,1(Ω).

Teorema 2.6 Sea Ω ⊂ IRN un abierto conexo acotado de frontera ∂Ω ∈ C0,1(Ω)
y sea g ∈ C0(∂Ω). Entonces existe una única solución clásica u del proble-
ma (2.37). Esta función verifica u ∈ C∞(Ω) ∩C0(∂Ω) y, de hecho, es anaĺıtica
real en el abierto Ω.

La demostración es mucho más complicada que la del teorema 2.5; puede
consultarse, por ejemplo, en [9] y [11]. De hecho, como parece lógico y al
contrario de lo que ocurre en el caso de una bola, en general no es posible
construir expĺıcitamente la solución de (2.37).2

2Este resultado será demostrado y analizado con detalle en la asignatura Ampliación de
Ecuaciones en Derivadas Parciales.
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2.5 Potenciales Newtonianos y el problema de
Dirichlet para la ecuación de Poisson

El objetivo de este parágrafo es resolver el problema (2.1). Esto se hará a partir
del teorema 2.6. Supondremos por tanto que Ω ⊂ IRN es un abierto conexo
acotado de frontera ∂Ω ∈ C0,1(Ω) y f ∈ C0(Ω) y g ∈ C0(∂Ω) son dadas.

Sabemos que existe una única solución del problema (2.37) para cada dato
de Dirichlet continuo g. También sabemos que, caso de existir, la solución de
(2.1) es única. Por tanto, nuestra tarea se reduce a demostrar que el problema{

−∆u = f(x), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,
(2.38)

donde las condiciones de contorno son homogéneas, posee al menos una solución
clásica.

Ahora bien, con f (sólo) continua, no siempre existe solución de (2.38). En
efecto, sea por ejemplo Ω = B(0; 1/2) y

f(x) =


x2

2 − x2
1

2|x|2
√
− log |x|

(
N + 2− 1

2 log |x|

)
si 0 < |x| ≤ 1/2,

0 si x = 0.

Entonces f ∈ C0(Ω), pero el correspondiente problema (2.38) no posee solución
clásica; para más detalles, véase [16].

En consecuencia, para un resultado de existencia de solución de (2.38) es pre-
ciso considerar funciones f más regulares. Recordemos a tal efecto la definición
siguiente:

Definición 2.3 Sean f : Ω 7→ IR, D ⊂ Ω y a ∈ (0, 1]. Se dice que f es Hölder-
continua en D con exponente a si existe una constante C > 0 tal que

|f(x)− f(x′)| ≤ C|x− x′|a ∀x, x′ ∈ D.

Se dice que f es localmente Hölder-continua en Ω (con exponente a) si es Hölder-
continua en todo compacto K ⊂ Ω.

En lo que sigue, denotaremos C0,a
loc (Ω) el conjunto de las funciones f : Ω 7→ IR

localmente Hölder-continuas en Ω con exponente a. No es dif́ıcil comprobar
que se trata de un subespacio vectorial propio de C0(Ω) y que, cuando a =
1, coincide con el subespacio formado por las funciones localmente Lipschitz-
continuas en Ω. Además, se tienen las inclusiones

C0,a
loc (Ω) ⊂ C0,b

loc(Ω),

para 0 < b ≤ a ≤ 1.

Definición 2.4 Sea f : Ω 7→ IR continua y acotada. Se llama potencial Newto-
niano asociado a f a la función Nf : IRN 7→ IR, dada por

Nf (ξ) =

∫
Ω

K(x, ξ) f(x) dx ∀ξ ∈ IRN ,

donde K es la solución fundamental de la EDP de Laplace.
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Dado que la función f es continua y acotada y que, para cada ξ ∈ IRN , la
función K(·, ξ) es localmente integrable en IRN , la definición precedente tiene
perfecto sentido.

Observación 2.7 Supongamos que (por ejemplo) N = 3 y un sólido ocupa el
abierto conexo acotado Ω y posee densidad de masa f . Entonces la Mecánica
Clásica nos dice que el campo de fuerzas gravitatorias generado por este sólido
en cada punto de IR3 está dado por E = E(x), donde

E(x) = ∇Nf (x) ∀x ∈ IR3

y Nf es el potencial Newtoniano asociado a f . Una interpretación análoga puede
darse cuando se habla de distribuciones de carga eléctrica.

Proposición 2.3 Sean Ω ⊂ IRN un abierto acotado, f : Ω 7→ IR una función
continua y acotada y Nf el potencial Newtoniano asociado. Entonces Nf ∈
C1(IRN ) y se tiene

∇Nf (ξ) =

∫
Ω

∇ξK(x, ξ) f(x) dx ∀ξ ∈ IRN . (2.39)

Si, además, f ∈ C0,a
loc (Ω) para algún a ∈ (0, 1], entonces Nf ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) y

se tiene
∆Nf = f en Ω. (2.40)

La demostración de este resultado reposa de manera esencial sobre las propie-
dades de la solución fundamental K y puede encontrarse en [9].

Como consecuencia de la proposición 2.3 y del teorema 2.6, obtenemos:

Teorema 2.7 Sea Ω ⊂ IRN un abierto conexo acotado de frontera ∂Ω ∈ C0,1(Ω)
y sean f ∈ C0,a

loc (Ω) acotada con 0 < a ≤ 1 y g ∈ C0(∂Ω). Entonces existe una
única solución clásica u del problema (2.1).

Demostración: Veamos que existe solución de (2.38). Basta para ello intro-
ducir la función u = v −Nf , donde v es la solución clásica del problema{

−∆v = 0, x ∈ Ω,

v = Nf (x), x ∈ ∂Ω,

y Nf es el potencial Newtoniano de f . En efecto, tenemos por construcción que
u ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω), −∆u = ∆Nf = f en Ω y u = Nf −Nf = 0 sobre ∂Ω.

Esto prueba el teorema.

Observación 2.8 En las condiciones del teorema 2.7, se tiene además que
u ∈ C2,a

loc (Ω). En otras palabras, todas las derivadas parciales segundas ∂2
xixju

pertenecen a C0,a
loc (Ω).

Observación 2.9 Se pueden probar además resultados adicionales de regula-
ridad para (2.1). Aśı, en términos generales, si f es “más regular” que lo que se
necesita en el teorema precedente, también la solución u lo es en Ω (en particu-
lar, si f ∈ Cm(Ω) para algún entero m ≥ 1, entonces u ∈ Cm+2(Ω)). Por otra
parte, si f y ∂Ω son “más regulares” que lo que se precisa en el teorema 2.7, la
solución u lo es en Ω.
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Apéndice: Resultados auxiliares

Consideremos fijado un abierto conexo acotado Ω ⊂ IRN . Consideremos también
fijado un sistema de coordenadas cartesianas sobre IRN , de tal manera que
cada punto x ∈ IRN se escribe en la forma x = (x1, . . . , xN ). Este sistema de
coordenadas será denominado sistema de referencia.

Definición 2.5 Sea k ≥ 0 un entero. Se dice que Ω es de clase Ck, o bien que
∂Ω ∈ Ck, si existe un número finito m de sistemas de coordenadas cartesianas
en IRN , dos números reales positivos α y β y m funciones ar (1 ≤ r ≤ m) que
verifican lo siguiente:

1. Para cada r = 1, . . . ,m, los puntos x ∈ IRN se escriben respecto del r-
ésimo sistema de coordenadas en la forma

yr = (yr1, . . . y
r
N−1, y

r
N ) = (zr, yrN ).

Aqúı, yr se obtiene a partir de las xi mediante la relación

yr = Ar(x) ≡Mrx+ br, (2.41)

donde Mr es una matriz ortogonal de dimensión N ×N con detMr = 1
y br ∈ IRN .

2. Si ponemos

∆r = { zr ∈ IRN−1 : |zri | < α ∀i = 1, . . . , N − 1 },

entonces ar ∈ Ck(∆r), los conjuntos

Λr = A−1
r ({ (zr, xrN ) ∈ IRN : zr ∈ ∆r, xrN = ar(z

r) }),

verifican ∪mr=1Λr = ∂Ω y los conjuntos

U+
r = A−1

r ({ (zr, xrN ) ∈ IRN : zr ∈ ∆r, ar(z
r) < xrN < ar(z

r) + β })

y

U−r = A−1
r ({ (zr, xrN ) ∈ IRN : zr ∈ ∆r, ar(z

r)− β < xrN < ar(z
r) })

verifican U+
r ⊂ Ω y U−r ⊂ IRN \ Ω para todo r = 1, . . . ,m.

Esta definición está tomada de [13] y de [15]. Cuando se cumple, se suele
decir que ∂Ω es una variedad diferenciable de clase Ck y que Ω está situado
localmente a un lado de su frontera.

Si Ω es de clase Ck para todo k ≥ 0, se dice que es de clase C∞. Por ejemplo,
toda bola abierta de IRN es un abierto de clase C∞.

Podemos también hablar de abiertos de clase Ck,a para cada entero k ≥ 0 y
cada número real a ∈ (0, 1]:

Definición 2.6 Sean k ≥ 0 un entero y a un número real, con 0 < a ≤ 1.
Se dice que Ω es de clase Ck,a si cumple la definición 2.5 con funciones ar ∈
Ck,a(∆r).

Esto significa que las ar ∈ Ck(∆r) y que, además, sus derivadas de orden
k son Hölder-continuas en ∆r con exponente a. En otras palabras, existe una
constante C > 0 tal que, si Dkar es una cualquiera de estas derivadas, entonces

|Dkar(z
r)−Dkar(w

r)| ≤ C|zr − wr|a ∀zr, wr ∈ ∆r.
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Obviamente, si Ω es de clase Ck,a, también es de clase Cj,b para cada j y
cada b que verifiquen j + b ≤ k + a.

Cuando Ω es (como mı́nimo) un abierto de clase C0,1, se puede hablar del
vector normal unitario “en casi todo punto” de ∂Ω:

Definición 2.7 Sea Ω un abierto de clase C0,1 y sea x ∈ ∂Ω. Con la notación
utilizada en la definición 2.5, supongamos que x ∈ Λr y x = A−1

r (yr, ar(y
r)),

donde yr ∈ ∆r es un punto de diferenciabilidad de ar. Sea q(x) el vector cuyas
N − 1 primeras componentes son las derivadas ∂iar(y

r) (1 ≤ i ≤ N − 1) y
cuya N -ésima componente vale −1. Entonces se llama vector normal unitario
exterior a Ω en el punto x al vector

n(x) =
1

|q(x)|
(Mr)−1q(x). (2.42)

Recordemos que, si la función ar es como en la definición precedente, ex-
isten las derivadas parciales primeras de ar respecto de todas las variables
yr1, . . . , y

r
N−1 c.p.d., esto es, en todo punto de ∆r salvo a lo sumo en un conjunto

de medida de Lebegue (N − 1)-dimensional nula. Además, en esta situación,
las funciones ∂iar, definidas en casi todo ∆r y con valores en IR, son medibles y
acotadas. Para una demostración de estas afirmaciones, véase por ejemplo [14]
y [15].

Se puede comprobar que la definición precedente de n(x) es correcta e in-
dependiente de los sistemas de referencia utilizados en las definiciones 2.5 y 2.6
para describir ∂Ω. También se puede probar que (2.42) corresponde a la noción
geométrica habitual de vector normal unitario en x dirigido hacia el exterior de
Ω.

Sea Ω un abierto de clase C0,1. Con la notación de la definición 2.5, sea ψr
para cada r = 1, . . . ,m la siguiente función:

ψr(y
r) =

(
1 +

N−1∑
i=1

(∂iar(y
r))2

)1/2

c.p.d. en ∆r. (2.43)

Dada una función g ∈ C0(∂Ω), por coherencia con las definiciones usuales, es
natural definir la integral de g sobre ∆r como sigue:∫

∆r

g(x) dΓ(x) =

∫
∆r

g(A−1
r (yr, ar(y

r))ψr(y
r) dyr.

No obstante, no es posible extender directamente esta fórmula de manera que
proporcione la integral de g en toda la frontera ∂Ω, dado que los Λr no pueden
ser disjuntos dos a dos.

Para superar esta dificultad, procederemos como sigue. Pongamos Ur =
U+
r ∪ Λr ∪ U−r para cada r. Entonces {Ur}1≤r≤m es un recubrimiento abierto

de ∂Ω.
Sea {ϕr}1≤r≤m una partición de la unidad en ∂Ω subordinada a este re-

cubrimiento. Esto significa que las ϕr verifican{
ϕr ∈ C∞(IRN ), {x ∈ IRN : ϕr(x) 6= 0 } ⊂ Ur,
0 ≤ ϕr ≤ 1 en IRN ,

∑m
r=1 ϕr = 1 sobre ∂Ω

(2.44)

(la existencia de particiones de la unidad subordinadas a recubrimientos abiertos
está demostrada por ejemplo en [1] y [5]).
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Definición 2.8 Sean Ω un abierto de clase C0,1 y g ∈ C0(∂Ω). Con la no-
tación precedente, diremos que la integral de g sobre ∂Ω (respecto de la medida
superficial dΓ) es la cantidad siguiente:∫

∂Ω

g(x) dΓ(x) =

m∑
r=1

∫
∆r

g(A−1
r (yr, ar(y

r)ϕr(A
−1
r (yr, ar(y

r))ψr(y
r) dyr.

Se puede demostrar que la definición precedente es correcta, independiente
de la partición de la unidad elegida de modo que se tenga (2.44) y de los sistemas
de referencia elegidos para describir ∂Ω.

La noción de integral de superficie que precede corresponde en realidad a la
integración respecto de una medida positiva dΓ, definida sobre una σ-álgebra
adecuada Σ de partes de ∂Ω.

Más precisamente, supongamos de nuevo que Ω es de clase C0,1 y suponga-
mos fijados unos sistemas de referencia y una partición de la unidad como los
anteriores. Diremos que el conjunto W ⊂ ∂Ω es dΓ-medible si todos los

Wr = { yr ∈ ∆r : (yr, ar(y
r)) ∈ Ar(W ) }

son medibles para la medida de Lebesgue en IRN−1. Denotemos Σ la familia de
los conjuntos W ⊂ ∂Ω que son dΓ-medibles y pongamos

dΓ(W ) =

m∑
r=1

∫
Wr

ϕr(A
−1
r (yr, ar(y

r))ψr(y
r) dyr ∀W ∈ Σ.

Entonces Σ es un σ-álgebra de partes de ∂Ω y dΓ es una medida positiva finita
sobre Σ. De nuevo, las definiciones de Σ y dΓ son independientes de las elecciones
de los sistemas de referencia y de la partición de la unidad.

Además, una función g : ∂Ω 7→ IR es medible (resp. integrable) respecto de
la medida dΓ si y sólo si las funciones

yr 7→ g(A−1
r (yr, ar(y

r))ϕr(A
−1
r (yr, ar(y

r))

son medibles (resp. integrables) respecto de la medida de Lebesgue. Cuando
g : ∂Ω 7→ IR es integrable, su integral respecto de dΓ viene dada por la cantidad
indicada en la definición 2.8.

Señalemos finalmente que, como consecuencia de lo que precede, tiene sen-
tido hablar de los espacios Lp(∂Ω,Σ, dΓ), que denotaremos más brevemente
Lp(∂Ω) y serán considerados en el tema 3.



Tema 3

El teorema de Lax-Milgram
y la formulación débil de
problemas eĺıpticos de
segundo orden

Como se ha indicado con anterioridad, existen razones que aconsejan “debili-
tar” el concepto de solución utilizado en el tema 2 para resolver el problema de
Dirichlet para la ecuación de Poisson y otras EDPs similares: por una parte,
los resultados posibles son válidos sólo en un número muy reducido de casos
particulares; por otra, los problemas con origen en las aplicaciones conducen a
EDPs con coeficientes poco regulares (incluso discontinuos). Para cumplir este
objetivo, debemos recurrir a una formulación diferente que reposa sobre ciertos
elementos y resultados del Análisis Funcional.

3.1 Operadores lineales continuos en espacios de
Hilbert

Sean X e Y dos espacios normados y denotemos ‖·‖ indistintamente las normas
de X y de Y .1 Consideraremos aplicaciones T : X 7→ Y lineales y continuas
(también llamadas operadores lineales continuos).

Recordemos que si T : X 7→ Y es lineal, entonces es continua si y sólo si es
acotada, es decir, si

∃M > 0 tal que ‖Tx‖ ≤M‖x‖ para cada x ∈ X.

El conjunto L(X;Y ) de los operadores lineales continuos T : X 7→ Y es un
espacio vectorial para las operaciones habituales. En este espacio vectorial,

‖T‖L := sup
x∈X,x 6=0

‖Tx‖
‖x‖

= sup
‖x‖≤1

‖Tx‖ = sup
‖x‖=1

‖Tx‖

1A menos que se indique lo contrario, todos los espacios vectoriales que siguen son reales.

33
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es una norma. Aśı, se puede hablar del espacio normado de los operadores
lineales continuos de X en Y , que de nuevo denotaremos L(X;Y ).

Obsérvese que si Y es un espacio de Banach (es decir, un espacio normado
completo), entonces L(X;Y ) también lo es.

Cuando X = Y , pondremos L(X) en vez de L(X;X). En el caso particular
en que Y = IR, el espacio (de Banach) L(X; IR) se denota X ′ y se denomina
dual topológico (o simplemente dual) de X.

Recordemos que, si X = H es un espacio de Hilbert (esto es, se trata de un
espacio normado completo cuya norma es inducida por un producto escalar),
entonces H puede identificarse algebraica y topológicamente con su dual. Esto
es justamente lo que dice el teorema de representación de Riesz, que enunciamos
a continuación:

Teorema 3.1 Sea H un espacio de Hilbert de producto escalar (· , ·) y sea f ∈
H ′. Entonces existe un único xf ∈ H tal que

f(y) = (xf , y) ∀y ∈ H. (3.1)

Además, la aplicación f 7→ xf es un isomorfismo isométrico de H ′ sobre H.

Para la demostración, véase por ejemplo [3]. Como consecuencia de este
resultado, cuando sea conveniente, podemos identificar un espacio de Hilbert H
con su dual H ′.

Definición 3.1 Sean H y G dos espacios de Hilbert cuyos productos escalares
serán denotados indistintamente (· , ·) y sea T ∈ L(H;G). Se llama operador
adjunto de T al único operador T ∗ ∈ L(G;H) que verifica

(Tx, y) = (x, T ∗y) ∀x ∈ H, ∀y ∈ G. (3.2)

Si H = G y T ∗ = T , se dice que T es autoadjunto.

Comprobemos que esta definición es correcta, es decir, que fijados H, G y T
existe un único T ∗ ∈ L(G;H) que verifica (3.2).

Sea y ∈ G. Entonces la aplicación x 7→ (Tx, y) es lineal continua de H 7→ IR.
Llamémosla fy. Entonces fy ∈ H ′ y por el teorema 3.1 existe un único punto
de H, denotado my, tal que

(my, x) = fy(x) = (Tx, y) ∀x ∈ H. (3.3)

Pongamos T ∗y = my para cada y ∈ Y . Entonces la aplicación T ∗ : G 7→ H
está bien definida, es lineal y verifica

‖T ∗y‖ = ‖fy‖ = sup
‖x‖≤1

|(my, x)| = sup
‖x‖≤1

|(Tx, y)| ≤ ‖T‖ ‖y‖ ∀y ∈ G

y
(T ∗y, x) = fy(x) = (Tx, y) ∀x ∈ H, ∀y ∈ G.

Esto prueba que existe al menos un operador en T ∗ ∈ L(G;H) para el que
se tiene (3.2). Además, si S ∈ L(G;H) es otro operador con esta propiedad,
entonces

(Sy, x) = (y, Tx) = (T ∗y, x) ∀x ∈ H, ∀y ∈ G,



3.2 El teorema de la proyección 35

de donde

Sy = T ∗y ∀y ∈ G

y necesariamente S = T ∗. Aśı pues, la definición 3.1 es correcta.
Obviamente, el concepto de operador adjunto generaliza el concepto de ma-

triz traspuesta. Se tiene la proposición siguiente, cuya demostración es inme-
diata:

Proposición 3.1 Sean H y G dos espacios de Hilbert y sea T ∈ L(H;G).
Denotemos IH el operador identidad en H. Entonces:

1. I∗H = IH .

2. (T ∗)∗ = T y ‖T ∗‖ = ‖T‖.

3. Si S ∈ L(H;G) y α, β ∈ IR, entonces (αT + βS)∗ = αT ∗ + βS∗.

4. Si F es otro espacio de Hilbert y S ∈ L(G;F ), entonces (S◦T )∗ = T ∗◦S∗.

5. T es biyectivo si y sólo si T ∗ lo es. En tal caso, (T−1)∗ = (T ∗)−1.

Más adelante, en el ejemplo 3.3, presentaremos un operador lineal continuo
no trivial y su adjunto.

3.2 El teorema de la proyección y el teorema de
Lax-Milgram

Sean H un espacio de Hilbert y A ⊂ H un subconjunto no vaćıo. Por definición,
el ortogonal de A es el conjunto

A⊥ = {x ∈ H : (x, y) = 0 ∀y ∈ A }.

Es fácil probar que A⊥ es un subespacio cerrado de H, que A⊥ = A
⊥

y que
A⊥ ∩A ⊂ {0}.

El primer resultado principal de este parágrafo es el teorema de la proyección
sobre un convexo y dice lo siguiente:

Teorema 3.2 Sean H un espacio de Hilbert, K ⊂ H un convexo cerrado no
vaćıo y x0 ∈ H. Entonces existe un único punto x̂ que verifica

‖x̂− x0‖ = inf
x∈K
‖x− x0‖, x̂ ∈ K. (3.4)

Además, x̂ es el único punto de H que verifica{
x̂ ∈ K,
(x0 − x̂, x− x̂) ≤ 0 ∀x ∈ K. (3.5)

Demostración: La existencia y unicidad de solución de (3.4) es consecuencia
del teorema 3.14 (véase el Apéndice a este tema; obsérvese que estamos mini-
mizando una función estrictamente convexa, continua y coerciva en un convexo
cerrado). Veamos que (3.4) y (3.5) son equivalentes.
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Si x̂ verifica (3.4), entonces para cada x ∈ K y cada t ∈ (0, 1), se tiene que

‖x̂− x0‖2 ≤ ‖(tx+ (1− t)x̂)− x0‖2
= ‖x̂− x0‖2 − 2t(x0 − x̂, x− x̂) + t2‖x̂− x‖2,

de donde
2t(x0 − x̂, x− x̂) ≤ t2‖x− x̂‖2.

Dividiendo por t y haciendo tender t a 0, obtenemos (3.5).
Rećıprocamente, si x̂ verifica (3.5), para cada x ∈ K se tiene

‖x̂− x0‖2 = (x̂− x0, x̂− x) + (x̂− x0, x− x0)
≤ (x̂− x0, x− x0) ≤ ‖x̂− x0‖ ‖x− x0‖.

Por tanto, también tenemos (3.4).

Observación 3.1 La caracterización (3.5) de x̂ posee una sencilla interpreta-
ción geométrica: Por ejemplo, cuando H = IRN con la distancia Eucĺıdea, x̂ es
el punto de K situado a la menor distancia posible de x0. Por este motivo, x̂ se
denomina proyección de x0 sobre K.

Observación 3.2 El teorema 3.2 puede ser también mirado como un resultado
de existencia y unicidad de solución de (3.5).

Ejemplo 3.1 Sean H un espacio de Hilbert, u ∈ H y K = B(u;R) (la bola
cerrada de centro u y radio R). Sea x0 ∈ H. Entonces, si x0 ∈ K, está claro que
la correspondiente proyección es x̂ = x0. Por el contrario, si x0 6∈ K, x̂ viene
dado como sigue:

x̂ = u+
R

‖x0 − u‖
(x0 − u).

Como caso particular del teorema 3.2, tenemos:

Teorema 3.3 Sean H un espacio de Hilbert, M ⊂ H un subespacio cerrado y
x0 ∈ H. Entonces existe un único punto x̂ que verifica

‖x̂− x0‖ = inf
x∈M
‖x− x0‖, x̂ ∈M. (3.6)

Además, x̂ es el único punto de H que verifica{
x̂ ∈M,
x0 − x̂ ∈M⊥.

(3.7)

Y una reformulación del teorema 3.3 es el siguiente:

Teorema 3.4 Sean H un espacio de Hilbert, M ⊂ H un subespacio cerrado
y x0 ∈ H. Entonces existen dos únicas aplicaciones lineales P : H 7→ M y
Q : H 7→M⊥ tales que

x = Px+Qx ∀x ∈ H.

Estas aplicaciones tienen las propiedades siguientes:

1. P,Q ∈ L(H) y ‖P‖ = ‖Q‖ = 1.
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2. x ∈M si y sólo si Px = x y Qx = 0. Análogamente, x ∈M⊥ si y sólo si
Px = 0 y Qx = x.

3. ‖x− Px‖ = infm∈M ‖x−m‖ para cada x ∈ H.

Observación 3.3 El operador P del teorema 3.4 verifica

P ◦ P = P, P ∗ = P. (3.8)

Lo mismo le ocurre al operador Q. Diremos que P (resp. Q) es el operador de
proyección ortogonal de H sobre M (resp. sobre M⊥).

Corolario 3.1 Sean H un espacio de Hilbert y M ⊂ H un subespacio cerrado.
Entonces H es la suma directa ortogonal de M y M⊥, es decir, todo punto de
H se puede descomponer de una única forma en la suma de un elemento de M
y otro de M⊥.

Ejemplo 3.2 Sea H un espacio de Hilbert, sean u, v ∈ H linealmente indepen-
dientes y sea M el subespacio de H generado por u y v. Sea x0 ∈ H un punto
dado. Entonces la proyección ortogonal de x0 sobre M es

x̂ = Px0 = au+ bv,

donde a y b están caracterizados por verificar el sistema[
(u, u) (u, v)
(v, u) (v, v)

] [
a
b

]
=

[
(x0, u)
(x0, v)

]
.

Corolario 3.2 Sean H un espacio de Hilbert y M ⊂ H un subespacio. Entonces
M es denso en H si y sólo si M⊥ = {0}.

Observación 3.4 Como consecuecia de este corolario, si H es un espacio de
Hilbert y A ⊂ H, para que el espacio vectorial generado por A sea denso es
necesario y suficiente que se tenga A⊥ = {0}.

El segundo resultado principal de esta sección es el teorema de Lax-Milgram.
Como veremos, se trata de un resultado fundamental para el tratamiento de las
EDPs de tipo eĺıptico. Para su formulación, necesitamos la definición siguiente:

Definición 3.2 Sean H un espacio de Hilbert y a(· , ·) : H×H 7→ IR una forma
bilineal. Se dice que a(· , ·) es acotada si

∃M > 0 tal que |a(u, v)| ≤M‖u‖ ‖v‖ ∀u, v ∈ H.

Se dice que a(· , ·) es coerciva (o H-eĺıptica) si

∃α > 0 tal que a(v, v) ≥ α‖v‖2 ∀v ∈ H.

No es dif́ıcil probar que una forma bilineal a(· , ·) : H ×H 7→ IR es acotada
si y sólo si es continua (como aplicación del espacio producto H ×H en IR).

Sea a(· , ·) : H ×H 7→ IR una forma bilineal continua y coerciva. Entonces,
gracias al teorema 3.1, sabemos que existe un único operador A ∈ L(H) que
verifica

(Au, v) = a(u, v) ∀u, v ∈ H. (3.9)

Claramente, (Av, v) ≥ α‖v‖2 para cada v ∈ H, de donde en particular

‖Av‖ ≥ α‖v‖ ∀v ∈ H. (3.10)

El teorema de Lax-Milgram nos dice que A es un isomorfismo:
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Teorema 3.5 Sean H un espacio de Hilbert y a(· , ·) : H ×H 7→ IR una forma
bilineal continua y coerciva. Entonces, para cada f ∈ H ′, existe una única û
que verifica

a(û, v) = f(v) ∀v ∈ H, û ∈ H. (3.11)

Además, si a(· , ·) es simétrica, entonces û está caracterizado por ser la única
solución del problema de mı́nimos

1

2
a(û, û)− f(û) = inf

v∈H

(
1

2
a(v, v)− f(v)

)
, û ∈ H. (3.12)

Demostración: Sea f ∈ H ′ y sea uf ∈ H el punto de H asociado a f por el
teorema 3.1. Entonces (3.11) es equivalente a

Aû = uf , û ∈ H, (3.13)

donde A es el operador definido por (3.9).
Gracias a (3.10), la ecuación en H (3.13) posee a lo más una solución. Para

demostrar que posee al menos una, veamos que el rango R(A) de A es a la vez
cerrado y denso en H.

Probar que R(A) es denso equivale a probar que R(A)⊥ = {0}. Pero esto es
inmediato: si v ∈ R(A)⊥, entonces 0 = (Av, v) ≥ α‖v‖2, de donde v = 0.

Para probar que R(A) es cerrado, supongamos que un ∈ H para cada n ≥ 1
y que Aun → v en H y veamos que, en tal caso, v ∈ R(A). Tenemos que

α‖un − um‖2 ≤ (Aun −Aum, un − um) ≤ ‖Aun −Aum‖ ‖un − um‖,

de donde {un} es una sucesión de Cauchy y necesariamente existe u ∈ H tal que
un → u. Pero entonces v = Au y en consecuencia v ∈ R(A), como queŕıamos
demostrar.

Para demostrar que û está caracterizado por (3.12) cuando a(· , ·) es simétri-
ca, razonaremos como sigue. En primer lugar, si û verifica (3.11), entonces, para
cada v ∈ H,

1

2
a(v, v)− f(v) =

1

2
a(û, û)− f(û)

+ [a(û, v − û)− f(v − û)] +
1

2
a(v − û, v − û)

≥ 1

2
a(û, û)− f(û).

Luego û verifica (3.12).
Rećıprocamente, si tenemos (3.12), dados v ∈ H y θ ∈ [0, 1], necesariamente

1

2
a(û, û)− f(û) ≤ 1

2
a(û+ θv, û+ θv)− f(û+ θv)

=
1

2
a(û, û)− f(û) + θ [a(û, v)− f(v)] +

θ2

2
a(v, v),

de donde

θ [a(û, v)− f(v)] +
θ2

2
a(v, v) ≥ 0.

Dividiendo por θ y haciendo tender θ a cero, obtenemos

a(û, v)− f(v) ≥ 0

y, como esto debe ser cierto para todo v ∈ H, resulta finalmente (3.11).
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Observación 3.5 De acuerdo con este resultado, para cada f ∈ H ′ el problema
(3.11) posee solución única û. Se puede afirmar también que esta solución de-
pende continuamente del dato f . En efecto, si û y v̂ son las soluciones asociadas
respectivamente a f y g tenemos que

α‖û− v̂‖2 ≤ a(û− v̂, û− v̂) = f(û− v̂)− g(û− v̂) ≤ ‖f − g‖ ‖û− v̂‖,

de donde

‖û− v̂‖ ≤ 1

α
‖f − g‖. (3.14)

3.3 Los espacios Lp. Propiedades elementales

En el resto de este tema, mientras no se advierta lo contrario, Ω denotará un
abierto no vaćıo de de IRN (N ≥ 1 es un entero).

Definición 3.3 Sea ϕ ∈ C0(Ω). Llamaremos soporte de ϕ (denotado sop ϕ),
a la adherencia del conjunto {x ∈ Ω : ϕ(x) 6= 0 }.

El conjunto sop ϕ es un cerrado contenido en Ω. Necesitaremos conside-
rar varios subespacios de C0(Ω): C0

c (Ω), Ckc (Ω) y D(Ω). Están definidos como
sigue:

C0
c (Ω) = {ϕ ∈ C0(Ω) : sop ϕ es un compacto de Ω },

Ckc (Ω) = C0
c (Ω) ∩ Ck(Ω), D(Ω) = C0

c (Ω) ∩ C∞(Ω).

Veamos que D(Ω) es un espacio no trivial (de hecho, con gran variedad de
funciones):

Lema 3.1 Dados x0 ∈ IRN y r > 0, existe una función ϕ ∈ D(IRN ) tal que
ϕ > 0 en B(x0; r) y sop ϕ = B(x0; r).

La demostración es inmediata. En efecto, sea ψ la función de C∞(IR) dada
por

ψ(s) = e1/s1{s<0} ∀s ∈ IR.

Entonces basta tomar ϕ(x) ≡ ψ(|x− x0|2 − r2).
A partir del lema 3.1 se obtiene el resultado siguiente, cuya demostración

puede encontrarse en el Apéndice de este tema:

Proposición 3.2 Dado un compacto no vaćıo K ⊂ Ω, existe una función ϕ ∈
D(Ω) tal que 0 ≤ ϕ ≤ 1 y ϕ = 1 en un entorno de K.

Recordaremos a continuación algunas nociones y resultados relacionados con
los espacios Lp. Para más detalles y demostraciones completas de lo que sigue,
véase por ejemplo [14].

Denotaremos M(Ω) el espacio vectorial de las funciones v : Ω 7→ IR que son
medibles. Si v ∈ M(Ω) y es no negativa, se puede hablar de su integral en Ω
respecto de la medida de Lebesgue (finita o no). En ambos casos, ésta se denota∫

Ω

v(x) dx. (3.15)
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Si v ∈ M(Ω), se dice que v es integrable si las funciones v+ = max(v, 0) y
v− = max(−v, 0) (que son medibles y no negativas) poseen integral finita. En
tal caso, llamaremos integral de v en Ω al número real∫

Ω

v(x) dx =

∫
Ω

v+(x) dx−
∫

Ω

v−(x) dx. (3.16)

Denotaremos L1(Ω) el subconjunto de M(Ω) constituido por las funciones
medibles e integrables.

Dada v ∈M(Ω), se tiene que v ∈ L1(Ω) si y sólo si |v| ∈ L1(Ω) y esto ocurre
si y sólo si ∫

Ω

|v(x)| dx < +∞.

Por tanto,

L1(Ω) = { v ∈M(Ω) :

∫
Ω

|v(x)| dx < +∞}.

Más generalmente, para cada p ∈ [1,+∞), denotaremos Lp(Ω) el siguiente
conjunto

Lp(Ω) = { v ∈M(Ω) :

∫
Ω

|v(x)|p dx < +∞}.

Para cada p, Lp(Ω) es un subespacio vectorial deM(Ω). Esto es consecuen-
cia de la llamada desigualdad triangular (o desigualdad de Minkowski):(∫

Ω

|u+ v|p dx
)1/p

≤
(∫

Ω

|u|p dx
)1/p

+

(∫
Ω

|v|p dx
)1/p

(3.17)

para cada u, v ∈ Lp(Ω).

Sea N el subespacio deM(Ω) formado por las funciones que se anulan c.p.d.
en Ω. Entonces N ⊂ Lp(Ω) para cada p y, dada v ∈ Lp(Ω), tenemos que v ∈ N
si y sólo si ∫

Ω

|v|p dx = 0.

Para poder trabajar en un marco funcional adecuado, nos interesará conside-
rar el espacio-cociente M(Ω) =M(Ω)/N (con las operaciones suma y producto
por un escalar inducidas por las operaciones de M(Ω) del modo habitual).

Obsérvese que C0(Ω) ⊂ M(Ω) y que dos funciones de C0(Ω) que coinciden
c.p.d. necesariamente coinciden en todo punto x ∈ Ω. Por tanto, no hay am-
bigüedad al identificar cada función de C0(Ω) con la clase de M(Ω) a la que
pertenece y podemos admitir que C0(Ω) es un subespacio de M(Ω).

Si dos funciones deM(Ω) coinciden c.p.d. en Ω y una de ellas es integrable,
también lo es la otra y sus integrales coinciden. Por tanto, tiene sentido con-
siderar los espacios-cociente Lp(Ω) = Lp(Ω)/N . Para cada “clase” v ∈ Lp(Ω),
la integral de |v|p en Ω es por definición la integral en el sentido que precede de
cualquiera de las funciones de la clase |v|p.

Utilizaremos de nuevo la notación∫
Ω

|v|p dx
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para designar la integral en Ω de una clase v ∈ Lp(Ω). Aśı,

Lp(Ω) = { v ∈M(Ω) :

∫
Ω

|v(x)|p dx < +∞}.

Por supuesto, la desigualdad (3.17) es también cierta cuando u, v ∈ Lp(Ω).
En consecuencia, Lp(Ω) es un espacio normado para la norma ‖ · ‖Lp , definida
por

‖v‖Lp =

(∫
Ω

|v|p dx
)1/p

∀v ∈ Lp(Ω).

Se puede demostrar que este espacio normado, de nuevo denotado Lp(Ω), es
completo. En particular, dado que la norma ‖·‖L2 está inducida por el producto
escalar (· , ·)L2 , donde

(u, v)L2 =

∫
Ω

uv dx ∀u, v ∈ L2(Ω),

resulta que L2(Ω) es un espacio de Hilbert.
Por otra parte, denotaremos L∞(Ω) el subespacio deM(Ω) constituido por

las funciones medibles acotadas y pondremos L∞(Ω) = L∞(Ω)/N . En este
espacio vectorial, consideraremos la norma ‖ · ‖L∞ , con

‖v‖L∞ = inf {M > 0 : |v(x)| ≤M c.p.d. en Ω } ∀v ∈ L∞(Ω).

Con esta norma, L∞(Ω) es de nuevo un espacio de Banach.
Recordemos la siguiente propiedad, llamada desigualdad de Hölder, válida

para cada p ∈ [1,+∞]: Si u ∈ Lp(Ω) y v ∈ Lp′(Ω), entonces uv ∈ L1(Ω) y∫
Ω

|uv| dx ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lp′ . (3.18)

Aqúı, p′ es el exponente conjugado de p, definido por la igualdad

1

p
+

1

p′
= 1. (3.19)

Recordemos también que, para cada p ∈ [1,+∞), se tiene la propiedad de
convergencia dominada en Lp(Ω): Si {un} es una sucesión en Lp(Ω), existe el
ĺımite limn→∞ un(x) = u(x) para x c.p.d. en Ω y existe una función v ∈ Lp(Ω)
tal que |un(x)| ≤ v(x) c.p.d. en Ω para cada n ≥ 1, entonces u ∈ Lp(Ω) y
además

lim
n→∞

‖un − u‖Lp = 0.

Se tiene el resultado de densidad siguiente, cuya demostración se da en el
Apéndice a este tema:

Teorema 3.6 Para cada p ∈ [1,+∞), D(Ω) es denso en Lp(Ω).

Corolario 3.3 Sea u ∈ L2(Ω) tal que∫
Ω

uϕdx = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω).

Entonces u = 0 c.p.d.
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Demostración: Gracias al teorema 3.6, D(Ω) es un subespacio denso de L2(Ω).
Por tanto, D(Ω)⊥ = {0} y, en las condiciones del corolario, u ∈ D(Ω)⊥.

Observación 3.6 Este resultado también es cierto cambiando L2(Ω) por Lp(Ω)
con p cualquiera en [1,+∞]. De hecho, veremos más adelante que es cierto
pidiéndole a u tan sólo que pertenezca a un espacio adecuado que contiene a
todos los Lp(Ω); véase la proposición 3.3.

Corolario 3.4 Para cada p ∈ [1,+∞), Lp(Ω) es un espacio de Banach separa-
ble.

Demostración: Sea {Kn} una sucesión no decreciente de compactos contenidos
en Ω con Ω =

⋃
n≥1Kn. Para cada n ≥ 1, se considera el conjunto Zn de las fun-

ciones polinómicas en Kn con coeficientes racionales. Dada z ∈ Zn, designare-
mos z̃ la correspondiente función prolongada por cero a todo Ω y llamaremos Z
al conjunto de las funciones z̃ obtenidas de este modo.

Es obvio que Z es numerable (es unión numerable de conjuntos numerables).
Por otra parte, Z es denso en Lp(Ω). En efecto, sean v ∈ Lp(Ω) y ε > 0.

Gracias al teorema 3.6, sabemos que existe ϕ ∈ D(Ω) tal que

‖v − ϕ‖Lp ≤
ε

2
.

Sean n ≥ 1 tal que Kn contiene al soporte de φ, cn la medida (de Lebesgue) de
Kn y z ∈ Zn tal que

‖ϕ− z‖C0(Kn) = max
x∈Kn

|ϕ(x)− z(x)| ≤ ε

2c
1/p
n

.

La existencia de z está garantizada por la densidad de Zn en C0(Kn). Entonces
tenemos que

‖v − z̃‖Lp ≤ ‖v − ϕ‖Lp + ‖ϕ− z̃‖Lp

≤ ε

2
+

(∫
Kn

|ϕ(x)− z(x)|p dx
)1/p

≤ ε.

Observación 3.7 El espacio de Banach L∞(Ω) no es separable. Para una
demostración de esta afirmación, véase por ejemplo [3].

Con una demostración similar a la del teorema 3.6 (que también se presenta
en el Apéndice), tenemos:

Teorema 3.7 Sea p ∈ [1,+∞). Dada ϕ ∈ C1
c (Ω), existe una sucesión {ϕn} de

funciones de D(Ω) tales que

‖ϕn − ϕ‖Lp → 0, ‖∂iϕn − ∂iϕ‖Lp → 0 ∀i = 1, . . . , N. (3.20)

Definición 3.4 Sea v ∈M(Ω). Se dice que v es localmente integrable en Ω si,
para cada compacto K ⊂ Ω, se tiene v1K ∈ L1(Ω). El conjunto de las (clases
de) funciones v localmente integrables en Ω es un subespacio vectorial de M(Ω)
y se denota L1

loc(Ω).
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Es claro que C0(Ω) ⊂ L1
loc(Ω) y que Lp(Ω) ⊂ L1

loc(Ω) para cada p ∈ [1,+∞].
El resultado siguiente es una importante generalización del corolario 3.3 y está
demostrado en el Apéndice de este tema:

Proposición 3.3 Sea u ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

uϕdx = 0 ∀ϕ ∈ D(Ω).

Entonces u = 0 c.p.d.

Una vez introducidos los espacios Lp, podemos dar un ejemplo no trivial de
operador lineal continuo, llamado operador integral de Fredholm:

Ejemplo 3.3 Sea K ∈ L2((a, b) × (a, b)) una función dada. Por definición, el
operador integral de Fredholm en L2(a, b) de núcleo K es el operador TK dado
como sigue:

TK(φ)(t) =

∫ b

a

K(t, s)φ(s) ds c.p.d. en (0, T ), ∀φ ∈ L2(a, b). (3.21)

No es dif́ıcil comprobar que TK ∈ L(L2(a, b)). En efecto, se tiene∫ b

a

∣∣∣∣∣
∫ b

a

K(t, s)φ(s) ds

∣∣∣∣∣
2

dt ≤

(∫ b

a

∫ b

a

|K(t, s)|2 ds dt

)(∫ b

a

|φ(s)|2 ds

)

para cada φ ∈ L2(a, b). Por otra parte, es inmediato que

T ∗K(φ)(t) =

∫ b

a

K(s, t)φ(s) ds c.p.d. en (0, T ), ∀φ ∈ L2(a, b). (3.22)

En consecuencia, para que TK sea autoadjunto, es necesario y suficiente que el
núcleo K sea simétrico, esto es, que se tenga

K(t, s) = K(s, t) c.p.d. en (0, T )× (0, T ).

3.4 Los espacios de Sobolev H1, H1
0 y H−1

Comenzaremos este parágrafo definiendo un concepto de derivada parcial más
general que el habitual:

Definición 3.5 Sean u ∈ L1
loc(Ω) e i ∈ {1, . . . , N}. Se dice que u posee

derivada generalizada de primer orden respecto de xi en L1
loc(Ω) si existe una

función vi ∈ L1
loc(Ω) tal que∫

Ω

vi ϕdx = −
∫

Ω

u ∂iϕdx ∀ϕ ∈ D(Ω). (3.23)

En tal caso, gracias a la proposición 3.3 la función vi es única, se denota ∂iu y
se denomina derivada generalizada de u respecto de xi.
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Observación 3.8 El concepto derivada generalizada en L1
loc(Ω) es una par-

ticularización de otro concepto aún más útil e interesante: la derivada en el
sentido de las distribuciones.2 Aśı, dada u ∈ L1

loc(Ω), se llama derivada de u
en el sentido de las distribuciones respecto de xi a la forma lineal Diu, definida
como sigue:

Diu(ϕ) = −
∫

Ω

u ∂iϕdx ∀ϕ ∈ D(Ω).

Si existe ∂iu ∈ L1
loc(Ω) tal que se tiene (3.23), entonces se pueden identificar

Diu y ∂iu de modo que, en tal caso, la derivada de u en el sentido de las
distribuciones “coincide” con la derivada generalizada en L1

loc(Ω), esto es:

Diu(ϕ) =

∫
Ω

∂iuϕdx ∀ϕ ∈ D(Ω).

Veamos a continuación que la definición 3.5 es coherente con la definición
clásica de derivada parcial:

Proposición 3.4 Sea u ∈ C0(Ω) y supongamos que, en todo x ∈ Ω, existe la
derivada parcial habitual ∂iu(x) y que ∂iu ∈ C0(Ω). Entonces u posee derivada
generalizada en L1

loc(Ω) respecto de xi y ésta coincide con ∂iu.

Demostración: Denotando ∂iu la derivada parcial de u en el sentido clásico,
hay que demostrar que∫

Ω

∂iuϕdx = −
∫

Ω

u ∂iϕdx ∀ϕ ∈ D(Ω). (3.24)

Sea ϕ ∈ D(Ω). Tenemos que uϕ posee derivada parcial respecto de xi en Ω
y que ∫

Ω

∂i(uϕ) dx =

∫
Ω

∂iuϕdx+

∫
Ω

u ∂iϕdx. (3.25)

Veamos que el primer miembro de (3.25) es cero.
Para ello, denotemos ũϕ la prolongación por cero a todo IRN de la función

uϕ. Entonces, si M > 0 es suficientemente grande,∫
Ω

∂i(uϕ) dx =

∫
IRN

∂i(ũϕ) dx =

∫
IRN−1

(∫ M

−M
∂i(ũϕ) dxi

)
dx′,

donde dx′ denota el elemento de integración en IRN−1. Pero esta última integral
es cero, de donde se tiene el resultado deseado.

Observación 3.9 Por supuesto, existen muchas funciones u ∈ L1
loc(Ω) que no

poseen derivada en el sentido clásico pero śı derivada generalizada en L1
loc(Ω).

Esto puede ocurrir incluso cuando u ∈ C0(Ω). Un ejemplo es el siguiente:
N = 2, Ω = (−1, 1)× (−1, 1) y u : Ω 7→ IR dada por

u(x1, x2) =

{
x1 si x1 ≥ 0,
0 si x1 < 0.

2Esta noción es presentada y analizada en la asignatura Ampliación de Ecuaciones en
Derivadas Parciales.
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Por otra parte, también existen muchas funciones de L1
loc(Ω) que no poseen

derivada generalizada en L1
loc(Ω). Por ejemplo, de nuevo con N = 2 y Ω =

(−1, 1)× (−1, 1), esto le ocurre a la función

v(x1, x2) =

{
1 si x1 ≥ 0,
0 si x1 < 0.

Definición 3.6 Se llama espacio de Sobolev H1(Ω) al conjunto

H1(Ω) = { v ∈ L2(Ω) : ∃ ∂iv ∈ L2(Ω) para 1 ≤ i ≤ N }, (3.26)

donde las derivadas se entienden en el sentido generalizado de la definición 3.5.
Si v ∈ H1(Ω), denotaremos ∇v (o bien Dv) al vector formado por las derivadas
parciales generalizadas ∂iv:

∇v = Dv = (∂1v, . . . , ∂Nv).

Diremos que ∇v es el gradiente de v.

Es inmediato que H1(Ω) es un subespacio vectorial de L2(Ω) que contiene a
C1
c (Ω) y que, si Ω es acotado, C1(Ω) ⊂ H1(Ω).

En el espacio H1(Ω) se puede introducir un producto escalar “natural”. En
efecto, pongamos

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (∇u,∇v)L2 ∀u, v ∈ H1(Ω). (3.27)

Entonces (· , ·)H1 es ciertamente un producto escalar.

Teorema 3.8 Dotado del producto escalar (· , ·)H1 , H1(Ω) se convierte en un
espacio de Hilbert.

Demostración: La norma inducida por (3.27) es

‖v‖H1 =
(
‖v‖2L2 + ‖∇v‖2L2

)1/2 ∀v ∈ H1(Ω). (3.28)

Tenemos que comprobar que toda sucesión de Cauchy para esta norma es con-
vergente en H1(Ω).

Sea entonces {un} una tal sucesión. Claramente, {un} y {∂iun} (1 ≤ i ≤ N)
son sucesiones de Cauchy en L2(Ω), de donde existen funciones u, v1, . . . , vN
tales que

un → u, ∂iun → vi en L2(Ω) (1 ≤ i ≤ N). (3.29)

Veamos que, para cada i, vi es la derivada generalizada de u, con lo cual quedará
probado que u ∈ H1(Ω) y que un → u en H1(Ω).

Dados i y ϕ ∈ D(Ω), tenemos que∫
Ω

∂iun ϕdx = −
∫

Ω

un ∂iϕdx (3.30)

para cada n ≥ 1. Gracias a (3.29), podemos pasar al ĺımite en (3.30) y deducir
que ∫

Ω

vi ϕdx = −
∫

Ω

u∂i ϕdx. (3.31)

Pero, como ϕ es arbitraria en D(Ω), esto significa que u posee derivada genera-
lizada en L2(Ω) respecto de xi. Esto prueba lo que queŕıamos.



46 Tema 3: Lax-Milgram y problemas eĺıpticos de segundo orden

Teorema 3.9 El espacio de Hilbert H1(Ω) es separable.

Demostración: Recordemos que el espacio de Hilbert L2(Ω) es separable.
Introduzcamos el espacio producto Y = L2(Ω)N+1, dotado del producto escalar

((u0, u1, . . . , uN ), (v0, v1, . . . , vN ))Y =

N∑
i=0

(ui, vi)L2 .

Entonces Y es un espacio de Hilbert separable.
Sea ahora J : H1(Ω) 7→ Y la aplicación definida por

Jv = (v, ∂1v, . . . , ∂nv) ∀v ∈ H1(Ω),

que es lineal, continua, inyectiva e isométrica, es decir, verifica

‖Jv‖Y = ‖v‖H1 ∀v ∈ H1(Ω).

Los espacios H1(Ω) y R(J) son isomorfos e isométricos. En particular, R(J)
es un subespacio cerrado de Y y es por tanto separable. De donde H1(Ω) es
separable.

Observación 3.10 En general, D(Ω) no es denso en H1(Ω). De hecho, D(Ω)
nunca es denso si Ω es acotado y su frontera es por ejemplo “de clase C0,1”.
Sin embargo, śı lo es cuando Ω = IRN (para la demostración, véase [3]). Por
otra parte, si Ω ⊂ IRN es un abierto conexo acotado de frontera ∂Ω “de clase
C0,1”, se puede demostrar que D(Ω) (el espacio de las restricciones a Ω de las
funciones de D(IRN )) es denso en H1(Ω) (véase [5]).

Definición 3.7 Llamaremos H1
0 (Ω) a la adherencia de D(Ω) en H1(Ω). Se

trata por tanto de un subespacio cerrado de H1(Ω) que, para el producto escalar
de H1(Ω), se convierte en un nuevo espacio de Hilbert separable.

Observación 3.11 En virtud de la observación 3.10, H1
0 (IRN ) = H1(IRN ), pero

esta igualdad no es cierta en general. Se puede demostrar que si v ∈ H1(Ω)
y existe un compacto K ⊂ Ω tal que v = 0 en Ω \ K, entonces v ∈ H1

0 (Ω).
También se puede demostrar que si v ∈ H1(Ω) ∩ C0(Ω) y v|∂Ω = 0 entonces
v ∈ H1

0 (Ω); véase [3].

Teorema 3.10 Supongamos que Ω ⊂ IRN y que, o bien Ω es un abierto conexo
acotado no vaćıo de frontera ∂Ω de clase C0,1, o bien Ω = IRN

+ . Existe una
única aplicación γ ∈ L(H1(Ω);L2(∂Ω)) tal que

γϕ = ϕ|∂Ω ∀ϕ ∈ C1
c (Ω) (3.32)

(recuérdese que C1
c (Ω) es el espacio de las restricciones a Ω de las funciones de

C1
c (IRN )). El espacio R(γ) está estrictamente contenido en L2(∂Ω) y, por otra

parte, N(γ) = H1
0 (Ω).

Además, se verifica la siguiente propiedad, llamada fórmula generalizada de
integración por partes:∫

Ω

u ∂iv dx = −
∫

Ω

∂iu v dx+

∫
∂Ω

γu γv ni dΓ ∀u, v ∈ H1(Ω). (3.33)
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El resultado precedente suele conocerse como teorema de trazas en H1(Ω).
La aplicación γ es por definición la traza sobre ∂Ω (también se dice que γ(v) es
la traza de v sobre ∂Ω y es costumbre escribir v|∂Ω en vez de γ(v)). En virtud
de lo que precede, dada una función v ∈ H1(Ω), decir que v ∈ H1

0 (Ω) es, de
algún modo, asegurar que “v se anula sobre ∂Ω” (obsérvese que, en principio,
no tiene sentido hablar de los valores de v sobre ∂Ω, dado que ∂Ω es un conjunto
de medida nula).

Para una demostración del teorema 3.10, véase por ejemplo [5].3

Teorema 3.11 Sea Ω ⊂ IRN un abierto no vaćıo acotado al menos en una
dirección. Entonces existe una constante positiva C (que sólo depende de Ω) tal
que ∫

Ω

|v|2 dx ≤ C
∫

Ω

|∇v|2 dx ∀v ∈ H1
0 (Ω) (3.34)

(desigualdad de Poincaré).

Demostración: Por densidad, basta probar (3.34) cuando v ∈ D(Ω). Deno-
taremos también v la prolongación por cero de v a todo IRN (una función de
D(IRN )).

No es restrictivo suponer que Ω es acotado en la dirección de x1. Esto quiere
decir que existe M > 0 tal que Ω ⊂ (−M,M)× IRN−1. Sea x = (x1, . . . , xN ) ∈
Ω. Entonces

v(x) =

∫ x1

−M
∂1v(y1, x2, . . . , xN ) dy1,

de donde

|v(x)|2 ≤

(∫ M

−M
|∂1v(y1, x2, . . . , xN )| dy1

)2

≤ 2M

∫ M

−M
|∂1v(y1, x2, . . . , xN )|2 dy1.

Integrando respecto de x en Ω, tenemos ahora:∫
Ω

|v(x)|2 dx ≤ 2M

∫
Ω

∫ M

−M
|∂1v(y1, x2, . . . , xN )|2 dy1 dx

= 4M2

∫
IRN−1

∫ M

−M
|∂1v(y1, x2, . . . , xN )|2 dy1 dx

′,

(3.35)

donde dx′ denota el elemento de integración en IRN−1 respecto de las variables
x2, . . . , xN . De (3.35), se deduce fácilmente (3.34).

Obsérvese que la desigualdad (3.34) es falsa en general para las funciones de
H1(Ω).

Si el abierto Ω es acotado al menos en una dirección, tiene entonces sentido
definir un nuevo producto escalar en H1

0 (Ω). En efecto, pongamos

(u, v)H1
0

= (∇u,∇v)L2 ∀u, v ∈ H1
0 (Ω). (3.36)

3Este resultado será generalizado y estudiado con detalle en la asignatura Ampliación de
Ecuaciones en Derivadas Parciales.
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Entonces, gracias a (3.34), (· , ·)H1
0

es un verdadero producto escalar en H1
0 (Ω)

que induce en este espacio una norma ‖·‖H1
0

que es equivalente a la norma usual

‖ · ‖H1 .

Definición 3.8 Denominaremos H−1(Ω) al dual topológico de H1
0 (Ω).

Tenemos que H−1(Ω) es un nuevo espacio de Hilbert, isomorfo e isométrico
a H1

0 (Ω). El resultado que sigue proporciona una importante caracterización de
H−1(Ω):

Teorema 3.12 Sean f0, f1, . . . , fN ∈ L2(Ω) y sea F : H1
0 (Ω) 7→ IR la forma

lineal definida como sigue:

F (v) =

∫
Ω

(f0 v +

N∑
i=1

fi ∂iv) dx ∀v ∈ H1
0 (Ω). (3.37)

Entonces F ∈ H−1(Ω). Además, si denotamos ‖ · ‖H−1 la norma en H−1(Ω)
inducida por la norma de H1(Ω),

‖F‖H−1 ≤

(
N∑
i=0

‖fi‖2L2

)1/2

. (3.38)

Rećıprocamente, si F ∈ H−1(Ω), existen N+1 funciones f0, f1, . . . , fN ∈ L2(Ω)
tales que se tiene (3.37) y

‖F‖H−1 =

(
N∑
i=0

‖fi‖2L2

)1/2

. (3.39)

Demostración: Supongamos en primer lugar dadas f0, f1, . . . , fN ∈ L2(Ω). Es
entonces inmediato que la forma lineal F definida por (3.37) es continua. Por
tanto, F ∈ H−1(Ω). Además,

|F (v)| ≤ ‖f0‖L2‖v‖L2 +

N∑
i=1

‖fi‖L2‖∂iv‖L2 ≤

(
N∑
i=0

‖fi‖2L2

)1/2

‖v‖H1 ,

de donde tenemos (3.38).
Rećıprocamente, sea F ∈ H−1(Ω). Por el teorema 3.1, existe uF ∈ H1

0 (Ω)
tal que

‖uF ‖H1 = ‖F‖H−1 , (uF , v)H1 = F (v) ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Tomando f0 = uF y fi = ∂iuF para 1 ≤ i ≤ N , tenemos (3.37) y (3.39).

Observación 3.12 Si Ω es acotado al menos en una dirección, las afirmaciones
que se hacen en el teorema 3.12 son ciertas con f0 = 0 (en tal caso, en (3.39),
‖ · ‖H−1 debe denotar la norma en H−1(Ω) inducida por ‖ · ‖H1

0
).

Si F ∈ H−1(Ω) está definida por (3.37), donde las f0, f1, . . . , fN son fun-
ciones de L2(Ω), pondremos

F = f0 −
N∑
i=1

∂ifi. (3.40)
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Esta notación está motivada por el hecho de que, si las f0, f1, . . . , fN son
suficientemente regulares, entonces

F (ϕ) =

∫
Ω

(
f0 −

N∑
i=1

∂ifi

)
ϕdx

para cada ϕ ∈ D(Ω) y, por tanto, también para toda v ∈ H1
0 (Ω).

En particular, podemos definir siempre la derivada de una función de L2(Ω),
en el sentido que determina (3.37), como un elemento de H−1(Ω).4

En lo que sigue, usaremos el teorema 3.1 para identificar L2(Ω) con su dual.
Por el contrario, no haremos uso de la identificación posible de H1

0 (Ω) y H−1(Ω),
sino que utilizaremos la fórmula (3.37) para describir los elementos de H−1(Ω).
De este modo, L2(Ω) puede identificarse con un subespacio de H−1(Ω) y pode-
mos escribir que, salvo isomorfismos isométricos,

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω). (3.41)

Observación 3.13 Una manera informal de interpretar (3.41) consiste en decir
que las funciones de H1

0 (Ω) están en L2(Ω) (aunque en el segundo espacio hay
más funciones que en el primero) y que, por otra parte, las funciones de L2(Ω)
determinan formas lineales continuas sobre H1

0 (Ω) (aunque hay formas lineales
continuas que no están definidas por elementos de L2(Ω)). Para convencerse de
esto último, basta elegir N = 1 y Ω = (−1, 1) y considerar la forma lineal F ,
dada como sigue:

F (v) =

∫ 1

0

v′(x) dx ∀v ∈ H1
0 (−1, 1).

Observación 3.14 Razonando como en la demostración del teorema 3.12, se
deduce que para cada F ∈ (H1(Ω))′ existen N + 1 funciones f0, f1, . . . , fN ∈
L2(Ω) tales que

F (v) =

∫
Ω

(
f0 v +

N∑
i=1

fi ∂iv

)
dx ∀v ∈ H1(Ω)

y

‖F‖(H1)′ =

(
N∑
i=0

‖fi‖2L2

)1/2

. (3.42)

3.5 Resolución de la formulación débil de pro-
blemas eĺıpticos de segundo orden

A continuación, analizaremos la existencia y unicidad de solución de un proble-
ma del cual el problema 1.7, enunciado en el tema 1 y resuelto en el tema 2,

4Por ejemplo, si f ∈ L2(Ω), ∂1f es el elemento de H−1(Ω) que verifica

∂1f(v) = −
∫

Ω

f ∂1v dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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es un caso particular. Como ya hemos indicado con anterioridad, para ello es
conveniente “relajar” o “debilitar” el concepto de solución. Para mayor claridad,
nos limitaremos de momento a considerar el problema{

−∆u = f(x), x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,
(3.43)

donde Ω ⊂ IRN es un abierto acotado no vaćıo y f ∈ L2(Ω).

Definición 3.9 Se llama solución débil de (3.43) a toda función u que verifique:
∫

Ω

∇u · ∇v dx =

∫
Ω

f v dx ∀v ∈ H1
0 (Ω),

u ∈ H1
0 (Ω).

(3.44)

Este concepto de solución generaliza el de solución clásica. Más precisa-
mente, tenemos la siguiente

Proposición 3.5 Sea Ω ⊂ IRN un abierto acotado no vaćıo y supongamos (por
ejemplo) que f ∈ L2(Ω) ∩ C0(Ω). Si u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω) es solución clásica de
(3.43), entonces u es solución débil.

Demostración: En las condiciones de esta proposición, u ∈ H1
0 (Ω) (basta

recordar (3.11), que u ∈ C1(Ω) y que u = 0 sobre ∂Ω).
Por otra parte, sea ϕ ∈ D(Ω). Para cada i = 1, . . . , N , se tiene que∫

Ω

∂2
i uϕdx =

∫
Ω

∂i(∂iuϕ) dx−
∫

Ω

∂iu ∂iϕdx. (3.45)

La función ∂iuϕ pertenece a C1
c (Ω) y por tanto la integral en Ω de ∂i(∂iuϕ)

vale cero. En consecuencia, sumando las igualdades (3.45) para i = 1, . . . , N y
teniendo en cuenta que −∆u = f , obtenemos que∫

Ω

∇u · ∇ϕdx =

∫
Ω

f ϕ dx ∀ϕ ∈ D(Ω).

Por densidad, se deduce de aqúı que u es solución débil de (3.43).

Observación 3.15 También es cierto que si f ∈ L2(Ω) ∩ C0(Ω), u es solución
débil de (3.43) y u ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω), entonces u es solución clásica.

Observación 3.16 Es más fácil a priori resolver (3.44) que resolver (3.43) en
un sentido clásico. En efecto, en el primer caso estamos buscando la solución
en un espacio mayor y estamos exigiendo menos a la solución.

Consideraremos a continuación una situación más general. Para ello, supon-
gamos dadas unas funciones

aij = aji ∈ L∞(Ω) (i, j = 1, . . . , N), c ∈ L∞(Ω),

f0, f1, . . . , fN ∈ L2(Ω), g̃ ∈ H1(Ω).

Nuestro problema es ahora el siguiente:
−

N∑
i,j=1

∂i(aij∂ju) + cu = f0 −
N∑
i=1

∂ifi, x ∈ Ω,

u = g̃(x), x ∈ ∂Ω,

(3.46)
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Definición 3.10 Se llama solución débil de (3.46) a toda función u que verifi-
que: 

∫
Ω

(

N∑
i,j=1

aij ∂ju ∂iv + c u v) dx =

∫
Ω

(f0 v +

N∑
i=1

fi ∂iv) dx

∀v ∈ H1
0 (Ω), u− g̃ ∈ H1

0 (Ω).

(3.47)

No es dif́ıcil probar un resultado análogo a la proposición 3.5 para el proble-
ma (3.47). En consecuencia, la definición 3.10 es la adecuada.

Observación 3.17 Tampoco es dif́ıcil probar que u es solución débil de (3.46)
si y sólo si u ∈ H1(Ω),

−
N∑

i,j=1

∂i(aij∂ju) + cu = f0 −
N∑
i=1

∂ifi en H−1(Ω)

y γu = γg̃ en L2(∂Ω).

Pongamos
J(v) =

1

2

∫
Ω

(

N∑
i,j=1

aij ∂jv ∂iv + c |v|2) dx−
∫

Ω

(f0 v +

N∑
i=1

fi ∂iv) dx

∀v ∈ H1(Ω).

(3.48)

El resultado principal de este parágrafo es el siguiente:

Teorema 3.13 Sea Ω ⊂ IRN un abierto acotado y supongamos que los coefi-
cientes aij y c verifican

aij = aji ∈ L∞(Ω) (i, j = 1, . . . , N),

N∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α0|ξ|2 ∀ξ ∈ IRN , c.p.d. en Ω, α0 > 0,
(3.49)

c ∈ L∞(Ω), c ≥ 0 c.p.d. en Ω. (3.50)

Supongamos también que f0, f1, . . . , fN ∈ L2(Ω) y g̃ ∈ H1(Ω). Entonces existe
una única solución débil u del problema (3.46). Además, u es la única función
que verifica {

J(u) ≤ J(z) ∀z ∈ g̃ +H1
0 (Ω),

u ∈ g̃ +H1
0 (Ω).

(3.51)

Demostración: Introducimos el cambio de variable u = w + g̃. Entonces, la
primera afirmación (existencia y unicidad de solución débil de (3.46)) se reduce
a probar que existe una única w ∈ H1

0 (Ω) solución de

a(w, v) = `(v) ∀v ∈ H1
0 (Ω), w ∈ H1

0 (Ω), (3.52)

donde

a(w, v) =

∫
Ω

(

N∑
i,j=1

aij ∂jw ∂iv + cw v) dx ∀w, v ∈ H1
0 (Ω), (3.53)
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 `(v) =

∫
Ω

(f0 v +

N∑
i=1

fi ∂iv) dx−
∫

Ω

(

N∑
i,j=1

aij ∂j g̃ ∂iv + c g̃ v) dx

∀v ∈ H1
0 (Ω).

(3.54)

Para probar la existencia y unicidad de solución débil de (3.52), aplicaremos
el teorema 3.5. Aśı, tomemos H = H1

0 (Ω). Gracias a (3.49) y (3.50), la forma
bilineal a(· , ·) está bien definida y es continua y coerciva en H1

0 (Ω). En efecto,
por una parte tenemos que

|a(w, v)| ≤
N∑

i,j=1

∣∣∣∣∫
Ω

aij ∂jw ∂iv dx

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
Ω

cw v dx

∣∣∣∣
≤ C1

(
N∑
i=1

‖∂iw‖2L2 + ‖w‖2L2

)1/2( N∑
i=1

‖∂iv‖2L2 + ‖v‖2L2

)1/2

,

para w, v ∈ H1
0 (Ω), donde la constante C1 sólo depende de las normas en L∞(Ω)

de los aij y de c. Por tanto,

|a(w, v)| ≤ C1‖w‖H1 ‖v‖H1 ∀w, v ∈ H1
0 (Ω),

esto es, a(· , ·) es continua.
Por otra parte, para cada v ∈ H1

0 (Ω) se tiene en virtud de (3.49) que

a(v, v) =

N∑
i,j=1

∫
Ω

aij ∂jv ∂iv dx+

∫
Ω

c v2 dx ≥ α0

N∑
i=1

‖∂iv‖2L2 .

Dado que Ω es acotado, tenemos entonces que

a(v, v) ≥ α‖v‖2H1 ∀v ∈ H1
0 (Ω)

para algún α > 0; es decir, a(· , ·) es coerciva.
Por otra parte, la forma lineal ` definida por (3.54) pertenece a H−1(Ω). En

efecto, podemos escribir que `(v) =

∫
Ω

(f0 − cg̃) v dx+

∫
Ω

N∑
i=1

fi − N∑
j=1

aij ∂j g̃

 ∂iv dx

∀v ∈ H1
0 (Ω)

y podemos aplicar la primra parte del teorema 3.12 cambiando f0 por f0− cg̃ y
fi por fi −

∑N
j=1 aij ∂j g̃ para cada i.

Se deduce además que

|`(v)| ≤ C2‖v‖L2 ∀v ∈ H1
0 (Ω),

donde la constante C2 sólo depende de las normas en L2(Ω) de f y las fi, de la
norma en H1(Ω) de g̃ y de las normas en L∞(Ω) de los coeficientes aij y c.

Gracias al teorema 3.5, existe en efecto una única w que verifica

a(w, v) = `(v) ∀v ∈ H1
0 (Ω), w ∈ H1

0 (Ω) (3.55)

y tenemos que u = w + g̃ es la única solución débil del problema (3.46).
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Teniendo en cuenta que la forma bilineal a(· , ·) es simétrica y aplicando de
nuevo el teorema 3.5, deducimos que w es, además, el único punto de H1

0 (Ω)
donde la función

1

2
a(v, v)− `(v)

alcanza el mı́nimo:

1

2
a(w,w)− `(w) ≤ 1

2
a(v, v)− `(v) ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Pero, teniendo en cuenta la definición (3.48) de J , vemos que esto es equivalente
a decir que

J(u) ≤ J(z) ∀z ∈ g̃ +H1
0 (Ω).

Esto termina la demostración.

Observación 3.18 En particular, tomando aij ≡ δij , c ≡ 0 y fi ≡ 0 para 1 ≤
i ≤ N , vemos como consecuencia del teorema 3.13 que el problema (3.43) posee
una única solución débil. Naturalmente, si además se satisfacen las condiciones
del teorema 1.10, la solución débil hallada coincide con la solución clásica que
proporciona este resultado.

Observación 3.19 No ostante, es obvio que el teorema 3.13 da cobertura a
muchos otros casos. Por ejemplo, sean Ω1 y Ω2 dos abiertos contenidos en Ω
tales que

Ω1 ∪ Ω2 = Ω

y sea a(x) = α para x c.p.d. en Ω1 y a(x) = β para x c.p.d. en Ω2, con 0 < α < β.
Entonces, para cada f ∈ L2(Ω) y cada g̃ ∈ H1(Ω), existe una única solución
débil del problema 

−
N∑
i=1

∂i(a(x)∂iu) = f(x), x ∈ Ω,

u = g̃(x), x ∈ ∂Ω.

Observación 3.20 En el enunciado del teorema 3.13, se puede sustituir la
hipótesis “Ω es acotado” por esta otra:

c ∈ L∞(Ω), c ≥ α1 > 0 c.p.d. en Ω.

Apéndice: Algunos resultados auxiliares

Comenzaremos con un resultado general que se usa en la demostración del teo-
rema 3.2:

Teorema 3.14 Sean H un espacio de Hilbert, K ⊂ V un convexo cerrado no
vaćıo y Φ : V 7→ IR una función continua y convexa. Supongamos que, o bien
K es acotado, o bien Φ es coerciva en K, esto es, verifica

lim
v∈K, ‖v‖→+∞

Φ(v) = +∞.

Entonces existe al menos un punto u ∈ H que verifica

Φ(u) ≤ Φ(v) ∀v ∈ K, u ∈ K.

Además, si Φ es estrictamente convexa, el punto u es único.
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Este resultado es de gran interés. Para su demostración, véase por ejem-
plo [8].

En lo que sigue, dados un conjunto A de IRN y un número positivo δ, deno-
taremos Aδ al conjunto

Aδ = {x ∈ IRN : dist (x,A) ≤ δ }.

Demostración de la proposición 3.2: En primer lugar, sea ρ ∈ D(IRN ) una
función positiva en la bola B(0; 1) y nula en su complementario. En virtud del
lema 3.1, una tal ρ existe. Multiplicando ρ si hiciera falta por una constante
positiva, podemos suponer que∫

IRN
ρ(x) dx = 1. (3.56)

Sea ε una cantidad positiva. Pongamos

ρε(x) = ε−Nρ(ε−1x) ∀x ∈ IRN

y

ϕε(x) =

∫
K2ε

ρε(x− y) dy ∀x ∈ Ω. (3.57)

Se tiene entonces que, si ε es suficientemente pequeño, ϕε cumple las propiedades
deseadas.

En efecto, la función ϕε está bien definida para todo x ∈ Ω y verifica ϕε ∈
C∞(Ω). Además,

0 ≤ ϕε(x) ≤
∫

IRN
ρε(x− y) dy = 1 ∀x ∈ Ω.

Para ε > 0 suficientemente pequeño, el conjunto K3ε es un compacto contenido
en Ω. Por otra parte, si x ∈ Kε,

ϕε(x) =

∫
IRN

ρε(x− y)1K2ε
(y) dy =

∫
IRN

ρε(y)1K2ε
(x− y) dy = 1,

mientras que, si x 6∈ K3ε, la bola B(x; ε) no corta a K2ε y

ϕε(x) =

∫
IRN

ρε(y)1K2ε
(x− y) dy = 0.

Esto termina la demostración.

Demostración del teorema 3.6: Sean p ∈ [1,+∞) y v ∈ Lp(Ω). Probaremos
que, para cada κ > 0, existe una función ϕ ∈ D(Ω) que verifica

‖v − ϕ‖Lp ≤ κ. (3.58)

Etapa 1: Para cada δ > 0, sea K(δ) el compacto siguiente:

K(δ) = {x ∈ Ω : dist (x, ∂Ω) ≥ δ }.

Pongamos vδ = v 1K(δ). Entonces

‖v − vδ‖Lp =

(∫
Ω

|v|p 1Ω\K(δ) dx

)1/p
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converge a cero, gracias al teorema de la convergencia dominada. Por tanto,
eligiendo δ suficientemente pequeño, tenemos

‖v − vδ‖Lp ≤
κ

2
. (3.59)

Etapa 2: Fijemos δ tal que se tenga (3.59) y sea K = K(δ). Para cada ε > 0,
sea ρε la función introducida en la demostración de la proposición 3.2. Pongamos

wε(x) =

∫
IRN

ρε(x− y)vδ(y) dy ∀x ∈ Ω. (3.60)

Entonces, si ε es suficientemente pequeño, wε cumple lo deseado.
En efecto, wε está bien definida para todo x ∈ Ω y verifica wε ∈ C∞(Ω).

Para ε > 0 suficientemente pequeño, el conjunto Kε es un compacto contenido
en Ω. Si x 6∈ Kε, la bola B(x; ε) no corta a K y entonces

wε(x) =

∫
IRN

ρε(y)vδ(x− y) dy = 0.

Por tanto, para ε suficientemente pequeño, wε ∈ D(Ω). Finalmente,

‖vδ − wε‖p =

∫
Ω

∣∣∣∣∣
∫
B(0;ε)

ρε(y)(vδ(x)− vδ(x− y)) dy

∣∣∣∣∣
p

dx

≤
∫

Ω

‖ρε‖pLp′
∫
B(0;ε)

|vδ(x)− vδ(x− y)|p dy dx

≤ C
∫
B(0;ε)

(∫
Ω

|vδ(x)− vδ(x− y)|p dx
)
dy,

donde C es independiente de ε. Por tanto, para ε suficientemente pequeño,
tenemos

‖vδ − wε‖Lp ≤
κ

2
. (3.61)

Combinando (3.59) y (3.61), obtenemos (3.58) para ϕ = wε.

Demostración del teorema 3.7: Es similar a la que se presenta en la Etapa 2
de la prueba del teorema 3.6. En efecto, sea ϕ ∈ C1

c (Ω) y sea K el soporte de
ϕ. Para cada ε > 0, sea wε la función definida por

wε(x) =

∫
IRN

ρε(x− y)ϕ(y) dy ∀x ∈ Ω. (3.62)

Entonces es obvio que, si ε es suficientemente pequeño, wε ∈ D(Ω). Razonando
como antes, se deduce que ‖ϕ− wε‖Lp → 0 cuando ε→ 0.

Por otra parte, para cada i = 1, . . . , N , se tiene que

∂iwε(x) =

∫
IRN

ρε(x− y)∂iϕ(y) dy ∀x ∈ Ω.

En consecuencia, también se puede demostrar que ‖∂iϕ− ∂iwε‖Lp → 0 cuando
ε→ 0. Esto prueba el teorema.
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Demostración de la proposición 3.3: Supongamos en primer lugar que Ω
es acotado y que u ∈ L1(Ω).

Sea ε > 0. Sabemos que existe ψε ∈ D(Ω) tal que

‖u− ψε‖L1 ≤ ε.

Para cada ϕ ∈ D(Ω), tenemos entonces que∣∣∣∣∫
Ω

ψεϕdx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
Ω

(ψε − u)ϕdx

∣∣∣∣ ≤ ε‖ϕ‖L∞ .
Sean K+ y K− los dos conjuntos siguientes:

K+ = {x ∈ Ω : ψε(x) ≥ ε }, K− = {x ∈ Ω : ψε(x) ≤ −ε }.

Entonces K+ y K− son dos compactos contenidos en Ω y, usando la proposi-
ción 3.2, es fácil probar que existe una función ϕε ∈ D(Ω) que verifica:

−1 ≤ ϕε ≤ 1, ϕε = 1 en K+, ϕε = −1 en K−.

Pongamos K = K+ ∪ K− y denotemos c(Ω) la medida de Lebesgue de Ω.
Entonces ∫

K

|ψε(x)| dx =

∫
Ω

ψεϕε dx−
∫

Ω\K
ψεϕε dx

≤ ε+

∫
Ω\K
|ψε(x)| dx

≤ (1 + c(Ω))ε,

de donde
‖u‖L1 ≤ ‖u− ψε‖L1 + ‖ψε‖L1 ≤ (2 + c(Ω))ε.

Dado que ε es arbitrariamente pequeño, deducimos que u = 0 c.p.d.
Supongamos ahora que Ω ⊂ IRN es un abierto arbitrario y u ∈ L1

loc(Ω). Para
cada n ≥ 1, sea

Ωn = {x ∈ Ω : |x| < n, dist (x, IRN \ Ω) > 1/n }.

Es inmediato que cada Ωn es un abierto acotado, cada Ωn es un compacto
contenido en Ω y que además se tiene

Ωn ⊂ Ωn+1 ∀n ≥ 1, ∪n≥1Ωn = Ω.

En cada Ωn podemos razonar como antes para deducir que u se anula c.p.d.
Gracias a las propiedades precedentes de los Ωn, es claro que esto implica u = 0
c.p.d. en Ω.



Tema 4

La ecuación de ondas
unidimensional

En este tema consideraremos varios problemas para la EDP de ondas unidimen-
sional

utt − c2uxx = h,

donde c > 0 es una constante y h = h(x, t) es una función dada. En primer
lugar, hablaremos del caso en que h ≡ 0. La EDP correspondiente es

utt − c2uxx = 0 (4.1)

y se denomina EDP de ondas homogénea.

4.1 Soluciones clásicas y soluciones generaliza-
das

Ante todo, precisemos los conceptos de solución clásica y solución generalizada
de (4.1):

Definición 4.1 Sean Q ⊂ IR× IR+ un abierto y u : Q 7→ IR una función dada.
Se dice que u es solución clásica de (4.1) en Q si u ∈ C2(Q) y utt(x, t) −
c2uxx(x, t) = 0 en todo (x, t) ∈ Q.

Se dice que u es solución generalizada de (4.1) en Q si, para cualquier
paralelogramo determinado por rectas x ± ct = Const. de vértices consecutivos
A,B,C,D ∈ Q, se cumple la igualdad

u(A) + u(C) = u(B) + u(D), (4.2)

conocida como ley del paralelogramo.

Obsérvese que toda función u : Q 7→ IR que tenga la estructura

u(x, t) = F (x+ ct) +G(x− ct), (4.3)

donde F y G son funciones dadas, es solución generalizada.

57
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Lema 4.1 Sean Q ⊂ IR× IR+ un abierto y u : Q 7→ IR una función dada. Si Q
es convexo y u es solución clásica de (4.1) en Q, entonces u es solución genera-
lizada. Por otra parte, si u es solución generalizada y u ∈ C2(Q), entonces es
solución clásica.

Demostración: Supongamos en primer lugar que Q es convexo y u es solución
clásica de (4.1) en Q.

Supongamos dados cuatro vértices consecutivos A,B,C,D ∈ Q, determina-
dos por rectas x± ct = Const. y sea R el rectángulo (cerrado) asociado. Dado
que Q es convexo, R ⊂ Q. Introduzcamos el cambio de variables

ξ = x+ ct, η = x− ct

y pongamos

v(ξ, η) = u(x, t) ≡ u(
1

2
(ξ + η),

1

2c
(ξ − η)) ∀(ξ, η) ∈ R̃,

donde R̃ es el rectángulo R escrito en las nuevas variables. Entonces v es de
clase C2 en R̃ y

vξη(ξ, η) = 0 ∀(ξ, η) ∈ R̃.
Pero entonces v es una función de la forma

v(ξ, η) = F (ξ) +G(η)

para dos funciones F y G de clase C2. Por tanto, en R la función u es como en
(4.3) y tenemos en particular (4.2).

Supongamos ahora que u es solución generalizada en Q y u ∈ C2(Q). Sea
(x∗, t∗) ∈ Q. Existe ε > 0 tal que, para 0 < ξ, η < ε, los puntos

(x∗ + cξ, t∗ + ξ), (x∗ − cη, t∗ + η), (x∗ + cξ − cη, t∗ + ξ + η)

también pertenecen a Q. En consecuencia, tenemos gracias a (4.2) que

u(x∗ + cξ − cη, t∗ + ξ + η)− u(x∗ + cξ, t∗ + ξ)
= u(x∗ − cη, t∗ + η)− u(x∗, t∗)

para estos ξ y η. Sumando y restando u(x∗+cξ−cη, t∗+ξ) en el primer miembro
de esta igualdad, sumando y restando u(x∗ − cη, t∗) en el segundo, dividiendo
por η y teniendo en cuenta la regularidad de u, no es dif́ıcil deducir que

ut(x
∗ + cξ, t∗ + ξ)− cux(x∗ + cξ, t∗ + ξ) = ut(x

∗, t∗)− cux(x∗, t∗),

de donde

ut(x
∗ + cξ, t∗ + ξ)− ut(x∗, t∗) = cux(x∗ + cξ, t∗)− cux(x∗, t∗)

para cada ξ. Ahora, sumando y restando ut(x
∗ + cξ, t∗) en el primer miembro,

sumando y restando cux(x∗, t∗+ξ) en el segundo, dividiendo por ξ y recordando
que u es de clase C2 en Q, se deduce que

utt(x
∗, t∗) = c2uxx(x∗, t∗).

Dado que el punto (x∗, t∗) ∈ Q es arbitrario, tenemos que u es solución clásica
de (4.1) en Q.

Esto prueba el lema.

Una consecuencia importante de este lema es la siguiente:
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Para probar que una función u : Q 7→ IR es solución clásica de (4.1)
en Q, basta probar que es solución generalizada y que u ∈ C2(Q).

En particular, si u es como en (4.3) para dos funciones F G de clase C2, se
tiene que u es solución clásica.

4.2 La fórmula de D’Alembert y el problema de
Cauchy

Este parágrafo está dedicado al problema de Cauchy (o problema de valores
iniciales). Se trata del siguiente:{

utt − c2uxx = 0, (x, t) ∈ IR× IR+,
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ IR,

(4.4)

donde f : IR 7→ IR y g : IR 7→ IR son funciones dadas.

Definición 4.2 Sean f ∈ C2(IR) y g ∈ C1(IR). Se llama solución clásica de
(4.4) a toda función u ∈ C2(IR× IR+) que verifica

utt(x, t)− c2uxx(x, t) = 0 ∀(x, t) ∈ IR× IR+,

u(x, 0) = f(x) y ut(x, 0) = g(x) ∀x ∈ IR.

El resultado principal de este parágrafo es el siguiente:

Teorema 4.1 Sean f ∈ C2(IR) y g ∈ C1(IR). Entonces el correspondiente
problema (4.4) posee exactamente una solución clásica u que viene dada por la
fórmula de D’Alembert u(x, t) =

1

2
(f(x+ ct) + f(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(s) ds

∀(x, t) ∈ IR× IR+.

(4.5)

Demostración: Hay varias formas de demostrar este resultado. Una de ellas
consiste en comprobar que la función u definida por (4.5) es de clase C2, verifica
las condiciones iniciales y de contorno de (4.4), es solución generalizada de (4.1)
en IR× IR+ y coincide con cualquier otra solución clásica de (4.4).

No obstante, seguiremos una estrategia distinta. Pongamos de nuevo

ξ = x+ ct, η = x− ct

y

v(ξ, η) = u(x, t) ≡ u(
1

2
(ξ + η),

1

2c
(ξ − η)).

Sea Q = { (ξ, η) ∈ IR2 : ξ > η }. Entonces u es solución clásica de (4.1) en
IR× IR+ si y sólo si v ∈ C2(Q) y vξη = 0 en Q. Pero esto último ocurre si y sólo
si v es una función de la forma

v(ξ, η) = F (ξ) +G(η)
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para dos funciones F y G de clase C2. Luego u es solución clásica de (4.1) en
IR× IR+ si y sólo si es de la forma

u(x, t) = F (x+ ct) +G(x− ct) (4.6)

con F y G de este tipo.
Para que una función u dada por (4.6) verifique las condiciones iniciales de

(4.4), es necesario y suficiente que se tenga

F (x) +G(x) = f(x) y F ′(x)−G′(x) =
1

c
g(x)

para todo x ∈ IR. De aqúı se deduce que

F ′(x) =
1

2

(
f ′(x) +

1

c
g(x)

)
y G′(x) =

1

2

(
f ′(x)− 1

c
g(x)

)
y también que

F (x) =
1

2
f(x) +

1

2c

∫ x

0

g(s) ds+ C,

G(x) =
1

2
f(x)− 1

2c

∫ x

0

g(s) ds− C,

donde C es una constante arbitraria. Por tanto, si u es solución clásica de
(4.4), tenemos (4.5). Rećıprocamente, si u está dada por (4.5), es claro que u
es solución clásica de (4.4).

Esto prueba el teorema.

Observación 4.1 El problema (4.4) y su resolución poseen una clara inter-
pretación f́ısica. Pensemos por ejemplo en una cuerda “ideal” que ocupa toda
la recta. Conocemos para cada x ∈ IR la posición u(x, 0) y la velocidad de
desplazamiento vertical ut(x, 0) en el instante inicial t = 0. Entonces, en virtud
del resultado precedente, quedan determinadas, en todo instante posterior t ≥ 0
y para cada punto x ∈ IR, la posición u(x, t) y la velocidad de desplazamiento
vertical ut(x, t).

Observación 4.2 A la vista de (4.5), deducimos que la solución de (4.4) de-
pende continuamente de los datos f y g en el sentido de la convergencia uniforme
sobre compactos de IR× IR+. En efecto, si las f , g, fn, gn verifican

f, fn ∈ C2(IR), g, gn ∈ C1(IR),

fn → f y gn → g

uniformemente sobre compactos en IR, entonces las soluciones asociadas un y u
verifican

un(x, t)− u(x, t)

=
1

2
(fn(x+ ct)− f(x+ ct) + fn(x− ct)− f(x− ct))

+
1

2c

∫ x+ct

x−ct
(gn(s)− g(s)) ds

para (x, t) ∈ IR × IR+ y por tanto un → u uniformemente en los compactos de
IR× IR+.



4.3 El problema de Cauchy-Dirichlet 61

Observación 4.3 Otra consecuencia de (4.5) es que la regularidad de la solu-
ción u está determinada por la regularidad de los datos f y g. Más precisamente,
si k es un entero ≥ 2, f ∈ Ck(IR) y g ∈ Ck−1(IR), entonces u ∈ Ck(IR × IR+)
(en particular, u(·, t) ∈ Ck(IR) y ut(·, t) ∈ Ck−1(IR) para cada t > 0). Esta
propiedad es exclusiva de la EDP de ondas unidimensional: para la EDP de
ondas en dimensión ≥ 2 en espacio hay pérdida de regularidad para t > 0. Desde
el punto de vista práctico, esta propiedad explica que sea preferible propagar
ondas en medios aproximadamente unidimensionales, como ocurre por ejemplo
en el caso de la fibra óptica.

Observación 4.4 La fórmula (4.5) también indica el modo en que se propagan
las señales en el mundo f́ısico. Para entender el fenómeno, fijemos un punto
(x∗, t∗) con t∗ > 0. El valor de u en (x∗, t∗) depende exclusivamente de los
valores de f en los puntos x∗− ct∗ y x∗+ ct∗ y de los valores de g en los puntos
del intervalo de extremos x∗ − ct∗ y x∗ + ct∗. Por esta razón, éste se conoce
como el intervalo de dependencia de (x∗, t∗) en el tiempo t = 0. Por otra parte,
los valores de f y g en x∗ sólo influyen en los valores que va a tomar u en los
puntos (x, t) que verifican t ≥ 0 y x∗ − ct ≤ x ≤ x∗ + ct. Por este motivo, el
conjunto de estos puntos se denomina cono de influencia de x∗. A la vista de
estas afirmaciones, resulta claro que una señal modelada por (4.4) se propaga
sobre la recta real en ambas direcciones con velocidad c. El tiempo que necesita
para hacer llegar la información por ejemplo del origen al punto x∗ es |x∗|/c.
Se dice por tanto que la EDP de ondas tiene la propiedad de propagación con
velocidad finita.

4.3 El problema de Cauchy-Dirichlet

A continuación, consideraremos el problema de Cauchy-Dirichlet para la EDP
de ondas unidimensional. Su formulación es la que sigue: utt − c2uxx = 0, (x, t) ∈ (0, `)× IR+,

u(0, t) = α(t), u(`, t) = β(t), t > 0,
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ [0, `].

(4.7)

Aqúı, α, β : [0,+∞) 7→ IR y f, g : [0, `] 7→ IR son funciones dadas.
En (4.7) encontramos, aparte de la EDP de ondas, condiciones iniciales para

t = 0 (condiciones de Cauchy) y condiciones de contorno (de tipo Dirichlet)
para x = 0 y x = `, esto es, condiciones sobre la frontera lateral del abierto
(0, `)× IR+. Esto explica la denominación utilizada.

También suele llamarse a (4.7) el problema de la cuerda vibrante. La razón
es que la solución u del mismo permite describir con precisión las vibraciones de
una cuerda elástica de extremos situados en los puntos x = 0 y x = ` (donde se
imponen los desplazamientos verticales α y β, respectivamente), que “arranca”
de una situación inicial determinada por f y g en el instante t = 0.

En adelante, pondremos Q = (0, `)× IR+.

Definición 4.3 Sean α, β ∈ C2([0,+∞)), f ∈ C2([0, `]) y g ∈ C1([0, `]). Se
llama solución clásica de (4.7) a toda función u ∈ C2(Q) que verifica

utt(x, t)− c2uxx(x, t) = 0 ∀(x, t) ∈ Q,
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u(0, t) = α(t), u(`, t) = β(t) ∀t > 0

y
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) ∀x ∈ [0, `].

Obsérvese que, si existe solución clásica de (4.7), han de cumplirse necesa-
riamente las relaciones{

α(0) = f(0), α̇(0) = g(0), α̈(0) = c2f ′′(0),

β(0) = f(`), β̇(0) = g(`), β̈(0) = c2f ′′(`).
(4.8)

Aqúı y en lo que sigue, denotamos con los śımbolos ˙ y ¨ (resp. ′ y ′′) las
derivadas de las funciones dependientes de la variable t (resp. x). Estas igual-
dades reciben el nombre de condiciones de compatibilidad.

En efecto, debemos tener por ejemplo que

u(0, 0) = lim
t→0+

u(0, t) = lim
t→0+

α(t) = α(0)

y también que

u(0, 0) = lim
x→0+

u(x, 0) = lim
x→0+

f(x) = f(0).

Esto prueba que α(0) = f(0). De modo análogo se deducen las otras igualdades
de (4.8).

En este parágrafo, el resultado principal es el siguiente:

Teorema 4.2 Sean α, β ∈ C2([0,+∞)), f ∈ C2([0, `]) y g ∈ C1([0, `]) y
supongamos que se cumple (4.8). Entonces el correspondiente problema (4.7)
posee exactamente una solución clásica.

Demostración: De nuevo este resultado admite varias demostraciones posibles.
Veamos en primer lugar que existe a lo más una solución clásica de (4.7).

Para ello, bastará comprobar que si los datos α, β, f y g son idénticamente cero
y u es solución clásica, entonces u ≡ 0.

Sea entonces u solución clásica en estas circunstancias y pongamos

E(t) =
1

2

∫ `

0

(
ut(x, t)

2 + c2ux(x, t)2
)
dx ∀t ≥ 0. (4.9)

Entonces E ∈ C1([0,+∞)), E(0) = 0 y

Ė(t) =

∫ `

0

(
utt(x, t)ut(x, t) + c2uxt(x, t)ux(x, t)

)
dx

= c2
∫ `

0

(uxut)x(x, t) dx = c2 [(uxut)(x, t)]
x=`
x=0 = 0

para cada t ≥ 0. Luego E ≡ 0; esto prueba que u es constante en [0, `]× [0,+∞)
y, por tanto, u ≡ 0.

A continuación, construiremos una función u : Q 7→ IR que verifica las condi-
ciones iniciales y de contorno de (4.7) y es solución generalizada de (4.1) en Q.
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Con ayuda de (4.8) probaremos que, además, u ∈ C2(Q). Con ello quedará
demostrado el teorema.

Buscaremos u con la estructura (4.3), de manera que quede garantizado
automáticamente que u es solución generalizada. Aśı, bastará determinar fun-
ciones F y G tales que se cumplan las condiciones iniciales y de contorno que
aparecen en (4.7). Obsérvese que F y G han de estar definidas respectivamente
en [0,+∞) y (−∞, `].

Determinemos en primer lugar los valores de estas funciones en [0, `]. Para
ello, basta tener en cuenta las condiciones iniciales. En efecto, para la función
u de (4.3), éstas se escriben como sigue:

F (x) +G(x) = f(x) y F ′(x)−G′(x) =
1

c
g(x), (4.10)

para x ∈ [0, `]. Como en la demostración del teorema 4.1, esto conduce a las
expresiones

F (x) =
1

2
f(x) +

1

2c

∫ x

0

g(s) ds+ C ∀x ∈ [0, `] (4.11)

y

G(x) =
1

2
f(x)− 1

2c

∫ x

0

g(s) ds− C ∀x ∈ [0, `], (4.12)

donde C es una constante arbitraria.
Sea Q∗1 el conjunto de los puntos de Q que verifican 0 ≤ x + ct < ` y

0 < x− ct ≤ `. Pondremos

u(x, t) =
1

2
(f(x+ ct) + f(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(s) ds ∀(x, t) ∈ Q∗1. (4.13)

Nótese que u coincide en Q∗1 con la función que proporciona la fórmula de
D’Alembert. Más adelante daremos una explicación a este hecho.

Determinemos a continuación los valores de G en [−`, 0]. Para ello, basta
tener en cuenta la condición de contorno impuesta en (4.7) para x = 0. En
efecto, ésta se puede escribir en la forma

F (ct) +G(−ct) = α(t) ∀t ≥ 0,

de donde

G(ξ) = α(−1

c
ξ)− F (−ξ) ∀ξ ∈ [−`, 0].

Teniendo en cuenta que estos valores de F son ya conocidos (salvo una constante
aditiva C), se deduce que

G(ξ) = α(−1

c
ξ)− 1

2
f(−ξ)− 1

2c

∫ −ξ
0

g(s) ds− C ∀ξ ∈ [−`, 0]. (4.14)

Sea ahora Q∗2 el conjunto de los (x, t) ∈ Q que verifican 0 ≤ x + ct < ` y
−` < x − ct ≤ 0. Las igualdades (4.11) y (4.14) proporcionan los valores de u
en Q∗2: 

u(x, t) = α(t− x

c
) +

1

2
(f(x+ ct)− f(−(x− ct)))

+ 1
2c

∫ x+ct

−(x−ct)
g(s) ds∀(x, t) ∈ Q∗2.

(4.15)
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De modo análogo, podŕıamos ahora determinar los valores de F (ξ) para
ξ ∈ [`, 2`]. Para ello, recurriŕıamos a la condición de contorno impuesta para
x = `. A continuación, obtendŕıamos la expresión de u en el conjunto Q∗3 de los
puntos (x, t) ∈ Q que verifican ` ≤ x+ ct < 2` y 0 < x− ct ≤ `, etc.

Resulta claro que es posible de esta manera determinar los valores de u en
todo el rectángulo cerrado Q.

Por construcción, u es solución generalizada de (4.1) y verifica las condiciones
iniciales y de contorno que deseamos. Lo único que queda comprobar es que
u ∈ C2(Q). Para ello, como hemos dicho antes, utilizaremos (4.8).

Gracias a (4.13), dado que f ∈ C2([0, `]) y g ∈ C1([0, `]), la función u es de
clase C2 en Q∗1. Análogamente, gracias a (4.15), la función u es de clase C2 en
Q∗2. Veamos que la función definida en Q∗1 ∪ Q∗2 a partir de (4.13) y (4.15) es
dos veces continuamente diferenciable en todo punto (x∗, t∗) con x∗ − ct∗ = 0,
0 ≤ x∗ < `.

En primer lugar, veamos que u es continua en uno cualquiera de estos puntos.
Basta comprobar que

lim
(x,t)→(x∗,t∗),(x,t)∈Q∗1

u(x, t) = u(x∗, t∗). (4.16)

Esto es consecuencia de la primera de las relaciones (4.8). En efecto, el ĺımite
que aparece en la izquierda de (4.16) vale

1

2
(f(x∗ + ct∗) + f(0)) +

1

2c

∫ x∗+ct∗

0

g(s) ds

y, por otra parte,

u(x∗, t∗) = α(0) +
1

2
(f(x∗ + ct∗)− f(0)) +

1

2c

∫ x∗+ct∗

0

g(s) ds.

Dado que α(0) = f(0), tenemos (4.16). De manera análoga puede comprobarse
que las derivadas primeras y segundas de u son continuas en estos puntos. Por
ejemplo, tenemos que

lim
(x,t)→(x∗,t∗),(x,t)∈Q∗1

uxx(x, t) = uxx(x∗, t∗), (4.17)

gracias a las tres primeras igualdades de (4.8).

Aśı, la función construida es de clase C2 en Q∗1 ∪ Q∗2. De forma similar
podemos proceder con los conjuntos Q∗1 y Q∗3. Para ello, se utilizan de manera
esencial las tres últimas relaciones de (4.8), etc.

Con un argumento de inducción adecuado, podemos deducir que u es dos
veces continuamente diferenciable en todo el rectángulo Q = [0, `] × IR+. Aśı
conseguimos demostrar el teorema.

Observación 4.5 En virtud de la demostración que precede, cualesquiera que
sean las funciones α, β ∈ C0([0,+∞)) y f, g ∈ C0([0, `]), podemos asociar a
éstas una solución generalizada de (4.1) en Q que, si es suficientemente regular,
es la única solución clásica de (4.7). Veremos más adelante que hay otras formas
de construir u.
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Observación 4.6 El argumento que ha servido para probar la unicidad de
solución, ligeramente modificado, también permite demostrar que u depende
continuamente de los datos del problema. Por otra parte, también es posible
demostrar que si α, β, f y g son más regulares y verifican condiciones de com-
patibilidad adicionales, la solución u es más regular.

Observación 4.7 Fijado un punto (x∗, t∗), de nuevo puede identificarse el con-
junto de los puntos de Q con t = 0, x = 0 ó x = ` donde hay que evaluar los datos
α, β, f y g para conocer u(x∗, t∗). Por ejemplo, a la vista de la igualdad (4.13),
está claro que, si (x∗, t∗) ∈ Q∗1, la cantidad u(x∗, t∗) es independiente de los
datos de contorno α y β. Esto vuelve a indicar que la velocidad de propagación
de la información es finita: dado x∗ ∈ (0, `), hasta un tiempo t̄ suficientemente
grande, ni α ni β influyen los valores que toma u para x = x∗. Queda aśı
explicado que, en Q∗1, la expresión de u coincida con la que proporciona (4.5).

Observación 4.8 Supongamos que las funciones α y β son idénticamente nulas
y que se cumplen las relaciones (4.8). Sean f̃ y g̃ las prolongaciones impares
y periódicas de peŕıodo ` de las funciones f y g, respectivamente. Entonces
la solución clásica de (4.7) coincide con la solución clásica del problema (4.4)
asociado a f̃ y g̃. En otras palabras, en este caso tenemos:

u(x, t) =
1

2

(
f̃(x+ ct) + f̃(x− ct)

)
+

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g̃(s) ds ∀(x, t) ∈ Q.

Observación 4.9 Es posible formular y resolver problemas similares a (4.7) con
otras condiciones de contorno. Por ejemplo, tiene perfecto sentido considerar el
sistema utt − c2uxx = 0, (x, t) ∈ (0, `)× IR+,

ux(0, t) = p(t), ux(`, t) = q(t), t ∈ IR+,
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ [0, `],

(4.18)

donde f y g son como antes y p, q ∈ C1([0,+∞)). Ahora, decimos que las
condiciones de contorno son de tipo Neumann. Se trata por tanto de un problema
de Cauchy-Neumann para la EDP de ondas unidimensional. Es claro cuál debe
ser el concepto de solución clásica de (4.18). En este caso, las condiciones de
compatibilidad (de nuevo necesarias para la existencia de solución clásica) son
las siguientes: {

p(0) = f ′(0), ṗ(0) = g′(0),
q(0) = f ′(`), q̇(0) = g′(`).

(4.19)

Con argumentos de la misma naturaleza que los que preceden, es posible cons-
truir una solución generalizada de (4.1) en Q que coincide cuando los datos
verifican (4.19) con la única solución clásica de (4.18).

4.4 La ecuación de ondas no homogénea

En este parágrafo, consideraremos el problema de Cauchy para la EDP de ondas
no homogénea{

utt − c2uxx = h(x, t), (x, t) ∈ IR× IR+,
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x), x ∈ IR,

(4.20)

donde h : IR× IR+ 7→ IR, f : IR 7→ IR y g : IR 7→ IR son dadas.



66 Tema 4: La ecuación de ondas unidimensional

Definición 4.4 Sean h ∈ C0(IR × IR+), f ∈ C2(IR) y g ∈ C1(IR). Se llama
solución clásica de (4.20) a toda función u ∈ C2(IR× IR+) que verifica

utt(x, t)− c2uxx(x, t) = h(x, t) ∀(x, t) ∈ IR× IR+

y
u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = g(x) ∀x ∈ IR.

Obviamente, para resolver (4.20), basta hallar la solución en dos casos par-
ticulares: el problema análogo con h ≡ 0 (que ya sabemos resolver, gracias al
teorema 4.1) y el problema análogo con f ≡ 0 y g ≡ 0. Por tanto, podemos al
menos de momento restringirnos a la situación siguiente:{

utt − c2uxx = h(x, t), (x, t) ∈ IR× IR+,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ IR.

(4.21)

Definición 4.5 Para cada t ≥ 0, designaremos F(t) la aplicación lineal que a
cada g ∈ C1(IR) asocia la función v(·, t) ∈ C1(IR), donde v es la única solución
clásica del problema de Cauchy{

vtt − c2vxx = 0, (x, t) ∈ IR× IR+,
v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = g(x), x ∈ IR.

(4.22)

Gracias al teorema 4.1, la aplicación F(t) está bien definida para cada t ≥ 0.
Además, en virtud de (4.5), tenemos para cada t ≥ 0 y cada g ∈ C1(IR) que

(F(t)g)(x) =
1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(ξ) dξ ∀x ∈ IR. (4.23)

El resultado principal de esta sección se conoce como principio de Duhamel
para la EDP de ondas. Dice lo siguiente:

Teorema 4.3 Sea h ∈ C1(IR × IR+). Entonces el problema (4.21) posee exac-
tamente una solución clásica u, dada por la fórmula siguiente:

u(x, t) =

∫ t

0

(F(t− s)h(·, s)) (x) ds ∀(x, t) ∈ IR× IR+. (4.24)

Demostración: A la vista de (4.23), la fórmula (4.24) quiere decir que

u(x, t) =
1

2c

∫ t

0

(∫ x+c(t−s)

x−c(t−s)
h(ξ, s) dξ

)
ds ∀(x, t) ∈ IR× IR+. (4.25)

Que existe a lo más una solución clásica de (4.21) es evidente. Veamos que
la función u que proporciona (4.25) lo es.

Es fácil comprobar que u ∈ C2(IR× IR+) y que u(x, 0) ≡ 0. Además,

ut(x, t) =
1

2

∫ t

0

(h(x+ c(t− s), s) + h(x− c(t− s), s)) ds

y

utt(x, t) = h(x, t) +
c

2

∫ t

0

(hx(x+ c(t− s), s)− hx(x− c(t− s), s)) ds
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para cada (x, t) ∈ IR× IR+. Por otra parte,

ux(x, t) =
1

2c

∫ t

0

(h(x+ c(t− s), s)− h(x− c(t− s), s)) ds

y

uxx(x, t) =
1

2c

∫ t

0

(hx(x+ c(t− s), s)− hx(x− c(t− s), s)) ds

para (x, t) ∈ IR× IR+. Luego ut(x, 0) ≡ 0 y utt(x, t) ≡ h(x, t) + c2uxx(x, t).
Esto prueba que u es solución clásica de (4.21).

Observación 4.10 El teorema precedente permite establecer una importante
relación entre la solución del problema (4.22) y la solución del problema (4.21).
Se trata por tanto de un resultado similar al que proporciona el método de
Lagrange de variación de la constante para la determinación de las soluciones
de una EDO lineal. El papel que juega en este marco la matriz fundamental es
desempeñado aqúı por la familia de operadores {F(t)}t≥0. Existen numerosas
versiones de este principio para otras EDPs. De hecho, volveremos sobre el
mismo en el tema siguiente, cuando hablemos de la EDP del calor.

Una consecuencia inmediata del teorema 4.3 es la siguiente:

Corolario 4.1 Supongamos que h ∈ C1(IR × IR+), f ∈ C2(IR) y g ∈ C1(IR).
Entonces el problema (4.20) posee exactamente una solución clásica u, dada por
la fórmula siguiente:

u(x, t) =
1

2
(f(x+ ct) + f(x− ct)) +

1

2c

∫ x+ct

x−ct
g(s) ds

+
1

2c

∫ t

0

(∫ x+c(t−s)

x−c(t−s)
h(ξ, s) dξ

)
ds ∀(x, t) ∈ IR× IR+.

(4.26)

Observación 4.11 La hipótesis impuesta a h es poco natural. En efecto, es-
tamos buscando una solución clásica de la EDP de ondas. Por tanto, seŕıan
más adecuados resultados similares al teorema 4.3 y al corolario 4.1 para h ∈
C0(IR × IR+). De hecho, debilitando adecuadamente el concepto de solución,
esto es posible, aunque queda fuera del objetivo y posibilidades de este curso.

Observación 4.12 Una vez más, pueden hacerse consideraciones sobre la de-
pendencia continua, la regularidad de u, los conjuntos de dependencia, etc.
análogas a las de los parágrafos precedentes. En particular, fijado (x∗, t∗) ∈
IR × IR+, la cantidad u(x∗, t∗) depende exclusivamente de los valores de f en
x∗ + ct∗ y x∗ − ct∗, de los valores de g en el intervalo que tiene estos puntos
como extremos y de los valores de h en los puntos (x, t) con 0 ≤ t ≤ t∗ y x en
el intervalo de extremos x∗ + ct y x∗ − ct. Se llama a este conjunto cono de
dependencia de (x∗, t∗).
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Tema 5

El método de separación de
variables. La ecuación del
calor unidimensional

Este tema está dedicado al método de separación de variables. Se trata de uno
de los pocos métodos que permiten calcular expĺıcitamente las soluciones de
una EDP. Como veremos, se aplica sólo a una clase muy particular de EDPs de
segundo orden lineales. Pero será útil en el marco que nos ocupa, por ejemplo
cuando hablemos de la EDP del calor unidimensional.

5.1 Descripción del método

Supongamos que estamos en presencia de una EDP de la forma

a1(x)uxx + a2(x)ux + b1(y)uyy + b2(y)uy + (a3(x) + b3(y))u = 0, (5.1)

complementada con condiciones adecuadas. La idea de este método es la si-
guiente:

1. Buscar soluciones de la EDP que sean de la forma X(x)Y (y) (esto es, con
variables separadas) y satisfagan algunas de las condiciones adicionales.
Gracias a la estructura de la EDP, es posible en muchos casos determinar
las funciones X e Y resolviendo problemas de valores propios para EDOs
adecuadas.1

2. Buscar una solución del problema completo como suma de una serie de
funciones como las precedentes.

Generalmente, tras cálculos adecuados, se llega a una solución formal (o
candidata a solución). En una etapa adicional, deberemos después comprobar
que la función encontrada es realmente la solución que andamos buscando.

1Es decir, problemas en los que las incógnitas son una solución no trivial de una EDO (una
autofunción) y un parámetro (el autovalor asociado). Esto será precisado más adelante.

69
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Para una mejor comprensión, aplicaremos a continuación el método en un
caso ya conocido y relativamente sencillo. Aśı, sea Q = (0, 1) × IR+ y conside-
remos el problema de Cauchy-Dirichlet para la EDP de ondas unidimensional utt − uxx = 0, (x, t) ∈ (0, 1)× IR+,

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ IR+,
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, `],

(5.2)

donde u0 ∈ C2([0, 1]).

Etapa 1: En primer lugar, buscaremos soluciones u ∈ C2(Q) no triviales del
problema {

utt − uxx = 0, (x, t) ∈ (0, 1)× IR+,
u(0, t) = u(1, t) = 0, t ∈ IR+,

(5.3)

que tengan las variables separadas, es decir, que tengan la forma

u(x, t) = X(x)T (t).

Olvidaremos por tanto de momento las condiciones iniciales.
Obsérvese que el conjunto de todas estas soluciones es un subespacio vectorial

de C2(Q). Esto explica que pretendamos después encontrar la solución de (5.2)
como suma de una serie formada por soluciones de (5.3).

Si u = X(x)T (t) es solución de (5.3), entonces X ′′ T = X T̈ . Si suponemos
que X 6= 0 y T 6= 0, entonces

X ′′

X
=
T̈

T
= −λ (5.4)

para alguna constante λ.
Para conseguir que u cumpla las condiciones de contorno, bastará imponer

X(0) = X(1) = 0. Por tanto, resulta natural buscar constantes λ y funciones
X = X(x) no idénticamente nulas que verifiquen{

X ′′ + λX = 0, x ∈ (0, 1),
X(0) = X(1) = 0

(5.5)

Esto es un problema de autovalores y autofunciones para una EDO; proble-
mas de este tipo y más generales aparecerán y serán analizados en el tema 6.

No es dif́ıcil comprobar que las únicas soluciones no triviales de (5.5) son los
pares (λn, Xn), con

λn = n2π2, Xn(x) = Cn sen (nπx) ∀x ∈ [0, 1], n ≥ 1 (5.6)

(las Cn son constantes arbitrarias).
Para determinar las correpondientes funciones T = T (t), usaremos (5.4) con

λ = λn. Esto conduce a la EDO

T̈ + n2π2T = 0,

que tiene las soluciones

Tn(t) = An cos (nπt) +Bn sen (nπt) ∀t ≥ 0. (5.7)
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Con ayuda de (5.6) y (5.7), obtenemos las soluciones de (5.3) que andábamos
buscando:

un(x, t) = (An cos (nπt) +Bn sen (nπt)) sen (nπx) ∀(x, t) ∈ Q, (5.8)

donde hemos cambiado las constantes AnCn y BnCn respectivamente por An y
Bn.

Etapa 2: Cualquier combinación lineal finita formada con las un es de nuevo
solución de (5.3). Por tanto, tiene perfecto sentido buscar la solución de (5.2)
como suma de la serie

u(x, t) =
∑
n≥1

(An cos (nπt) +Bn sen (nπt)) sen (nπx) (5.9)

(que deberá converger en un sentido apropiado).
Admitamos de momento que esta serie converge uniformemente e incluso

puede ser derivada hasta dos veces respecto de x y respecto de t término a
término.2 Entonces, para poder asegurar que la función u definida en (5.9) es
solución de (5.2), basta imponer a la misma las condiciones iniciales

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = 0 ∀x ∈ [0, 1]. (5.10)

En primer lugar, observamos que

ut(x, t) =
∑
n≥1

(−nπAn sen (nπt) + nπBn cos (nπt)) sen (nπx)

para cada (x, t). Luego

ut(x, 0) = π
∑
n≥1

nBn sen (nπx)

para cada x y la segunda condición inicial de (5.10) nos dice que necesariamente
Bn = 0 para todo n ≥ 1. En consecuencia, la función buscada es de la forma

u(x, t) =
∑
n≥1

An cos (nπt) sen (nπx). (5.11)

Para la determinación de los An, haremos uso de la primera condición inicial
de (5.10). Aśı, debemos tener

u0(x) =
∑
n≥1

An sen (nπx) ∀x ∈ [0, 1]. (5.12)

Las funciones sen (nπx) son linealmente independientes. Por tanto, si u0

es una combinación lineal finita de ellas, entonces es claro que los An están
uńıvocamente determinados por (5.12). Pero naturalmente estamos interesados
en resolver casos de mucha mayor generalidad.

2Dicho de otro modo, admitamos que cada una de las series formadas por una derivada
de orden ≤ 2 de las un también converge uniformemente y lo hace hacia la correspondiente
derivada de u.
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En cualquier caso, si existen, los An deben coincidir con los coeficientes del
desarrollo de u0 en serie de Fourier “con senos” en el intervalo [0, 1]. Esto es
consecuencia de que u0 ∈ L2(0, 1) y las funciones sen (nπx) forman un sistema
ortogonal en L2(0, 1).

En efecto, si se tuviera (5.12), podŕıamos multiplicar escalarmente ambos
miembros de (5.12) por la función sen (mπx) y deducir que∫ 1

0

u0(x) sen (mπx) dx =
∑
n≥1

An

∫ 1

0

sen (nπx) sen (mπx) dx =
1

2
Am.

Dado que m ≥ 1 es aqúı arbitrario vemos que, si existen, los An coinciden
efectivamente con los coeficientes indicados:

An = 2

∫ 1

0

u0(x) sen (nπx) dx ∀n ≥ 1. (5.13)

Este procedimiento conduce pues a una candidata a solución.

Observación 5.1 Ya sabemos que, para que exista solución clásica de (5.2),
la función u0 y sus derivadas primeras y segundas deben verificar ciertas condi-
ciones de compatibilidad. Por tanto, no siempre vamos a poder encontrar unos
An tales que la correspondiente u es una verdadera solución. Lo que proporciona
el método de separación de variables para (5.2) es, en principio, una solución
generalizada que tiene la propiedad de coincidir con la única solución clásica
caso de que ésta exista.

Ejemplo 5.1 Supongamos que en (5.2) la función u0 está dada por

u0(x) = x(1− x) ∀x ∈ [0, 1].

Entonces no existe solución clásica (compruébese que no se verifican las condi-
ciones (4.8) del tema precedente). Razonando como antes, encontramos que la
candidata a solución a la que conduce el método es

u(x, t) =
4

π3

∑
n≥1

1− (−1)n

n3
cos (nπt) sen (nπx) ∀(x, t) ∈ Q.

Esta serie se puede sumar expĺıcitamente en cada una de las regiones Q∗1, Q∗2,. . .
que determinan en el rectángulo Q las rectas x ± t = 0,±1,±2, . . . (véase el
tema 4 para más detalles). Una vez calculada la suma de la serie, no es dif́ıcil
comprobar que u es la solución generalizada de la EDP de ondas que puede
construirse como en la demostración del teorema 4.2.

5.2 Algunos resultados de convergencia

Para poder aplicar correctamente el método de separación de variables a diver-
sas EDPs, será preciso utilizar algunos conceptos y resultados de convergencia
ligados a las series de Fourier; para más detalles, véase por ejemplo [4, 7, 14, 16].

Las series de Fourier parecen haber sido introducidas por J. Bernouilli y
L. Euler en el contexto del problema de la cuerda vibrante; ver el tema 4.
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Deben su nombre no obstante a J. Fourier, que las utilizó para el análisis de
problemas de difusión del calor.

El resultado de base es que

{ 1√
2π

,
1√
π

cosx,
1√
π

cos 2x, . . . ,
1√
π

senx,
1√
π

sen 2x, . . . } (5.14)

es una base ortonormal del espacio de Hilbert L2(−π, π). Esto quiere decir que
estas funciones son ortonormales para el producto escalar en L2(−π, π) y que
generan todo L2(−π, π), esto es, que las combinaciones lineales finitas a las que
dan lugar constituyen un subespacio denso de L2(−π, π).

Por tanto, dada f ∈ L2(−π, π), si ponemos

an =
1

π

∫ π

−π
f(ξ) cosnξ dξ ∀n ≥ 0 (5.15)

y

bn =
1

π

∫ π

−π
f(ξ) sennξ dξ ∀n ≥ 1, (5.16)

la serie
a0

2
+
∑
n≥1

(ancosnx+ bnsennx) (5.17)

converge en L2(−π, π) hacia f . En otras palabras, si introducimos las sumas
parciales

sm(x) =
a0

2
+

m∑
n=1

(ancosnx+ bn sinnx) ∀x ∈ [−π, π],

entonces

lim
m→∞

∫ π

−π
|f(x)− sm(x)|2 dx = 0.

Se dice que (5.17) es la serie de Fourier de f en (−π, π).

Observación 5.2 La convergencia en L2(−π, π) de las sm hacia f implica la
convergencia de al menos una subsucesión en casi todo punto x ∈ (−π, π) hacia
f(x). Pero esto no quiere decir ni mucho menos que sm converja puntualmente
a f . De hecho, es relativamente fácil que esto no ocurra; para más detalles,
véase [4, 16].

El procedimiento que permite determinar la serie de Fourier asociada a f
consiste por tanto en calcular los coeficientes an y bn a partir de (5.15) y (5.16)
y luego sumar la serie (5.17). Se suele escribir que

f ∼ a0

2
+

m∑
n=1

(ancosnx+ bn sinnx) en (−π, π). (5.18)

Más generalmente, supongamos dado un intervalo compacto [a, b], con a < b.
En virtud del cambio de variable

x =
2π

b− a
s− π b+ a

b− a
,
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es posible determinar a partir de (5.14) una base ortonormal de L2(a, b). Se
trata de la siguiente:

{ 1√
b−a ,

√
2√
b−a cos

(
n
(

2π(s−a)
b−a − π

))
,
√

2√
b−a sen

(
n
(

2π(s−a)
b−a − π

))
}.

En otras palabras, dada f ∈ L2(a, b), si ponemos

An =
2

b− a

∫ b

a

f(σ) cos
(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))
dσ ∀n ≥ 0 (5.19)

y

Bn =
2

b− a

∫ b

a

f(σ) sen
(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))
dσ ∀n ≥ 1, (5.20)

entonces la serie

A0

2
+
∑
n≥1

(
An cos

(
n
(

2π(s−a)
b−a − π

))
+Bn sen

(
n
(

2π(s−a)
b−a − π

)))
(5.21)

converge en L2(a, b) hacia f .
Recordemos que, en todos los casos, se da la identidad de Parseval, que nos

dice lo siguiente:

2

b− a

∫ b

a

|f(σ)|2 dσ =
A2

0

2
+
∑
n≥1

(
A2
n +B2

n

)
. (5.22)

Consideremos el caso particular en que [a, b] = [−`, `], con ` > 0. Entonces
(5.19), (5.20) y (5.21) se escriben como sigue:

An =
1

`

∫ `

−`
f(σ) cos

(nπσ
`

)
dσ ∀n ≥ 0, (5.23)

Bn =
1

`

∫ `

−`
f(σ) sen

(nπσ
`

)
dσ ∀n ≥ 1 (5.24)

y
A0

2
+
∑
n≥1

(
An cos

(nπs
`

)
+Bn sen

(nπs
`

))
. (5.25)

Si f es una función par, esto es, si f(−s) ≡ f(s), entonces los coeficientes
Bn asociados son todos nulos y, en consecuencia, obtenemos un desarrollo de
Fourier que contiene exclusivamente “cosenos”. Análogamente, si f es impar, es
decir, si se tiene que f(−s) ≡ −f(s), entonces todos los An = 0 y el desarrollo
obtenido sólo posee “senos”.

Razonaremos ahora del modo siguiente. Sea f ∈ L2(0, `) dada y sea fpar

(resp. fimpar) la prolongación par (resp. impar) de f a todo el intervalo (−`, `).
De acuerdo con lo que precede, fpar (resp. fimpar) posee un desarrollo de Fourier
en (−`, `) que contiene sólo “cosenos” (resp. “senos”). Particularizando a (0, `),
obtenemos de este modo dos nuevos desarrollos de Fourier de f en este intervalo:

f ∼ A∗0
2

+
∑
n≥1

A∗n cos
(nπs

`

)
en (0, `) (5.26)
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con

A∗n =
2

`

∫ `

0

f(σ) cos
(nπσ

`

)
dσ ∀n ≥ 0 (5.27)

y

f ∼
∑
n≥1

B∗n sen
(nπs

`

)
en (0, `) (5.28)

con

B∗n =
2

`

∫ `

0

f(σ) sen
(nπσ

`

)
dσ ∀n ≥ 1. (5.29)

Diremos que (5.26) (resp. (5.28)) es el desarrollo par (resp. impar) de f en
(0, `).

En particular, las afirmaciones precedentes muestran que

{ 1√
`
,

√
2

`
cos

(πs
`

)
,

√
2

`
cos

(
2πs

`

)
, . . . }

y

{
√

2

`
sen

(πs
`

)
,

√
2

`
sen

(
2πs

`

)
, . . . }

son sistemas ortonormales completos en L2(0, `).

Volvamos a considerar el caso general de un intervalo compacto arbitrario
[a, b]. En el resultado siguiente, presentamos un criterio que garantiza la con-
vergencia absoluta y uniforme del desarrollo determinado por (5.19)–(5.21).

Teorema 5.1 Sea f ∈ C0([a, b]) y supongamos que f(a) = f(b) y que existe
g ∈ L2(a, b) tal que

f(s) = f(a) +

∫ s

a

g(σ) dσ ∀s ∈ [a, b]. (5.30)

Entonces la serie de Fourier (5.21) converge absoluta y uniformemente a f en
[a, b].

Demostración: Veamos que (5.21) converge absoluta y uniformemente en
[a, b]. En tal caso, debe hacerlo hacia f (pues la convergencia absoluta y uni-
forme en [a, b] implica la convergencia en L2(a, b)).

En virtud del criterio M de Weierstrass, teniendo en cuenta que∣∣∣An cos
(
n
(

2π(s−a)
b−a − π

))
+Bn sen

(
n
(

2π(s−a)
b−a − π

))∣∣∣ ≤ |An|+ |Bn|,
vemos que basta probar que∑

n≥1

(|An|+ |Bn|) < +∞. (5.31)

Para ello, utilizaremos los coeficientes del desarrollo en serie de Fourier de
la función g que aparece en (5.30).

Más precisamente, sean

A′n =
2

b− a

∫ π

−π
g(σ) cos

(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))
dσ ∀n ≥ 0 (5.32)
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y

B′n =
2

b− a

∫ π

−π
g(σ) sen

(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))
dσ ∀n ≥ 1. (5.33)

Gracias a la identidad de Parseval, sabemos que∑
n≥1

(
|A′n|2 + |B′n|2

)
< +∞. (5.34)

Por otra parte, en las condiciones del teorema, tenemos para n ≥ 1 que

An =
2

b− a

∫ b

a

f(σ) cos
(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))
dσ

=
2

b− a

∫ b

a

(
f(a) +

∫ σ

a

g(ξ) dξ

)
cos

(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))
dσ

=
2

b− a

∫ b

a

(∫ σ

a

g(ξ) dξ

)
cos

(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))
dσ.

Aplicando el teorema de Fubini en esta última integral iterada, obtenemos:

An =
2

b− a

∫ b

a

(∫ b

ξ

cos
(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))
dσ

)
g(ξ) dξ

=
2

b− a

∫ b

a

[
b− a
2πn

sen
(
n
(

2π(σ−a)
b−a − π

))]σ=b

σ=ξ

g(ξ) dξ

= − 1

πn

∫ b

a

g(ξ) sen
(
n
(

2π(ξ−a)
b−a − π

))
dξ

= −b− a
2πn

B′n.

Aśı pues,

|An| =
b− a
2πn

|B′n| ≤
(b− a)2

π2n2
+ |B′n|2 (5.35)

para cada n ≥ 1.
De forma análoga, usando que f(a) = f(b) y por tanto∫ b

a

g(σ) dσ = 0,

se prueba que

Bn =
b− a
2πn

A′n.

Deducimos entonces que

|Bn| =
b− a
2πn

|A′n| ≤
(b− a)2

π2n2
+ |A′n|2 (5.36)

Finalmente, de (5.35), (5.36) y (5.34), resulta (5.31). Esto termina la de-
mostración.



5.2 Algunos resultados de convergencia 77

Observación 5.3 En el teorema precedente, lo que estamos imponiendo a f es
lo siguiente:

f ∈ H1(a, b), f(a) = f(b).

Más generalmente, toda condición sobre f que haga que los coeficientes An y
Bn cumplan (5.31) implica la convergencia absoluta y uniforme del desarrollo
en serie de Fourier. Para más detalles, véase [4, 16, 19].

Como consecuencia del teorema 5.1, tenemos también el resultado siguiente:

Teorema 5.2 Sea f ∈ C0([0, `]) y supongamos que existe g ∈ L2(0, `) tal que

f(s) = f(0) +

∫ s

0

g(σ) dσ ∀s ∈ [0, `]. (5.37)

Entonces se tienen las siguientes propiedades de convergencia:

• El desarrollo par (5.26) de f converge absoluta y uniformemente en [0, `].

• Si f(0) = f(`) = 0, el desarrollo impar (5.28) de f converge absoluta y
uniformemente en [0, `].

Demostración: Este resultado es una sencilla consecuencia del teorema 5.1.
En efecto, supongamos que f ∈ C0([0, `]) y se tiene (5.37). Entonces la

prolongación par fpar de f está en las condiciones del teorema 5.1, con a =
−` y b = `. Por tanto, su desarrollo en serie de Fourier converge absoluta y
uniformemente en [−`, `]. Evidentemente, esto prueba la convergencia absoluta
y uniforme de (5.26) hacia f en [0, `].

Supongamos ahora que, además, f(0) = f(`) = 0. Entonces también pode-
mos aplicar el teorema 5.1 a la prolongación impar fimpar y, como antes, se
deduce la convergencia absoluta y uniforme de (5.28).

Observación 5.4 En ocasiones son útiles las propiedades siguientes. Sea {ϕn}
una sucesión de funciones de C0([a, b]) y supongamos que existen constantes
Mn tales que

|ϕn(x)| ≤Mn ∀x ∈ [a, b], ∀n ≥ 1,

con
∑
n≥1Mn < +∞. Para cada x ∈ [a, b], sea f(x) =

∑
n≥1 ϕn(x). Entonces

f : [a, b] 7→ IR está bien definida, es continua y en la suma precedente hay
convergencia absoluta y uniforme en [a, b]. Si, además, las ϕn ∈ C1([a, b]) y
existen nuevas constantes M ′n tales que

|ϕ′n(x)| ≤M ′n ∀x ∈ [a, b], ∀n ≥ 1

con
∑
n≥1M

′
n < +∞, entonces f es continuamente diferenciable y se tiene

f ′(x) =
∑
n≥1 ϕ

′
n(x) en [a, b], de nuevo con convergencia absoluta y uniforme.

Estas propiedades son también válidas para funciones de varias variables, por
ejemplo en cerrados de la forma Q = [0, `] × [0,+∞). Aśı, si las un ∈ C0(Q),
tenemos que |un| ≤ Mn en Q con

∑
n≥1Mn < +∞ y ponemos u(x, t) =∑

n≥1 un(x, t) para cada (x, t) ∈ Q, entonces u : Q 7→ IR está bien definida
y es continua y en la serie que precede hay convergencia absoluta y uniforme
en Q.
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5.3 Aplicación a la ecuación del calor unidimen-
sional

El resto de este tema está dedicado a la EDP del calor unidimensional

ut − uxx = F,

donde F = F (x, t) es una función dada. Más precisamente, aplicaremos los
resultados que preceden a la resolución del problema mixto de Cauchy-Dirichlet:

ut − uxx = F (x, t), (x, t) ∈ (0, `)× (0, T ),

u(0, t) = u(`, t) = 0, t ∈ (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, `],

(5.38)

donde los datos u0 y F verifican propiedades adecuadas (recuérdese el problema
(1.16) formulado en el tema 1 para la situación N -dimensional análoga).

Supondremos en primer lugar que F (x, t) ≡ 0. El problema es entonces el
siguiente: 

ut − uxx = 0, (x, t) ∈ (0, `)× (0,+∞),

u(0, t) = u(`, t) = 0, t ∈ (0,+∞),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ [0, `],

(5.39)

En el resto de este tema pondremosQ = (0, `)×(0,+∞) yQT = (0, `)×(0, T )
para cada T > 0.

Definición 5.1 Sea u0 ∈ C0([0, `]). Se dice que u : Q 7→ IR es solución (clásica)
de (5.39) si u ∈ C0(Q), las funciones ut, ux, uxx ∈ C0([0, `] × [a,+∞))) para
cada a > 0,

ut(x, t)− uxx(x, t) = 0 ∀(x, t) ∈ Q, (5.40)

u(0, t) = u(`, t) = 0 ∀t > 0 y u(x, 0) = u0(x) ∀x ∈ [0, `]. (5.41)

Evidentemente, si existe solución de (5.39), necesariamente

u0(0) = u0(`) = 0. (5.42)

Veremos a continuación que, bajo condiciones un poco más exigentes que éstas,
existe una única solución de (5.39).

Teorema 5.3 Sea u0 ∈ C0([0, `]) una función dada. Supongamos que se cumple
(5.42) y que existe una función u1 ∈ L2(0, `) tal que

u0(x) =

∫ x

0

u1(ξ) dξ ∀x ∈ [0, `]. (5.43)

Entonces existe una única solución u del problema (5.39). Además, u verifica

lim
t→0+

‖u(·, t)− u0‖L2(0,`) = 0 (5.44)

y la propiedad de regularidad siguiente:

u ∈ C∞([0, `]× [a,+∞)) ∀a > 0. (5.45)
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Demostración: Probaremos en primer lugar que (5.39) posee al menos una
solución.

De acuerdo con el método de separación de variables, buscaremos una solu-
ción de la forma

u(x, t) =
∑
n≥1

ane
−(nπ/`)2tsen (nπx/`), (5.46)

donde las an están dadas por

an =
2

`

∫ `

0

u0(ξ) sen (nπξ/`) dξ ∀n ≥ 1. (5.47)

Veamos que la función u determinada por (5.46) es solución de (5.39).
En primer lugar, veremos que la serie que aparece en (5.46) converge absoluta

y uniformemente en Q. Esto es inmediato: en efecto, las serie de los valores
absolutos está mayorada por ∑

n≥1

|an| |sen (nπx)`)|

y esta serie converge uniformememte en [0, `] por el teorema 5.2 y (5.43).
Para ello, en virtud del criterio de Weierstrass, basta demostrar que∑

n≥1

|an| < +∞. (5.48)

Esto se puede conseguir razonando como en la demostración del teorema 5.1.
En efecto, para cada n, sea b′n el n-ésimo coeficiente de Fourier del desarrollo

en cosenos de la función u1 en (0, `), esto es:

b′n =
2

`

∫ `

0

u1(ξ) cos (nπξ/`) dξ.

Entonces, por la identidad de Parseval,∑
n≥1

|b′n|2 < +∞. (5.49)

Por otra parte,

an =
2

`

∫ `

0

u0(σ) sen (nπσ/`) dσ

=
2

`

∫ `

0

(∫ σ

0

u1(ξ) dξ

)
sen (nπσ/`) dσ

=
2

nπ

∫ `

0

u1(σ) cos (nπσ/`) dσ

=
2

nπ
b′n.

Aśı pues,

|an| ≤
1

π2n2
+ |b′n|2 ∀n ≥ 1. (5.50)
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Evidentemente, de (5.49) y (5.50), obtenemos (5.48).
De la convergencia absoluta y uniforme precedente, se deduce que la función

u : Q 7→ IR determinada por (5.48) está bien definida y es continua. Además, la
serie converge puntualmente en Q y, en particular, tenemos (5.41).

Veamos a continuación que, fijados a > 0 y los enteros α1, α2 ≥ 0, la serie∑
n≥1

∂α1+α2

∂xα1∂tα2

(
ane
−(nπ/`)2tsen (nπx/`)

)
(5.51)

converge absoluta y uniformemente en [0, `]× [a,+∞).
En efecto, sean a, α1 y α2 dados. Dado que an → 0, existe una constante

K > 0 tal que
|an| ≤ K ∀n ≥ 1.

Por otra parte, existe C(α1, α2) > 0 tal que∣∣∣∣ ∂α1+α2

∂xα1∂tα2

(
e−(nπ/`)2tsen (nπx/`)

)∣∣∣∣ ≤ C(α1, α2)nα1+2α2e−(nπ/`)2t

para todo n ≥ 1. Pero en [0, `]× [a,+∞) tenemos esta última cantidad acotada
por

C(α1, α2)nα1+2α2e−(nπ/`)2a

Por tanto, tenemos que∑
n≥1

∣∣∣∣an ∂α1+α2

∂xα1∂tα2

(
e−(nπ/`)2tsen (nπx/`)

)∣∣∣∣
≤ KC(α1, α2)

∑
n≥1

nα1+2α2e−(nπ/`)2a.

Teniendo en cuenta que esta última serie converge, deducimos que, efectiva-
mente, (5.51) converge absoluta y uniformemente en [0, `]× [a,+∞).

Dado que α1 y α2 son arbitrarios, obtenemos que la función u posee derivadas
de orden arbitrario en [0, `]× [a,+∞) para cada a > 0 y en consecuencia verifica
la propiedad de regularidad (5.45).

Además, las propiedades de convergencia precedentes muestran que la serie
puede derivarse término a término en Q. Por tanto, también tenemos (5.40).

Finalmente, veamos que se tiene (5.44). Podemos suponer u0 6= 0. Sea
entonces ε > 0. Probemos que existe τ > 0 (dependiente de u0 y ε) tal que, si
0 ≤ t ≤ τ , entonces

‖u(·, t)− u0‖2L2(0,`) ≤ ε. (5.52)

Teniendo en cuenta (5.46) y que los an son los coeficientes del desarrollo
impar de u0 en (0, `), tenemos que

‖u(·, t)− u0‖2L2(0,`) =
∑
n≥1

(
1− e−(nπ/`)2t

)2

|an|2. (5.53)

Existe n0 ≥ 1 (dependiente de u0 y ε) tal que∑
n≥n0+1

|an|2 ≤
ε

2
. (5.54)
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Por otra parte, existe τ > 0 (que depende sólo de u0, n0 y ε) tal que, si 0 ≤ t ≤ τ ,
se tiene

max
1≤n≤n0

(
1− e−(nπ/`)2t

)2

≤ ε

2
‖u0‖−2

L2(0,`). (5.55)

Combinando (5.53), (5.54) y (5.55), deducimos que

‖u(·, t)− u0‖2L2(0,`)

=

n0∑
n=1

(
1− e−(nπ/`)2t

)2

|an|2 +
∑

n≥n0+1

(
1− e−(nπ/`)2t

)2

|an|2

≤ ε

2
‖u0‖−2

L2(0,`)

n0∑
n=1

|an|2 +
∑

n≥n0+1

|an|2

≤ ε.

Esto prueba lo que queŕıamos. Por tanto, también tenemos (5.44).
Veamos ahora que la solución construida es única. Aśı, sea v otra solución

de (5.39) y pongamos w = u− v y

E(t) =
1

2

∫ `

0

|w(x, t)|2 dx ∀t ≥ 0.

Entonces E es continua en [0,+∞). Además, gracias a las propiedades satis-
fechas por u y v, es claro que E(0) = 0 y que, si 0 < t1 < t2,

E(t2)− E(t1) =
1

2

∫ `

0

(
|w(x, t2)|2 − |w(x, t1)|2

)
dx

=

∫ `

0

(∫ t2

t1

wwt dt

)
dx =

∫ t2

t1

(∫ `

0

wwxx dt

)
dx

= −
∫ t2

t1

(∫ `

0

|wx|2 dt

)
dx ≤ 0.

Por tanto, E(t) ≡ 0, de donde w(x, t) ≡ 0 y u y v coinciden.
Esto termina la demostración.

Observación 5.5 Vemos pues que la solución de (5.39) es muy regular para
t > 0 (aunque el dato inicial u0 puede ser poco regular). Esto se interpreta
diciendo que la EDP del calor posee efecto regularizante. Esta propiedad está
ligada a la irreversibilidad de la EDP del calor, es decir, al hecho de que la
ecuación no es invariante para el cambio de t por −t. Obsérvese que nada de
esto ocurre en el caso de la EDP de ondas.

Observación 5.6 Sean u0 un dato inicial en las condiciones del teorema 5.3
y sea u la solución del correspondiente problema (5.39). Entonces, para cada
ε > 0 existe una constante Cε > 0 tal que

‖u(·, t)‖L∞(0,`) ≤ Cεe−(π/`)2t t ≥ ε.

En otras palabras, la solución u “decae exponencialmente a cero” uniformemente
en x cuando t→ +∞.
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Observación 5.7 Podŕıamos haber introducido un concepto de solución más
débil, que no requiriera hipótesis tan exigentes sobre u0 (como ya se ha hecho
para las EDPs de Poisson y de ondas). Para ello, es necesario recurrir a los
espacios de Sobolev H1

0 (0, `) (recuérdese la definición 3.6) y H2(0, `), donde

H2(0, `) = { v ∈ L2(0, `) : vx, vxx ∈ L2(0, `) }.

Evidentemente, H2(0, `) es un subespacio vectorial de H1(0, `). Si v ∈ H2(0, `),
entonces podemos hablar de vx y de vxx (la derivada débil de vx). Además,
dotado del producto escalar

(v, w)H2 = (v, w)L2 + (vx, wx)L2 + (vxx, wxx)L2 ∀v, w ∈ H2(0, `),

H2(0, `) se convierte en un espacio de Hilbert separable. Introduzcamos la
notación siguiente:

D = H2(0, `) ∩H1
0 (0, `), Av = −vxx ∀v ∈ D.

Se puede demostrar fácilmente que D es un subespacio cerrado de H2(0, `) y,
por tanto, es un nuevo espacio de Hilbert para el mismo producto escalar.

Sea entonces u0 ∈ L2(0, `). Se dice que ũ es solución generalizada de (5.39)
si

ũ ∈ C0([0,+∞);L2(0, `)) ∩ C1((0,+∞);L2(0, `)) ∩ C0((0,+∞);D),

ũ′(t) +Aũ(t) = 0 ∀t > 0 y ũ(0) = u0.

Obsérvese que estamos mirando aqúı la EDP del calor como una ecuación dife-
rencial en la variable t. De acuerdo con ello, buscamos soluciones que sean
funciones de la variable t con valores en un espacio de funciones en la variable
x. Desde un punto de vista práctico, es mucho más apropiado imponer a u0 que
sea (sólo) de clase L2. Esto permite trabajar, por ejemplo, con datos iniciales
u0 constantes o regulares a trozos. Incluso permite trabajar con algunas u0

no acotadas. Aśı, muchos más fenómenos tomados de la realidad pueden ser
descritos. Esto justifica el concepto de solución generalizada.

Razonando como en la demostración del teorema 5.3, se puede probar que,
para cada u0 ∈ L2(0, `), existe una única solución generalizada ũ de (5.39).
Naturalmente, si u0 está en las condiciones del teorema 5.3 y u es la correspon-
diente solución de (5.39), se tiene que

(ũ(t))(x) = u(x, t) c.p.d. en (0, `) ∀t ≥ 0.

Observación 5.8 Supongamos que el dato inicial u0 verifica

u0 ∈ C2([0, `]), u0(0) = u0(`) = u′′0(0) = u′′0(`) = 0

y que existe una función z ∈ L2(0, `) tal que

u′′0(x) =

∫ x

0

z(ξ) dξ ∀x ∈ [0, `].

Entonces se puede demostrar que la solución u del problema (5.39) verifica

ut, ux, uxx ∈ C0(Q). (5.56)
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Consideremos ahora el problema no homogéneo (5.38), donde el dato inicial
u0 ∈ C0([0, `]) y (por ejemplo) el segundo miembro F ∈ C0(Q). En este caso,
nos limitaremos a indicar en qué modo puede aplicarse el método de separación
de variables, sin analizar la convergencia de las series resultantes.

En base a la técnica descrita en la sección 1, buscaremos una solución de
(5.38) que se escriba en la forma

u(x, t) =
∑
n≥1

un(t) sen (nπx/`), (5.57)

donde las funciones un son desconocidas. Para cada t ∈ (0, T ), la función F (·, t)
admite un desarrollo en serie de Fourier y podemos escribir

F (x, t) ∼
∑
n≥1

Fn(t) sen (nπx/`) en (0, `), (5.58)

con las Fn dadas como sigue:

Fn(t) =
2

`

∫ `

0

F (ξ, t) sen (nπξ/`) dξ ∀n ≥ 1. (5.59)

Teniendo en cuenta (5.57), (5.58) y la EDP que debe verificar u, es natural
pedirle a las funciones un que verifiquen

u′n(t) +
(nπ
`

)2

un(t) = Fn(t), t ∈ (0, T ). (5.60)

Por otra parte, de la condición inicial que debe verificar u, resulta claramente
que las un deben cumplir

un(0) = an con an =
2

`

∫ `

0

u0(ξ) sen (nπξ/`) dξ. (5.61)

Aśı, contamos con un problema de Cauchy diferencial ordinario para cada
un que nos permite calcular esta función y después la candidata a solución u.
Más precisamente, tenemos:

un(t) = ane
−(nπ/`)2t +

∫ t

0

e−(nπ/`)2(t−s)Fn(s) ds ∀t ∈ [0, T ]. (5.62)

En los ejercicios propuestos, aplicaremos este procedimiento en diversos casos
particulares (y también en algunos casos similares, correspondientes a otras
ecuaciones y/o otras condiciones de contorno).

Observación 5.9 Para más información sobre el método de separación de va-
riables y su aplicación, entre otras, a las EDPs de Laplace, Poisson y ondas,
véase por ejemplo [16, 19].
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Tema 6

Teoŕıa espectral de
operadores lineales
compactos y aplicaciones

En este tema presentaremos una introducción a la teoŕıa espectral de opera-
dores. En particular, analizaremos la estructura del espectro de un operador
lineal compacto y autoadjunto. Este análisis permitirá llegar a importantes
consecuencias, primero en el contexto de las ecuaciones integrales y después en
el marco de las EDPs.

6.1 Propiedades del rango y el núcleo de un ope-
rador y su adjunto

Sean H y G dos espacios de Hilbert, cuyos productos escalares y normas se
denotan respectivamente (· , ·)H y (· , ·)G y ‖ · ‖H y ‖ · ‖G. Sea T ∈ L(H;G).
Recordemos que el núcleo N(T ) = {x ∈ H : Tx = 0 } es un subespacio cerrado
de H y que el rango R(T ) = {Tx : x ∈ H } es un subespacio de G.

Proposición 6.1 Dado un operador T ∈ L(H;G), se tiene:

1. N(T ) = R(T ∗)⊥ y N(T ∗) = R(T )⊥.

2. N(T )⊥ = R(T ∗) y N(T ∗)⊥ = R(T ).

Demostración: Observemos que x ∈ N(T ) si y sólo si (Tx, y)G = 0 para cada
y ∈ G y que esto ocurre si y sólo si (x, T ∗y)H = 0 para cada y ∈ G, es decir, si
y sólo si x ∈ R(T ∗)⊥. Esto prueba la primera parte del aptdo. 1.

Por otra parte, como H es la suma directa ortogonal de R(T ∗) y R(T ∗)⊥ y
sabemos ya que R(T ∗)⊥ = N(T ), deducimos que N(T )⊥ = R(T ∗). Esto prueba
la primera igualdad del aptdo. 2.

Las restantes afirmaciones son ahora inmediatas, cambiando T por su ad-
junto T ∗.

85
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6.2 Operadores lineales compactos

En este parágrafo y en los que siguen, X e Y son espacios de Banach cuyas
normas se denotan respectivamente ‖ · ‖X y ‖ · ‖Y .

En el espacio de Banach L(X;Y ) hay algunos operadores particulares que
merecen nuestra atención: los operadores lineales compactos.

Definición 6.1 Sean BX la bola unidad cerrada de X y sea T ∈ L(X;Y ). Se
dice que T es compacto si el conjunto T (BX) = {Tx : x ∈ BX } es relativamente
compacto en Y .

Recordemos que un conjunto K ⊂ Y es relativamente compacto si y sólo si
su adherencia K es un compacto, es decir, si y sólo si de todo recubrimiento
abierto de K puede extraerse un sub-recubrimiento finito.

Dado que todo espacio de Banach es en particular un espacio métrico com-
pleto, K es relativamente compacto si y sólo si para cada ε > 0 existe un
recubrimiento finito de K formado por bolas de radio ε; véase por ejemplo [14].

En lo que sigue, se usará con frecuencia que el conjunto K ⊂ Y es rela-
tivamente compacto si y sólo si de toda sucesión {yn} con los yn ∈ K puede
extraerse una subsucesión convergente. Por supuesto, el ĺımite de esta sub-
sucesión pertenecerá necesariamente a K.

Observación 6.1 Sabemos que la bola unidad cerrada BX es compacta si y
sólo si X posee dimensión finita; para una demostraión de esta afirmación,
véase [3]. Por tanto, si X es un espacio de Banach de dimensión infinita, la
identidad Id : X 7→ X es un operador lineal continuo no compacto.

Proposición 6.2 Sea T ∈ L(X;Y ). Son equivalentes:

1. T es compacto.

2. Si B ⊂ X es acotado, T (B) es relativamente compacto en Y .

3. De toda sucesión {xn} que sea acotada se puede extraer una subsucesión
{xnk} tal que {Txnk} es convergente (en Y ).

Demostración: Supongamos que T es compacto y sea B ⊂ X un acotado.
Entonces existe r > 0 tal que B ⊂ rBX , de donde T (B) ⊂ rT (BX). Pero
rT (BX) es relativamente compacto. Por tanto, también lo es T (B).

Esto prueba que la primera afirmación implica la segunda.
Que la segunda afirmación implica la tercera es evidente.
Finalmente, si suponemos que la tercera afirmación es cierta, es también

evidente que de toda sucesión {Txn} con los xn ∈ BX se puede extraer una
subsucesión convergente. Luego T (BX) es relativamente compacto. Esto mues-
tra que la tercera afirmación implica la primera.

Proposición 6.3 Sean X, Y y Z tres espacios de Banach y sean T ∈ L(X;Y )
y S ∈ L(Y ;Z). Si alguno de los operadores T ó S es compacto, entonces lo es
el operador de composición S ◦ T .

La demostración es inmediata, a partir de la proposición 6.2. En particular,
deducimos que siX es de dimensión infinita y T ∈ L(X;Y ) es compacto entonces
T no puede ser biyectivo.
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Definición 6.2 Sea T ∈ L(X;Y ). Se dice que T es de rango finito si R(T )
posee dimensión finita.

Como consecuencia de la proposición 6.2, todo operador de rango finito es
compacto (en todo espacio de dimensión finita los acotados son relativamente
compactos).

En lo que sigue, denotaremos K(X;Y ) el conjunto de los operadores lineales
compactos de X en Y . Cuando tengamos X = Y , pondremos K(X) en vez de
K(X;X).

Teorema 6.1 K(X;Y ) es un subespacio cerrado de L(X;Y ).

Demostración: Toda combinación lineal de operadores compactos es un nuevo
operador compacto. En efecto, sean T1, T2 ∈ K(X;Y ) y λ1, λ2 ∈ IR. Entonces
T1(BX) y T2(BX) son relativamente compactos en Y . Luego también lo es
λ1T1(BX) + λ2T2(BX), de donde λ1T1 + λ2T2 ∈ K(X;Y ). Por tanto, K(X;Y )
es un subespacio vectorial de L(X;Y ).

Veamos ahora que K(X;Y ) es cerrado. Sea {Tn} una sucesión de operadores
de K(X;Y ), sea T ∈ L(X;Y ) y supongamos que Tn → T en L(X;Y ). Debemos
probar que T es compacto.

Sea {xn} una sucesión de puntos de BX . Por el procedimiento diagonal
habitual, es posible extraer de ella una subsucesión {xnk} tal que todas las
sucesiones {Ti(xnk)} convergen en Y . Veamos que {T (xnk)} es una sucesión de
Cauchy.

Sea entonces ε > 0. Existe i ≥ 1 tal que

‖Ti − T‖L(X;Y ) ≤
ε

3
. (6.1)

Por otra parte, como la sucesión {Ti(xnk)} es de Cauchy, existe k0 ≥ 1 tal que,
si k, j ≥ k0, entonces

‖Ti(xnk)− Ti(xnj )‖Y ≤
ε

3
. (6.2)

De (6.1) y (6.2), deducimos que, cuando k, j ≥ k0,

‖T (xnk)− T (xnj )‖Y ≤ ‖T (xnk)− Ti(xnk)‖Y
+‖Ti(xnk)− Ti(xnj )‖Y + ‖Ti(xnj )− T (xnj )‖Y
≤ ε.

(6.3)

Aśı, hemos demostrado que para cada ε > 0 existe k0 ≥ 1 tal que, si k, j ≥ k0,
entonces necesariamente

‖T (xnk)− T (xnj )‖Y ≤ ε.

Esto prueba que {T (xnk)} es una sucesión de Cauchy y, por tanto, termina la
demostración.

Una consecuencia inmediata de este teorema es el corolario siguiente:

Corolario 6.1 Sea {Tn} una sucesión de operadores de rango finito y sea T ∈
L(X;Y ) tal que ‖Tn−T‖L(X;Y ) → 0 cuando n→ +∞. Entonces T ∈ K(X;Y ).
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Observación 6.2 Si X e Y son espacios de Hilbert, se puede demostrar el
rećıproco del corolario 6.1. En otras palabras, siempre que T ∈ K(X;Y ), existen
sucesiones {Tn} de operadores de rango finito tales que ‖Tn − T‖L(X:Y ) → 0.
No obstante, este resultado no es cierto en general; para más detalles, véase [3].

Ejemplos no triviales de operadores compactos son los operadores integrales.
Recuérdese que, dada K ∈ L2((a, b) × (a, b)), el operador integral de Fredholm
en L2(a, b) de núcleo K está dado como sigue:

TK(φ)(t) =

∫ b

a

K(t, s)φ(s) ds c.p.d. en (a, b), ∀φ ∈ L2(a, b). (6.4)

Más generalmente, si 1 < p ≤ 2 y K ∈ Lp′((a, b)× (a, b)) (p′ es el exponente
conjugado de p), podemos hablar del operador integral de Fredholm en Lp(a, b)
de núcleo K. Se trata de la aplicación lineal definida por

TK(φ)(t) =

∫ b

a

K(t, s)φ(s) ds c.p.d. en (a, b), ∀φ ∈ Lp(a, b). (6.5)

Por otra parte, si K ∈ C0([a, b] × [a, b]), llamaremos operador integral de
Fredholm en C0([a, b]) de núcleo K al operador definido como sigue:

TK(φ)(t) =

∫ b

a

K(t, s)φ(s) ds ∀t ∈ [a, b], ∀φ ∈ C0([a, b]). (6.6)

Teorema 6.2 Si 1 < p ≤ 2 y K ∈ Lp
′
((a, b) × (a, b)), el operador lineal TK

definido por (6.5) es compacto: TK ∈ K(Lp(a, b)).
Por otra parte, si K ∈ C0([a, b] × [a, b]), el operador lineal TK definido por

(6.6) es compacto: TK ∈ K(C0([a, b])).

Demostración: Supongamos en primer lugar que 1 < p ≤ 2 y K ∈ Lp′((a, b)×
(a, b)). Es fácil comprobar que la aplicación lineal TK : Lp(a, b) 7→ Lp(a, b) es
continua y que

‖TKφ‖Lp(a,b) ≤ ‖K‖Lp′ ((a,b)×(a,b))‖φ‖Lp(a,b) ∀φ ∈ Lp(a, b). (6.7)

Veamos por otra parte que TK ∈ K(Lp(a, b)) es compacto. Para ello, pro-
baremos que TK es el ĺımite en el espacio de Banach L(Lp(a, b)) de una sucesión
de operadores compactos. Aplicando el teorema 6.1, quedará demostrado que
TK es compacto.

La sucesión puede ser construida del modo siguiente. Como p′ < +∞,
C0(([a, b]× [a, b]) es denso en Lp

′
((a, b)× (a, b)). Como K ∈ Lp′((a, b)× (a, b)),

existe una sucesión {Kn} de funciones Kn ∈ C0([a, b]× [a, b]) que verifican∫ ∫
(a,b)×(a,b)

|Kn(t, s)−K(t, s)|p
′
dt ds→ 0 (6.8)

cuando n→ +∞. Para cada n, sea Tn esl operador de Fredholm en Lp(a, b) de
núcleo integral Kn, esto es, la aplicación lineal definida por

Tn(φ)(t) =

∫ b

a

Kn(t, s)φ(s) ds c.p.d. en (a, b), ∀φ ∈ Lp(a, b). (6.9)
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Entonces Tn converge a TK en L(Lp(a, b)). En efecto, Tn − TK es, para cada
n, el operador integral de núcleo Kn −K; aplicando (6.7) con K sustituido por
Kn −K y (6.8), tenemos que ‖Tn − TK‖L(Lp(a,b)) → 0.

Veremos a continuación que los operadores de Fredholm Tn son compactos.
Para ello, probaremos que Tn es el ĺımite en L(Lp(a, b)) de una sucesión de
operadores de rango finito.

En efecto, basta tener en cuenta que el espacio de las funciones polinómicas
es denso en C0(([a, b]× [a, b]). Aśı, existe una sucesión {Hm} de funciones de la
forma

Hm(t, s) =

dm∑
i=0

ai(t) s
i,

con las ai polinómicas, tales que Hm → Kn en C0(([a, b]×[a, b]) cuando m→∞.
Obviamente, esto implica∫ ∫

(a,b)×(a,b)

|Hm(t, s)−Kn(t, s)|p
′
dt ds→ 0 (6.10)

cuando m → +∞. Sea Sm el operador de Fredholm en Lp(a, b) de núcleo
Hm. Entonces Sm es de rango finito y gracias a (6.10) tenemos que ‖Sm −
Tn‖L(Lp(a,b)) → 0 cuando m→∞.

Por tanto, los Tn son efectivamente compactos, de donde lo es TK . Esto
prueba la primera parte del teorema.

La demostración de la segunda parte es análoga (e incluso más sencilla) y se
deja como ejercicio.

Terminaremos este parágrafo con el teorema siguiente:

Teorema 6.3 Sean H y G dos espacios de Hilbert y sea T ∈ L(H;G). Entonces
T es compacto si y sólo si T ∗ es compacto.

Demostración: Basta demostrar que si T es compacto también lo es T ∗ (dado
que (T ∗)∗ = T ).

Supongamos por tanto que T es compacto y sea {yn} una sucesión acotada
en G. Sea M > 0 tal que ‖yn‖H ≤ M para cada n ≥ 1. Tenemos que probar
que existe una subsucesión {ynk} tal que {T ∗ynk} converge en H.

La sucesión {T ∗yn} está acotada en H:

‖T ∗yn‖H ≤ ‖T ∗‖L(G;H)M ∀n ≥ 1.

Por tanto, existe una subsucesión {ynk} tal que {TT ∗ynk} converge. Veamos
que {T ∗ynk} es una sucesión de Cauchy en H, con lo cual estará probado lo que
queŕıamos. En efecto, para k, ` ≥ 1 tenemos

‖T ∗ynk − T ∗yn`‖2H = (ynk − yn` , TT ∗(ynk − yn`))H
≤ 2M‖TT ∗ynk − TT ∗yn`‖H

y este último miembro tiende a cero cuando k, `→ +∞.
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6.3 El teorema de alternativa de Fredholm. Pri-
meras aplicaciones

El resultado central de este parágrafo está relacionado con la existencia o no de
soluciones de ecuaciones de la forma

v − Tv = f, v ∈ H, (6.11)

donde T ∈ K(H). Necesitaremos antes probar un resultado que tiene interés
por śı mismo:

Lema 6.1 Sean X un espacio normado y X0 ⊂ X un subespacio cerrado no
trivial. Entonces para cada ε ∈ (0, 1) existe vε ∈ X tal que

‖vε‖X = 1, dist (vε, X0) := inf
v∈X0

‖vε − v‖X ≥ ε. (6.12)

Demostración: Sea ε ∈ (0, 1) y sea w ∈ X con w 6∈ X0. Dado que X0 es
cerrado, tenemos

d := dist (w,X0) > 0.

Sea v0 ∈ X0, con

d0 ≤ ‖w − v0‖X ≤
d0

ε

y pongamos vε = ‖w − v0‖−1
X (w − v0). Entonces es claro que ‖vε‖X = 1 y, por

otra parte,

‖vε − v‖X = ‖w − v0‖−1
X ‖w − (v0 + ‖w − v0‖Xv)‖X ≥ ε

para cada v ∈ X0. Luego dist (vε, X0) ≥ ε.
Esto prueba el lema.

Observación 6.3 Cuando X es un espacio de Hilbert o X0 es de dimensión
finita, el lema 6.1 también puede ser probado con ε = 1. Pero esto no es cierto
en general.

Teorema 6.4 Sean H un espacio de Hilbert y T ∈ K(H) y denotemos Id al
operador identidad en H. Se tiene entonces lo siguiente:

1. N(Id− T ) es un espacio de dimensión finita.

2. R(Id− T ) es un subespacio cerrado de H. Por tanto,

R(Id− T ) = N(Id− T ∗)⊥.

3. N(Id− T ) = {0} si y sólo si R(Id− T ) = H.

4. Las dimensiones de los espacios N(Id− T ) y N(Id− T ∗) coinciden.
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Demostración: Pongamos M = N(Id − T ) y sea BM la bola unidad cerrada
de M . Entonces es inmediato que BM ⊂ T (BM ) ⊂ T (BH), de donde BM es
compacta y M es necesariamente un espacio de dimensión finita.

Veamos ahora que R(Id − T ) es cerrado. Sean entonces {vn} una sucesión
de H y supongamos que las yn = vn − Tvn convergen en H hacia y. Veamos
que y ∈ R(Id− T ).

Si y = 0, esto es evidente. En caso contrario, podemos suponer que yn 6= 0,
es decir que vn 6∈M para cada n ≥ 1. Sea P : H 7→M el operador de proyección
ortogonal habitual. Entonces TPvn = Pvn y podemos escribir que

yn = vn − Pvn − T (vn − Pvn) ∀n ≥ 1. (6.13)

La sucesión {vn − Pvn} está acotada. En efecto, si no fuera aśı, al menos
para una subsucesión {vnk −Pvnk} tendŕıamos ‖vnk −Pvnk‖H →∞. Poniendo

znk =
vnk − Pvnk
‖vnk − Pvnk‖H

,

encontraŕıamos que znk ∈M⊥, ‖znk‖H = 1 y

znk − Pznk =
ynk

‖vnk − Pvnk‖H
→ 0. (6.14)

Eventualmente extrayendo una nueva subsucesión, podŕıamos suponer que las
Tznk convergen a z en H. Luego también tendŕıamos que znk → z y ‖z‖H = 1.
Pero entonces habŕıamos encontrado un punto z ∈ M ∩M⊥ distinto de 0, lo
que es absurdo.

Como {vn − Pvn} está acotada, existen una subsucesión {vnj − Pvnj} y un
punto w ∈ H tales que T (vnj −Pvnj )→ w. Pero entonces vnj −Pvnj → w+ y
y en consecuencia T (vnj − Pvnj ) → Tw + Ty. Pasando al ĺımite en (6.13) con
n = nj , obtenemos que y = (Id− T )(y + w), esto es, y ∈ R(Id− T ).

Dado que R(Id − T ) es cerrado, tenemos que coincide con su adherencia y
por tanto con N(Id− T ∗)⊥.

Veamos a continuación que si N(Id − T ) = {0} entonces R(Id − T ) = H.
Supongamos lo contrario. Entonces H1 = R(Id − T ) es un subespacio cerrado
propio de H (y por tanto un nuevo espacio de Hilbert). Si denotamos T1 la
restricción de T a H1, es inmediato que T1 ∈ K(H1) y H2 = R(Id− T1) vuelve
a ser un subespacio cerrado propio de H1, etc.

De este modo, conseguimos una sucesión estrictamente decreciente de espa-
cios de Hilbert {Hn}, todos ellos subespacios de H. De acuerdo con el lema 6.1,
para cada n ≥ 1 existe en ∈ Hn tal que

‖en‖H = 1, dist (en, En+1) ≥ 1

2
. (6.15)

Para n > m, tenemos que

Ten − Tem = −(en − Ten) + (em − Tem) + (en − em)
[−(en − Ten) + (em − Tem) + en]− em

y, como −(en − Ten) + (em − Tem) + en ∈ Hm+1, obtenemos la desigualdad

‖Ten − Tem‖H ≥
1

2
.
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Pero esto está en contradicción con que T sea compacto. Por tanto, nece-
sariamente R(Id− T ) = H.

Rećıprocamente, supongamos que R(Id− T ) = H. Entonces N(Id− T ∗) =
R(Id − T )⊥ = {0}. Dado que T ∗ ∈ K(H), podemos aplicar el razonamiento
precedente a T ∗, lo que conduce a que R(Id − T ∗) = H. En consecuencia,
N(Id− T ) = R(Id− T ∗)⊥ = {0}.

Esto prueba que, efectivamente, N(Id−T ) = {0} si y sólo si R(Id−T ) = H.
La demostración del aptdo. 4 queda como ejercicio; pueden consultarse más

detalles en [3].

Observación 6.4 Se puede demostrar un resultado análogo al teorema 6.4
cuando X es un espacio de Banach y T ∈ K(X); para más detalles, véase [3].

El teorema 6.4 se conoce con nombre de teorema de alternativa de Fredholm.
Esto se debe a la interpretación siguiente del mismo.

Consideremos la ecuación (6.11), donde T ∈ K(H) y f ∈ H es dada. En
primer lugar, podemos afirmar que la ecuación homogénea asociada

v − Tv = 0, v ∈ H, (6.16)

posee a lo sumo un número finito de soluciones linealmente independientes.
En segundo lugar, tenemos que (6.11) posee solución para cada f ∈ H si y

sólo si (6.16) sólo posee la solución trivial.
Finalmente, si (6.16) posee soluciones no triviales, entonces, dada f ∈ H, la

correspondiente ecuación (6.11) posee solución (en cualquier caso no única) si y
sólo si f es ortogonal a las soluciones de la ecuación adjunta

v − T ∗v = 0, v ∈ H. (6.17)

En la práctica, esto significa que f debe satisfacer un número de restricciones
lineales que coincide con la dimensión del espacio de soluciones de (6.16).

Observación 6.5 El teorema 6.4 es evidentemente cierto (y bien conocido)
cuando H posee dimensión finita. En particular, si H es de dimensión finita,
un operador T ∈ L(H) es inyectivo si y sólo si es sobreyectivo. Por el contrario,
el resultado no es cierto en general si la dimensión de H es infinita y T no es
compacto. Aśı, por ejemplo la aplicación lineal

T{x1, x2, x3, . . .} = {0, x1, x2, . . .} ∀{xn} ∈ `2 (6.18)

es inyectiva pero no sobreyectiva. Por otra parte, la aplicación

S{x1, x2, . . .} = {x2, x3, . . .} ∀{xn} ∈ `2

es sobreyectiva pero no inyectiva.

6.4 El espectro de un operador lineal compacto

Con frecuencia, en las aplicaciones se encuentran ecuaciones similares a (6.11)
en donde interviene también un parámetro (un número real) en principio des-
conocido. Se trata de ecuaciones que tienen la estructura

v − λTv = f, v ∈ H, λ ∈ IR, (6.19)

donde f ∈ H y T ∈ L(H). En este parágrafo veremos qué se puede decir sobre
la existencia de solución de (6.19) cuando T es compacto.
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Definición 6.3 Sea T ∈ L(H). Se llama resolvente de T al conjunto de los
µ ∈ IR tales que el operador T − µId : H 7→ H es biyectivo. Se llama espectro
de T al conjunto σ(T ) = IR \ ρ(T ).

Gracias al teorema de Banach del operador inverso, si µ ∈ ρ(T ), existe
(T − µId)−1 y es un operador lineal continuo de H en śı mismo. Por otra
parte, si µ ∈ σ(T ), al menos una de las dos cosas siguientes ocurre: o bien
N(T − µId) 6= {0}, o bien R(T − µId) 6= H.

Definición 6.4 Sea T ∈ L(H). Se dice que µ es un valor propio de T si
N(T − µId) 6= {0}. En tal caso, se dice que N(T − µId) es el subespacio propio
asociado a µ y a los elementos de N(T −µId) no nulos se les llama autovectores
asociados.

Dado T ∈ L(H), denotaremos VP(T ) el conjunto de valores propios de T .
Obviamente VP(T ) ⊂ σ(T ), pero esta inclusión puede ser estricta. Aśı, para la
aplicación definida en (6.18), tenemos que 0 ∈ σ(T ) pero 0 6∈ VP(T ).

Proposición 6.4 Sea T ∈ L(H). Entonces σ(T ) es un compacto contenido
en el intervalo [−‖T‖L(H), ‖T‖L(H)]. En consecuencia, ρ(T ) es un abierto no
acotado de IR.

Demostración: Veamos en primer lugar que si |µ| > ‖T‖L(H) entonces µ ∈
ρ(T ). Esto probará que σ(T ) ⊂ [−‖T‖L(H), ‖T‖L(H)].

En efecto, si |µ| > ‖T‖L(H), entonces para cada f ∈ H la ecuación

Tv − µv = f, v ∈ H, (6.20)

posee solución única. Esto es consecuencia de que (6.20) admite la formulación
equivalente

v =
1

µ
(Tv − f), v ∈ H,

que es una ecuación de punto fijo a la que se puede aplicar el teorema de Banach.
Veamos ahora que ρ(T ) es un abierto. Con esto quedará demostrada la

proposición. Sea por tanto µ0 ∈ ρ(T ). Dada f ∈ H, la ecuación (6.20) es
equivalente a

Tv − µ0v = f + (µ− µ0)v, v ∈ H.

Pero ésta puede también escribirse en la forma

v = (T − µ0Id)−1(f + (µ− µ0)v), v ∈ H

y ésta última es de nuevo una ecuación de punto fijo a la que puede aplicarse
el teorema de Banach a condición de que |µ− µ0| sea suficientemente pequeño.
Por tanto, existe ε > 0 tal que, si µ ∈ IR y |µ−µ0| ≤ ε, tenemos µ ∈ ρ(T ). Esto
prueba, como queŕıamos, que ρ(T ) es un abierto.

El resultado principal de este parágrafo es el siguiente:

Teorema 6.5 Sean H un espacio de Hilbert de dimensión infinita y sea T ∈
K(H). Se tiene entonces lo siguiente:

1. 0 ∈ σ(T ) (y por tanto σ(T ) es un compacto no vaćıo).
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2. σ(T ) \ {0} = VP(T ) \ {0}.

3. Los puntos de σ(T ) \ {0} son aislados. Más precisamente, o bien σ(T ) \
{0} es el vaćıo, o bien es un conjunto finito, o bien es numerable. En
este último caso, los puntos de σ(T ) \ {0} pueden ser ordenados como los
términos de una sucesión cuyos valores absolutos decrecen estrictamente
y convergen a 0.

Demostración: En primer lugar, observemos que si tuviéramos 0 ∈ ρ(T ), T
seŕıa biyectivo, en contra de ser T compacto y H de dimensión infinita. Por
tanto, 0 ∈ σ(T ).

Veamos a continuación que si µ ∈ σ(T ) \ {0} entonces N(T − µId) 6= {0}.
Esto probará que σ(T ) \ {0} = VP(T ) \ {0}.

Supongamos entonces que µ ∈ σ(T ), µ 6= 0 y N(T − µId) = {0}. Como
N(T − µId) = N(Id− 1

µT ) y el operador − 1
µT es compacto, por el teorema 6.4

tenemos que

H = R(Id− 1

µ
T ) = R(T − µId).

Luego T − µId es biyectivo, en contra de que sea µ ∈ σ(T ).

Para demostrar el aptdo. 3, supongamos dada una sucesión {µn} de puntos
de σ(T ) \ {0} todos distintos que converge a µ y veamos que µ = 0. Para
cada n ≥ 1, tenemos µn ∈ VP(T ), de donde podemos elegir un punto en ∈
N(T − µnId) distinto de 0.

Los en son linealmente independientes. En efecto, si tuviéramos para algún
n y algunos αi ∈ IR que en+1 =

∑n
i=1 αiei, también tendŕıamos

Ten+1 =

n∑
i=1

αiTei =

n∑
i=1

αiµiei

y

µn+1en+1 =

n∑
i=1

αiµn+1ei,

de donde necesariamente αi(µi − µn+1) = 0 para cada i, lo que es imposible.

Pongamos Xn = [e1, . . . , en] para cada n ≥ 1. Pongamos también X0 = {0}.
Entonces {Xn} es una sucesión estrictamente creciente de subespacios de H de
dimensión finita (y por tanto cerrados) que verifican

(T − µn)Xn ⊂ Xn−1 ∀n ≥ 1. (6.21)

En virtud del lema 6.1, existe una sucesión {vn} de puntos de H que verifican
lo siguiente:

vn ∈ Xn, ‖vn‖H = 1 y dist (vn, Xn−1) ≥ 1

2
para cada n ≥ 1.

Veamos que

‖ 1

µm
Tvm −

1

µj
Tvj‖H ≥

1

2
∀m, j ≥ 1, m 6= j. (6.22)
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En efecto, podemos suponer por ejemplo que j < m. Entonces Xj−1 ⊂ Xj ⊂
Xm−1. Como

‖ 1

µm
Tvm −

1

µj
Tvj‖H = ‖vm +

1

µm
(Tvm − µmvm)− 1

µj
(Tvj − µjvj)− vj‖H

y se cumple (6.21), esta cantidad es ≥ dist (vm, Xm−1), de donde obtenemos
(6.22).

Dado que T ∈ K(H), es evidente que {Tvn} posee subsucesiones conver-
gentes. Sin embargo, esto sólo puede ocurrir si µ = 0. En efecto, si fuera
µ 6= 0, también podŕıamos extraer subsucesiones convergentes de { 1

µn
Tvn}, lo

cual contradice (6.22).

Finalmente, comprobemos que σ(T ) \ {0} es como se dice en el aptdo. 3.
Para cada n ≥ 1, sea

σn(T ) = σ(T ) ∩ {µ ∈ IR : |µ| ≥ 1

n
}.

Entonces σn(T ) es vaćıo o a lo sumo finito (si fuera infinito, contendŕıa un
punto de acumulación, en contra de lo que se afirma en el aptdo. 3). Por tanto,
σ(T ) \ {0} es a lo sumo numerable. Si este conjunto contiene una infinidad
de puntos distintos, es claro que éstos pueden ordenarse en la forma que se ha
indicado.

Observación 6.6 Sea X un espacio de Banach y sea T ∈ L(X). De forma
análoga a como se hizo más arriba, se pueden definir en este contexto los conjun-
tos ρ(T ), σ(T ) y VP(T ). Una vez hecho esto, la proposición 6.4 y el teorema 6.5
son de nuevo ciertos. Para la demostración, véase [3].

6.5 Aplicación a la resolución de algunas ecua-
ciones integrales

Como aplicación de los resultados precedentes, en este parágrafo estableceremos
resultados de existencia para las llamadas ecuaciones integrales de Fredholm de
segunda especie φ(t)− λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s) ds = f(t) c.p.d. en (a, b),

λ ∈ IR, φ ∈ L2(a, b).

(6.23)

En (6.23) supondremos que el núcleo K ∈ L2((a, b)× (a, b)) y f ∈ L2(a, b).
Pondremos M = ‖K‖L2((a,b)×(a,b)) y supondremos que M > 0.

El primer resultado de existencia se obtiene fácilmente a partir del teorema
de Banach del punto fijo cuando |λ| es suficientemente pequeño. Más precisa-
mente, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 6.6 Para cada f ∈ L2(a, b) y cada λ ∈ (− 1
M , 1

M ) existe una única
solución φ de (6.23).



96 Tema 6: Teoŕıa espectral de operadores compactos y aplicaciones

Demostración: Supongamos que f y λ son dadas y cumplen las condiciones
del teorema. Sea Λ : L2(a, b) 7→ L2(a, b) la aplicación dada por

Λ(φ)(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K(t, s)φ(s) ds c.p.d. en (a, b) (6.24)

para cada φ ∈ L2(a, b).
Entonces es fácil comprobar que Λ está bien definida y es contractiva (esto

último gracias a que |λ| < 1/M). En consecuencia, Λ posee un único punto fijo
en L2(a, b) que evidentemente coincide con la única solución de (6.23).

Sabemos que para los valores precedentes de λ el método de las aproxima-
ciones sucesivas aplicado a Λ converge. Por tanto, si consideramos la sucesión
{φn} donde para t ∈ (a, b) c.p.d.

φ0(t) = f(t),

φ1(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K(t, s)φ0(s) ds,

φ2(t) = f(t) + λ

∫ b

a

K(t, s)φ1(s) ds,

. . . . . .

sabemos que φn converge en L2(a, b) hacia la solución φ. Tras un cálculo simple,
no es dif́ıcil probar que, para cada n ≥ 1,

φn(t) = f(t) + λ

∫ b

a

 n∑
j=1

Kj(t, s)λ
j−1

 f(s) ds

c.p.d. en (a, b), donde las funciones Kj son las siguientes:

K1(t, s) ≡ K(t, s),

Kj+1(t, s) ≡
∫ b

a

K(t, σ)Kj(σ, s) ds para j ≥ 1.

También es sencillo probar que, para casi todo t, la serie
∑
j≥1Kj(t, s)λ

j−1

converge en L2(a, b).
Por tanto, cuando f ∈ L2(a, b) y λ ∈ (−1/M, 1/M), la única solución de

(6.23) verifica

φ(t) = f(t) + λ

∫ b

a

R(t, s;λ)f(s) ds c.p.d. en (a, b), (6.25)

donde hemos hecho uso de la notación siguiente:

R(t, s;λ) =
∑
j≥1

Kn(t, s)λj−1 ∀λ ∈ IR c.p.d. en (a, b)× (a, b). (6.26)

Investiguemos a continuación qué puede ocurrir cuando |λ| ≥ 1/M .
Consideremos el operador integral de Fredholm TK de núcleo K. Sabemos

que TK es un operador lineal compacto del espacio de Hilbert L2(a, b) en śı
mismo. Para λ 6= 0, la ecuación integral también se puede escribir en la forma

TKφ− µφ = −µf, (6.27)
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donde µ = 1/λ.
Por tanto, por el teorema 6.4, existe a lo sumo un conjunto numerable {λn}

(el conjunto de los inversos de los valores propios de TK) tal que

• Si λ 6= λn para todo n, para cada f ∈ L2(a, b) existe una única solución
de la correspondiente ecuación (6.23).

• Si λ = λn para algún n, dada f ∈ L2(a, b), existe solución (no única)
de (6.23) si y sólo si (f, ψ)L2(a,b) = 0 para toda solución de la ecuación
adjunta

ψ − λnT ∗Kψ = 0. (6.28)

En la práctica, esto significa que f debe verificar un número finito de
condiciones de ortogonalidad que coincide con la dimensión del espacio
propio asociado a λn.

Obsérvese que T ∗K es un nuevo operador integral de Fredholm. En efecto,
coincide con el operador asociado al núcleo K∗, donde

K∗(t, s) ≡ K(s, t).

Por definición, los λn precedentes son los autovalores de K. Si el conjunto de
los λn es el vaćıo, para todo λ ∈ IR y para toda f ∈ L2(a, b) la ecuación (6.23)
posee solución única. Si es finito, esto mismo es cierto salvo un número finito
de valores de λ. La tercera y última posibilidad es que {λn} sea numerable y
entonces los λn pueden enumerarse como los términos de una sucesión cuyos
valores absolutos tienden a infinito.

Observación 6.7 Se puede construir una función meromorfa cuyos ceros sobre
la recta real coinciden con los autovalores de K. En efecto, para cada j ≥ 1,
pongamos

Hj(t1, . . . , tj , s1, . . . , sj) = det

 K(t1, s1) · · · Kj(t1, sj)
...

. . .
...

K(tj , s1) · · · Kj(tj , sj)


para t1, . . . , tj , s1, . . . , sj ∈ (a, b) c.p.d. y

dj =

∫ b

a

· · ·
∫ b

a

Hj(t1, . . . , tj , t1, . . . , tj) dt1 . . . dtj .

Entonces la serie de potencias ∑
j≥1

(−1)jdj
λj

j!

converge en todo el campo complejo y la función entera

d(λ) = 1 +
∑
j≥1

(−1)jdj
λj

j!
∀λ ∈ IR (6.29)

tiene la propiedad deseada: los autovalores de K son los ceros reales de d.

Para más detalles sobre las ecuaciones integrales de Fredholm, véase por
ejemplo [6, 10].
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6.6 El teorema de Hilbert-Schmidt

A continuación, consideraremos el caso en que H es separable y el operador
lineal T : H 7→ H es compacto y autoadjunto. Veremos que en este caso existe
una base ortonormal de H que permite “diagonalizar” T .

Proposición 6.5 Sea T ∈ L(H) un operador autoadjunto y pongamos

mT := inf
v∈H,‖v‖H=1

(Tv, v)H , MT := sup
v∈H,‖v‖H=1

(Tv, v)H .

Entonces σ(T ) ⊂ [mT ,MT ]. Además, se tiene que mT ∈ σ(T ) y MT ∈ σ(T ).

Demostración: Sea µ ∈ IR, con µ > MT . Veamos que µ ∈ ρ(T ).
Tenemos por definición que

(Tv, v)H ≤MT ‖v‖2H ∀v ∈ H.

Por tanto,
(µv − Tv, v)H ≥ (µ−MT )‖v‖2H ∀v ∈ H, (6.30)

con µ−MT > 0. Teniendo en cuenta (6.30), resulta que la forma bilineal aT (· , ·),
con

aT (u, v) = (µu− Tu, v)H ∀u, v ∈ H,

es continua y coerciva. Por tanto, en virtud del teorema 3.5, µId − T es un
isomorfismo y, efectivamente, µ ∈ ρ(T ).

De modo análogo se prueba que todo µ ∈ IR con µ < mT también verifica
µ ∈ ρ(T ). En consecuencia, σ(T ) ⊂ [mT ,MT ].

Veamos ahora que MT ∈ σ(T ). Consideremos la forma bilineal ãT (· , ·), con

ãT (u, v) = (MTu− Tu, v)H ∀u, v ∈ H.

Claramente, ãT (· , ·) es continua, simétrica (porque T es autoadjunto)y no neg-
ativa, es decir,

ãT (v, v) ≥ 0 ∀v ∈ H.

Por tanto,
|ãT (u, v)| ≤ ãT (u, u)1/2ãT (v, v)1/2 ∀u, v ∈ H,

de donde, tomando v = Mu− Tu, obtenemos que

‖MTu− Tu‖H ≤ CãT (u, u)1/2 = C(MTu− Tu, u)
1/2
H ∀u ∈ H. (6.31)

Sea {un} una sucesión de puntos de H tal que ‖un‖H = 1 para todo n y
(Tun, un)H →MT cuando n→∞. Se deduce de (6.31) que ‖MTun−Tun‖H →
0.

Si fuera MT ∈ ρ(T ), entonces MT Id− T seŕıa un isomorfismo y tendŕıamos
un → 0 en H, lo que es imposible. Por tanto, MT ∈ σ(T ).

Como consecuencia, tenemos el resultado siguiente:

Corolario 6.2 Sea T ∈ L(H) autoadjunto y supongamos que σ(T ) = {0}.
Entonces T = 0.



6.6 El teorema de Hilbert-Schmidt 99

Demostración: Tenemos que

(Tv, v)H = 0 ∀v ∈ H.

Por tanto,

(Tu, v)H =
1

2
[(T (u+ v), u+ v)H − (Tu, u)H − (Tv, v)H ] = 0 ∀u, v ∈ H

y en consecuencia T = 0.

Definición 6.5 Sea {Hn : n ≥ 0 } una familia de subespacios cerrados de H.
Se dice que H es la suma de Hilbert de los Hn si

1. Los Hn son ortogonales dos a dos, esto es, se tiene que

(vm, vn) = δmn ∀vm ∈ Hm, ∀vn ∈ Hn, ∀m,n ≥ 1.

2. El espacio vectorial generado por ∪n≥0Hn (formado por las combinaciones
lineales finitas de puntos de ∪n≥0Hn) es denso en H.

Teorema 6.7 Sea {Hn : n ≥ 0 } una familia de subespacios cerrados de H
y supongamos que H es la suma de Hilbert de los Hn. Para cada n ≥ 0, sea
Pn : H 7→ Hn el operador de proyección ortogonal sobre Hn. Entonces

v =
∑
n≥0

Pnv = lim
m→∞

m∑
n=0

Pnv ∀v ∈ H (6.32)

y

‖v‖2H =
∑
n≥0

‖Pnv‖2H ∀v ∈ H (6.33)

(igualdad de Parseval generalizada).
Por otra parte, si los vn con n ≥ 0 son dados y tenemos vn ∈ Hn para cada

n y
∑
n≥0 ‖vn‖2 < +∞, entonces la serie

∑
n≥0 vn converge en H hacia un

v ∈ H que verifica Pnv = vn para todo n ≥ 0.

Demostración: Para cada k ≥ 1, pongamos

Sk =

k∑
n=0

Pn.

Sea v ∈ H. Entonces Skv =
∑k
n=0 Pnv y ‖Skv‖2H =

∑k
n=0 ‖Pnv‖2H . Veamos

que limk→∞ ‖v − Skv‖H = 0 y limk→∞ ‖Skv‖2H = ‖v‖2H , lo cual probará (6.32)
y (6.33).

Denotemos F al subespacio generado por ∪n≥0Hn; sabemos que F es denso
en H. Por otra parte,

‖Skw‖H ≤ ‖w‖H ∀w ∈ H (6.34)

para cada k ≥ 1.
Sea ε > 0. Entonces existe vε ∈ F tal que ‖v − vε‖H ≤ ε/2. Existe kε tal

que vε es suma de puntos de H0, H1, . . . , Hkε ; por tanto,

Skvε = vε ∀k ≥ kε. (6.35)



100 Tema 6: Teoŕıa espectral de operadores compactos y aplicaciones

En consecuencia, si k ≥ kε tenemos que

‖v − Skv‖H ≤ ‖v − vε‖H + ‖Skvε − Skv‖H ≤ ε.

Esto prueba que limk→∞ ‖v − Skv‖H = 0.
Teniendo en cuenta que

‖v − Skv‖2H = ‖v‖2H −
k∑

n=0

‖Pnv‖2H = ‖v‖2H − ‖Skv‖2H ,

se deduce también que limk→∞ ‖Skv‖2H = ‖v‖2H .
Rećıprocamente, supongamos que vn ∈ Hn para cada n y

∑
n≥0 ‖vn‖2 <

+∞. Entonces, para m > k ≥ 0 tenemos que

‖
m∑
n=0

vn −
k∑

n=0

vn‖2H =

m∑
n=k+1

‖vn‖2H → 0

cuando k,m→∞. Por tanto, la serie
∑
n≥0 vn converge en H hacia un v que,

evidentemente, verifica las igualdades Pnv = vn para cada n.

El resultado principal de este parágrafo es el teorema siguiente, generalmente
conocido como teorema de Hilbert-Schmidt:

Teorema 6.8 Sea H un espacio de Hilbert separable y sea T ∈ K(H) un ope-
rador autoadjunto. Entonces existe una base ortonormal de H formada por
autovectores de T .

Demostración: Supongamos de momento que el conjunto σ(T ) \ {0} es nu-
merable y sea {µn} una enumeración de éste, con

|µ1| > |µ2| > · · · > |µn| > · · · , µn → 0.

Pongamos µ0 = 0 y Hn = N(T − µnId) para cada n ≥ 0. Entonces H es la
suma de Hilbert de los Hn.

En efecto, los Hn son ortogonales dos a dos: si vn ∈ Hn y vm ∈ Hm con
n 6= m, entonces

µn(vn, vm)H = (Tvn, vm)H = (vn, T vm)H = µm(vn, vm)H ,

de donde (vn, vm)H = 0. Por otra parte, si llamamos F al espacio generado por
∪n≥0Hn, tenemos que F⊥ = {0} (de donde F es denso en H).

Para probar esta última afirmación, razonaremos como sigue. En primer
lugar, observamos que T (F ) ⊂ F (porque T (Hn) ⊂ Hn para cada n); por tanto,
también se tiene que T (F⊥) ⊂ F⊥. Aśı, T∗ = T |F⊥ está bien definido como
operador de L(F⊥) y es autoadjunto y compacto en F⊥.

Si σ(T∗) contuviera un número real µ 6= 0, tendŕıamos µ ∈ VP(T∗) \ {0} y
entonces

T∗v∗ = µv∗

para algún v∗ ∈ F⊥, v∗ 6= 0. Pero esto significa que v∗ ∈ F y por tanto conduce
al absurdo de que F⊥ ∩ F 6= {0}. Luego σ(T∗) = {0}.
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En virtud del corolario 6.2, obtenemos que T∗ = 0, de donde F⊥ ⊂ N(T ) ⊂
F y, finalmente, F⊥ = {0}.

Dado que H es la suma de Hilbert de los Hn, eligiendo en cada uno de estos
espacios una base ortonormal, obtenemos fácilmente una base ortonormal de H.
Esto prueba el teorema cuando σ(T ) \ {0} es numerable.

Cuando σ(T )\{0} es un conjunto finito, la demostración es análoga (e incluso
más sencilla).

Observación 6.8 En la demostración precedente, los Hn con n ≥ 1 son espa-
cios de dimensión finita. El único Hn que puede ser de dimensión infinita es
H0. (ahora todos los Hn son de dimensión finita). De hecho, la separabilidad
de H se usa sólo para poder asegurar que H0 posee una base ortonormal.

Observación 6.9 En el caso particular en que T es inyectivo, el espacio H0 =
{0} y H es la suma de Hilbert de los Hn con n ≥ 1 (todos de dimensión finita).
Si además T es positivo, es decir,

(Tv, v)H ≥ 0 ∀v ∈ H,

entonces todos los valores propios de T son estrictamente positivos.

6.7 El espectro de un operador eĺıptico autoad-
junto. Consecuencias

En esta sección, aplicaremos los resultados precedentes en el caso en que T es el
operador que permite obtener la solución débil de un problema eĺıptico similar
a (3.46). A continuación, deduciremos algunas consecuencias.

En lo que sigue, Ω ∈ IRN es un abierto conexo acotado no vaćıo. Supon-
dremos dados los coeficientes

aij = aji ∈ L∞(Ω) (i, j = 1, . . . , N), c ∈ L∞(Ω)

y utilizaremos la notación

Lv = −
N∑

i,j=1

∂i(aij∂jv) + cv. (6.36)

Definición 6.6 Sea λ ∈ IR. Se dice que λ es un autovalor del operador L en Ω
(con condiciones de Dirichlet) si el problema

−
N∑

i,j=1

∂i(aij∂ju) + cu = λu, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

(6.37)

posee soluciones débiles no triviales. En tal caso, éstas soluciones se llaman
autofunciones asociadas a λ. El conjunto de todos los autovalores de L en Ω se
denomina espectro de L.
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Obviamente, λ es un autovalor de L en Ω y u es una autofunción asociada
si y sólo si 

∫
Ω

(

N∑
i,j=1

aij ∂ju ∂iv + c u v) dx = λ

∫
Ω

u v dx

∀v ∈ H1
0 (Ω), u ∈ H1

0 (Ω).

(6.38)

El conjunto de todas las autofunciones correspondientes a un autovalor λ es
obviamente un subespacio vectorial de L2(Ω) que se denomina subespacio propio
asociado a λ.

El primer objetivo de esta sección es probar la existencia de autovalores y
autofunciones de L. Esto es consecuencia de un resultado de carácter general
que presentaremos a continuación. Necesitaremos la definición siguiente:

Definición 6.7 Sean V y H dos espacios de Hilbert. Se dice que (V,H) es
un par de Lions si V es un subespacio denso de H y la inyección V ↪→ H es
continua.

Teorema 6.9 Sean V y H dos espacios de Hilbert separables de dimensión
infinita. Supongamos que (V,H) es un par de Lions tal que la inyección V ↪→ H
es compacta, es decir que todo acotado de V es relativamente compacto en H.
Sea a(· , ·) una forma bilineal continua, simétrica y coerciva sobre V :

a(v, v) ≥ α‖v‖2V ∀v ∈ V, α > 0. (6.39)

Entonces existe una sucesión {λn} de números reales y una base ortonormal
{ en : n ≥ 1 } de H que verifican{

a(en, v) = λn(en, v)H ∀v ∈ V, en ∈ V,
0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · , lim

n→∞
λn = +∞ (6.40)

Además, { 1√
λn
en : n ≥ 1 } es una base ortonormal de V para el producto escalar

a(· , ·).

Demostración: Vamos a aplicar el teorema 6.8 a un operador lineal compacto
apropiado. Este operador se construye como sigue.

Dado que la inyección V ↪→ H es continua, existe C > 0 tal que

‖v‖H ≤ C‖v‖V ∀v ∈ V. (6.41)

Por tanto, para cada f ∈ H, v 7→ (f, v)H es una forma lineal continua sobre V
y en virtud del teorema 3.5 existe un único uf que verifica:

a(uf , v) = (f, v)H ∀v ∈ V, uf ∈ V. (6.42)

Consideremos la aplicación S : H 7→ V definida por

Sf = uf ∀f ∈ H.

Es fácil comprobar que S ∈ L(H;V ). Además, combinando (6.39), (6.42) y
(6.41), obtenemos

‖Sf‖V ≤
C

α
‖f‖H ∀f ∈ H.
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El operador T deseado es la composición de S con la inyección de V en H.
Gracias a la proposición 6.3, T es un operador lineal compacto: T ∈ K(H).

Además, dado que a(· , ·) es simétrica y coerciva, deducimos que T es autoad-
junto y positivo. En efecto, tenemos por una parte que

(Tf, g)H = (g, Tf)H = a(ug, uf ) = a(uf , ug) = (f, Tg)H ∀f, g ∈ H,

mientras que

(Tf, f)H = a(uf , uf ) ≥ ‖uf‖2V ∀f ∈ H.

El operador T es también inyectivo puesto que, si Tf = 0, entonces

(f, v)H = a(uf , v) = 0 ∀v ∈ V

y entonces f es ortogonal a V (que es denso en H), de donde f = 0.
Por el teorema 6.8 y la observación 6.9, el conjunto de los valores propios

de T puede escribirse como una sucesión {µm} de números reales positivos
que decrece estrictamente a cero. Consideremos la nueva sucesión {µn}, donde
hemos contado cada µm tantas veces como indica su multiplicidad y pongamos

λn =
1

µn
∀n ≥ 1.

Entonces {λn} es una sucesión no decreciente de números reales positivos que
tiende a +∞.

Eligiendo una base ortonormal en cada uno de los espacios N(T − µmId),
conseguimos una base ortonormal {en} de H.

Es claro que los en ∈ V . En efecto, cada en verifica Ten = µmen para algún
m, con µm 6= 0. Teniendo en cuenta las definiciones de T y de los λn, obtenemos
además que

a(en, v) = λna(Ten, v) = λn(en, v)H ∀n ≥ 1.

Por tanto, para terminar la demostración del teorema, sólo queda probar que
{ 1√

λn
en} es una base ortonormal de V para el producto escalar a(· , ·).

Que los 1√
λn
en son ortonormales para este producto escalar es inmediato.

Por otra parte, si v ∈ V y

a(en, v) = 0 ∀n ≥ 1,

entonces

(en, v)H =
1

λn
a(en, v) = 0 ∀n ≥ 1,

de donde v = 0. Luego { 1√
λn
en} es efectivamente una base ortonormal.

También utilizaremos el resultado siguiente, conocido como teorema de Rel-
lich, cuya demostración puede encontrarse por ejemplo en [3]:

Teorema 6.10 La inyección H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) es compacta.

Como consecuencia de este resultado, (H1
0 (Ω), L2(Ω)) es un par de Lions que

cumple las condiciones del teorema 6.9.
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Teorema 6.11 Se considera el operador L definido en (6.36). Se supone que
los coeficientes aij y c verifican las condiciones siguientes:

aij = aji ∈ L∞(Ω) (i, j = 1, . . . , N),

N∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2 ∀ξ ∈ IRN , c.p.d. en Ω, α > 0,
(6.43)

c ∈ L∞(Ω), c ≥ 0 c.p.d. en Ω. (6.44)

Entonces el espectro de L está constituido por los puntos λn de una sucesión
no decreciente de números positivos que tiende a +∞. Además, existe una base
ortonormal {ϕn : n ≥ 1 } de L2(Ω) formada por autofunciones asociadas a los
autovalores λn. Los correspondientes 1√

λn
ϕn constituyen una base ortonormal

de H1
0 (Ω) para el producto escalar a(· , ·) definido por los aij y c:

a(u, v) =

∫
Ω

(

N∑
i,j=1

aij ∂ju ∂iv + c u v) dx ∀u, v ∈ H1
0 (Ω). (6.45)

En consecuencia, para cada f ∈ L2(Ω), la correspondiente solución débil del
problema de Dirichlet

−
N∑

i,j=1

∂i(aij∂ju) + cu = f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

(6.46)

está dada por

u =
∑
n≥1

1

λn
(f, ϕn)L2ϕn, (6.47)

donde la serie converge en H1
0 (Ω).

Demostración: Casi todo es inmediato, en virtud de los teoremas 6.9 y 6.10.
Lo único relativamente nuevo es que debemos probar que la solución débil de
(6.46), donde f ∈ L2(Ω), está dada por (6.47).

Pero esto es consecuencia de las propiedades de las ϕn. En efecto, como
{ 1√

λn
ϕn} es una base ortonormal de H1

0 (Ω) para el producto escalar (6.45), la

serie que aparece en (6.47) converge en H1
0 (Ω) hacia la única función u que

verifica
a(u, ϕn) = (f, ϕn)L2 ∀n ≥ 1, u ∈ H1

0 (Ω).

Pero ésta es la solución de (6.46).

Como primera aplicación del resultado precedente (usado en combinación
con el teorema 6.4), analizaremos a continuación la existencia de pares (λ, u)
que resuelven el problema

−
N∑

i,j=1

∂i(aij∂ju) + cu = λu+ f, x ∈ Ω,

u = 0, x ∈ ∂Ω,

(6.48)
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donde f ∈ L2(Ω). Naturalmente, diremos que (λ, u) es solución de (6.48) si se
verifica lo siguiente:

∫
Ω

(

N∑
i,j=1

aij ∂ju ∂iv + c u v) dx = λ

∫
Ω

u v dx+

∫
Ω

f v dx

∀v ∈ H1
0 (Ω), u ∈ H1

0 (Ω), λ ∈ IR.

(6.49)

Gracias al teorema 3.5, sabemos que, para cada λ ≤ 0, existe una única u
tal que (λ, u) es solución de (6.48). Cuando λ > 0, la situación es más compleja,
como muestra el resultado siguiente:

Teorema 6.12 Sea λ ∈ IR, con λ > 0.

1. Si λ no es autovalor de L en Ω, para cada f ∈ L2(Ω) existe una única
función u tal que (λ, u) es solución de (6.48).

2. Por el contrario, si λ es autovalor de L en Ω, dada f ∈ L2(Ω) existe u tal
que (λ, u) es solución de (6.48) si y sólo si

(f, v)L2 = 0 ∀v ∈ E(λ),

donde E(λ) es el subespacio propio asociado a λ. En tal caso, el conjunto
de todas estas u es una variedad af́ın de L2(Ω) de espacio soporte E(λ).

La demostración de este resultado es inmediata a partir de los teoremas
precedentes y del teorema 6.4 (recuérdese la interpretación que se dio de la
ecuación (6.11) tras la demostración del teorema 6.4).

El teorema 6.11 puede también ser aplicado a la resolución (al menos for-
mal) de problemas de Cauchy-Dirichlet para las EDPs del calor y de ondas
N -dimensionales. Una vez conocida la estructura del espectro del operador
−∆, la construcción de la candidata a solución es casi inmediata en ambos ca-
sos por el método de separación de variables (como en el caso unidimensional,
para resolver verdaderamente estos problemas, deberemos en una etapa poste-
rior estudiar la convergencia de la serie encontrada).

Por ejemplo, consideremos el problema
ut −∆u = 0, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

u(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ω,

(6.50)

donde u0 ∈ L2(Ω). Por analoǵıa con el caso unidimensional, es natural buscar
la solución de (6.50) de la forma

u(x, t) =
∑
n≥1

ane
−λntϕn(x), (6.51)

donde los λn son los autovalores de −∆ en Ω y las ϕn son autofunciones asocia-
das, por comodidad elegidas con norma unidad en L2(Ω). En otras palabras, se
supone aqúı que {

−∆ϕn = λϕn, x ∈ Ω,

ϕn = 0, x ∈ ∂Ω
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y (ϕn, ϕm)L2 = δnm para n,m ≥ 1.
Dado que {ϕn : n ≥ 1 } es una base ortonormal de L2(Ω), tenemos

u0(x) ∼
∑
n≥1

(u0, ϕn)L2 ϕn(x) en Ω

(con convergencia en L2(Ω)). Por razones que ahora son obvias, si existen unos
an tales que la solución de (6.50) puede escribirse como en (6.51), ha de tenerse
an = (u0, ϕn)L2 para cada n ≥ 1. Por tanto, la candidata a solución es

u(x, t) =
∑
n≥1

(u0, ϕn)L2 e−λntϕn(x). (6.52)

Como hemos dicho antes, para resolver rigurosamente (6.50), es preciso llevar
a cabo ahora un análisis de la convergencia de esta serie.
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